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概 要

本研究の目的は，多数桁で構成される計算システムの基となる高速アルゴリズムを確
立し，その有効性を評価することである．高速アルゴリズムとして，高速フーリエ変換
�����に剰余理論を取り込んだ高速剰余変換 �����，級数に基づく多数桁計算の計算
量を削減する分割有理数化法 ����法�及び多倍長精度の高速行列乗算法を考案した．
また，これらアルゴリズムの適用例として，�		�年 

月に達成した 
	進 
兆 ��

億
桁の円周率計算の世界記録，及び高速剰余変換による多数桁分割乗算を行った．���

は ���と結果的に同じ計算式となるが，多数桁乗算を目的に考案したもので，途中
変換の意味が明確で多数桁乗算への各種応用に対する見通しが ���より優れている．
���の多数桁への応用として複素 ���の直接利用，自然数 �に対して��で巡回す
る乗算，�段階 ���による乗算及び分割乗算を考案した．���法は，�桁乗算の計
算量を�������とした場合に，入力の桁数が��
�の有理数級数のとき �桁の級数値
の計算量を�����から������ � ��
�����に削減し，入力の桁数が �桁の実数のとき
������ � ��から������ � ��
�����に削減する方法である．また，���法は連分数
や基底変換にも適用可能で適用範囲が広い．多倍長精度の高速行列乗算は，中国剰余
定理及び���の線形性を利用し，�次元の行列乗算において，中国剰余定理及び���

の適用回数をそれぞれ�����から�����に削減する方法である．高速剰余変換による
多数桁分割乗算は，���の分割乗算の適用により���の要素数を�分割して計算し
ても分割しない時と同じ計算量にする方法と，ダイレクト ���により必要なデータを
非連続に入出力して，総 ���量を分割数に依存させなくする方法で構成される．数値
実験結果としてもそれを実証した．
	進 
兆 ��

億桁の円周率世界記録達成は，同
一メモリ量 �
�バイト�の計算機を使用して，前回の記録約 �	�
億桁を �倍更新した．
そのため，�の計算公式を算術幾何平均法 ����法，ガウス・ルジャンドル公式�から
������公式に変更し，���法と �段階�����段階����による多数桁乗算やその他
多数の工夫を実施した� これらの研究結果は，多数桁計算の高速化アルゴリズムとし
て十分成果が出たと考える�
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第�章 はじめに

��� 目的
本研究の目的は，多数桁で構成される計算システムの基となる高速計算アルゴリズ

ムを確立し，その有効性を評価することである．現在の計算機は，整数計算は ��ビッ
ト整数及び ��ビット整数で，実数計算は �バイトの単精度浮動小数点，�バイトの倍
精度浮動小数点がハードウエアに実装されている．また，大型計算機には 
�バイトの
�倍精度浮動小数点がソフトウエアでサポートされ，������'や(言語で使用でき
る．しかし，��ビット整数や �倍精度浮動小数点より長い桁数での計算が必要なもの
がある．簡単な例として，正方行列�の要素 ���が，��� " 
���) � � 
�で表現される
ヒルベルト行列を係数とする連立一次方程式では，�倍精度計算でもわずか数十次元
で，精度不足のため数値解が計算できない．また，数値を実数の近似値としてではな
く，代数的に正確に表現する数式処理システムでは，��ビット整数の値を超える多数
桁計算が必要である．一般に，�桁の有理数を係数とする�次元の連立一次方程式の解
を正確に計算するには，��� ����桁の有理数計算が必要である．そのため，���*�+

に代表される解析ソフトウエアに多倍長精度計算パッケージを含んでいる．���*�+

では桁数の長い乗算は，���（高速フーリエ変換）を使用して高速化するような機能
も装備されている．また，多数桁計算の常識が最近変化してきている．従来，�桁の
�の計算は，������の級数展開公式を使用すると�����の計算量が必要とされていた
が，�桁の乗算の計算量を����とすると分割有理数化法（���法）を使用すること
で，������ � ��
�����で計算可能になった．これは，
兆桁の �計算で評価すると，こ
れまで約 �	年間 �の世界記録更新に利用されてきた，算術幾何平均法（���法，ガ
ウス・ルジャンドル法）と同等の計算量になる．また，�桁の多数桁の乗算は���を
使用することにより，��� � �
�� � �
� �
���の計算量で計算できるが，���を�個に
分割すると�倍に増加すると言われていたのが，分割しない場合と同じ計算量にでき
ることが分かった．そのため，多数桁計算で必要な主要高速計算アルゴリズムを網羅
的に研究する必要がある．この観点から，本研究では多数桁計算において主要なもの
を選択し，下記の計算アルゴリズムを研究した．
　 �
� 高速剰余変換（��!� �
,$�
 ����!-
�%���
�，���）
　 ��� 分割有理数化法（��#�,. ��, ����
����/. �.�0
,，���法）

�



　 ��� 多倍長精度の係数を持つ行列乗算
また，�
�及び ���のアルゴリズムの適用評価として下記の数値実験を行った．
　 ��� 多数桁の分割乗算
　 ��� 円周率の 
��兆桁計算
これらの研究結果により，多数桁計算における高速化アルゴリズムとして十分成果が
出たと考え，学位論文として纏めた．

��
 概要
多数桁計算システムで最も重要かつ基本となる計算アルゴリズムは，多数桁の乗算に

関するものである．その理由は，�桁の加減算の計算量は����であるのに対して，筆
算方式（筆算と同じ計算方式のこと）による乗算の計算量は�����1��2になり，除算や
平方根は乗算の定数倍 1��2 で計算できるためである．多数桁計算の計算量の削減アル
ゴリズムは種々考案されており，桁数 �が大きい場合は高速フーリエ変換（���）1� 2

が一番高速で，乗算の計算量は��� � �
�� � ��
� �
���� となる．しかし，���は本来，
信号処理や偏微分方程式を数値的に解くために考案されたものであり，多数桁乗算が
目的ではない．そのため，���を使用した多数桁乗算は計算過程が直感的に把握しに
くく，多数桁乗算の応用への見通しが悪いと見ることもできる．また，���だけを使
用した多数桁乗算は，途中変換でメモリを多く使用する欠点がある．使用メモリ量を
削減する方法として，3����!$4�法 1�	2と合わせて使用する方法があるが，メモリ量を
削減するため3����!$4�法の適用回数を増やすと，計算量が増加するジレンマがある．
そこで，���に剰余理論を取り込んだ高速剰余変換（��!� �
,$�
 ����!-
�%���
�，
���）1
2を定義し，多数桁乗算への応用として複素 ���の直接利用，巡回乗算，�

段階���及び分割乗算を考案した．複素���の直接利用では，���による多数桁乗
算に実 ���1��2を利用していたのを，半分の要素の複素 ���で計算可能にした．実
���は，入力が実数の複素 ���の結果が共役複素数になるのを利用した計算で，複
素���結果から変換すると最初と最後の要素を特別扱いする必要があり，分散メモリ
での並列化等が複雑で性能劣化の元になっていた．複素 ���が直接使用できれば並
列化が容易になる利点がある．また，多数桁乗算の ���による表現が理論的に容易
になる．巡回乗算は���による正巡回と負巡回乗算 1��2が知られていたが，���で
は�
 だけでなく自然数 �に対して ��で巡回する多数桁乗算も可能である．�段階
���による乗算とは，
要素に多数桁を持つ �� 要素の乗算を � " 
� ) 
を法とす
る整数���で行い，そこで発生する各要素ごとの負巡回乗算にも���を使用する方
法である．� を法とする整数 ���を上位 ���，各要素ごとの乗算に使用する ���

を下位 ���と呼ぶ．基底 
は �以上の任意の整数を選ぶことができる．多数桁の乗

�



算において，���と���は導出法は異なるが計算式は同一で，���に整数上の変換
も含めれば���での理論は ���にそのまま適用できる．

多数桁計算システムで次に重要な計算アルゴリズムの一つは，多数桁関数の計算で
ある．三角関数や指数関数等の数学関数は��5�
�展開で無限級数に展開できる．多数
桁関数で表される �（円周率）や �（自然対数の底）等の数学定数は無限級数で入力値
が ��
�桁の有理数のものである．一方，多数桁関数の計算をシステム的に閉じるに
は，入力値が結果と同一精度の桁数の必要がある．そこで，入力値の桁数が ��
�桁
と短い有理数の場合に有効な計算法と，入力値が結果と同一の桁数の場合に有効な計
算法を考案した．第 
の方法は，有理級数の和の計算にトーナメント方式を適用し �

項づつ通分して有理数化し，多数桁除算で目的の桁数の実数にする方法である．第 �

の方法は多数桁精度の入力値� に分母の桁数が �，��，��，� � �，��� 桁づつの有理
数に分解し，各分割ごとに関数値を計算し，それらから加法定理を使用して�での関
数値を計算する方法である．二つの計算方法を合わせて分割有理数化法（��#�,. ��,

����
����/. �.�0
,，���法）1�2 と名付ける．無限級数で展開される関数の通常の
計算方法では，精度的に必要な項数で打ち切りそれらの和を計算する．そのため，�桁
乗算の計算量を����とするとき，入力の桁数が��
�桁の有理数の場合は �桁精度の
関数値計算に�����の計算量が，入力値が �桁精度の場合には������ � ��の計算量
が必要である．これに対して，�桁精度の関数値の計算に���法を適用すると，入
力値が��
�桁の有理数の場合は計算量を������ � ��
�����に，入力値が �桁精度で
加法定理が適用できる場合は，計算量を������ � ��
�����に削減できる．本方法は関
数値の計算で有名な +�.��のアルゴリズム 1��2より適用範囲が広く，連分数の計算や
基底変換にも適用可能という広い適用性を持ち，これまで知られているアルゴリズム
より単純で分かり易いという特長を持つ．

関数計算と同様に多数桁計算で重要なアルゴリズムとして，多倍長精度（桁数が比較
的短い多数桁）の値を要素に持つ行列計算がある．現在の計算機は，
	進
�桁程度の倍
精度浮動小数点演算はハードウエアで高速に行える．また，�倍精度演算も������'

や(言語で利用可能なものが多いが，ソフトウエア実行であるため計算速度は倍精度
演算に比較して 
桁程度遅くなる．ここでは，�倍精度以上の多数桁を係数とする連
立一次方程式の解の計算における高速化を目的に，その基本となる行列乗算の高速化
アルゴリズムを考案した．多数桁の乗算には入力値を一定の桁数に分割し筆算方式で
計算する方法以外に，中国剰余定理（百五減算）1�	2及び���を使用する方式がある．
しかし，多数桁乗算でこれらの方法が筆算方式より高速になるのは数百桁と計算桁数
が多い時である．一方，多数桁の値を係数とする �次元の行列乗算にこれらの方式を
適用する場合は，それらの線形性が利用可能である．この点に着目すると，�次元の行

�



列乗算に利用する，中国剰余定理及び ���の適用回数を�����から�����に削減 1�2

して，多数桁の乗算が可能になる．この原理を利用して，多倍長精度の値を係数にも
つ �次元の行列乗算に，�����回の中国剰余定理又は���を適用する高速計算アルゴ
リズムを考案した．桁数が比較的短いときに中国剰余定理が有利で，長くなると���

が有利となる．行列乗算において，中国剰余定理は �倍精度から筆算方式より高速に
なる．本計算では計算アルゴリズムと数値実験結果を共に示す．

次に，本研究で考案した高速アルゴリズムが，理論通りの高速性を示すか評価する
ため，それらの適用に関する数値実験を行った．���の適用例として，��!6ファイ
ル ���を利用した多数桁の分割乗算方式を示す．本分割乗算は，拡張 ���の適用に
より ���を�分割しても分割しない時と同じ計算量にする方法と，ダイレクト ���

により必要なデータを非連続に入出力して，総 ���量を分割数に依存させなくする方
法で構成される．分割乗算は，複素���を使用する方法と �段階���を使用する方
法の，それぞれの具体的アルゴリズムと数値実験結果を示す．ファイル ���を使用し
た多数桁の分割乗算は，使用計算機のメモリ容量を越えた桁数の乗算をする場合に必
要となる．���を使用した多数桁乗算を�分割すると，計算量は分割しないときの�

倍 1��2になると言われている．また，ファイル ���を利用し���による多数桁乗算を
�分割すると，ファイル ���の総量も分割しないときの�倍になると言われている．
これに対して，���による�分割乗算のアルゴリズム 1�2を使用すると，�桁計算の
計算量は��� � �
�� � ��
� �
����でファイル ���の総量は����となり，共に分割しな
い時と同じで，�桁計算に必要なメモリ量は分割しない時の約 
��に減少する．
�進

兆桁の分割乗算で複素���と �段階���を比較すると，計算量とファイル ���量
のオーダーは同一であるが，�段階���の方がメモリ及びファイル ���の使用量をよ
り少なくできる．本分割乗算により，
�+のメモリの計算機でも��!6を使用すること
により，数百億桁 �数十�桁�の多数桁乗算が可能となる．

また，���法の適用例として，�		�年 

月 ��日に達成した 
	進表現で 
兆 ��



億桁，
�進表現で 
兆 �	�億桁の円周率の世界記録達成について記述する．本計算は，
���法の有効性を実際の大規模な計算で確認するために実施したもので，
プロセッ
サーによる �計算の基本プログラムは著者が一人で作成した．本記録は，同一メモリ
容量（
�バイト）の計算機を使用して，前回の記録約 �	�
億桁 1��2を �倍更新した．
そのため，�の計算公式を算術幾何平均法（���法，ガウス・ルジャンドル公式）か
ら ������公式に変更し，���法と �段階 ���（�段階 ���）による多数桁乗算を
適用し，約 �万行の計算プログラムで実施した．この計算では，���法の基底変換
の適用性を評価する目的で，従来とは異なり 
�進数の �を計算し，
	進数に変換す
る方式を採用した．円周率の世界記録計算では，���法と �段階���以外にも誤演

 



算防止対策等多数の工夫を採用した，これらの工夫点に付いても記述する．�		
年に
は，��%��$7��型公式を使用して，世界記録達成に挑戦したが，級数の各項の初期値
計算に精度不足が発生する，プログラムミスを入れてしまった．そのため，
�進 �� �

億余桁で正計算と検証計算の不一致が発生し，その年の記録達成を断念した．このと
きの，精度不足を発生させたプログラムミスに付いても記述する．

第 �章の「高速剰余変換による多数桁乗算」1
2は �		�年 
�月に情報処理学会論文
誌 8
���� '
�
�に掲載されたものである� 第 �章の「分割有理数化法による級数の多
数桁計算」は �			年 �月に情報処理学会論文誌 8
���
 '
��に掲載された「級数に基
づく多数桁計算の演算量を削減する分割有理数化法」1�2である．第 �章の「多倍長精
度の高速行列乗算」は �		
年 �月に京大数理研講究録 

 � 1偏微分方程式の数値解法
とその周辺 ��2 に「多倍長精度の値を係数とする行列の高速乗算方式」1�2と題して掲
載されたものをベースに作成した� 第 �章の「多数桁の分割乗算」は第 �章の高速剰
余変換で考案した多数桁分割乗算の，��!6を使用した具体的計算方法及び数値実験結
果である� 第 �章は �		�年 

月 ��日に達成した円周率世界記録の計算における，ア
ルゴリズムの工夫点及び計算概要を記載した� 本計算で���法が多数桁級数計算及
び基底変換へ適用性が高いことを示した．


	



第�章 高速剰余変換による多数桁乗算


�� はじめに
多数桁乗算の計算法は筆算による方法，中国剰余定理，3����!$4�法，高速フーリエ

変換 �����及びこれらを組み合わせた方法が知られている．計算桁数が多い場合はこ
れらの中で ���が最も計算量が少ない．しかし，���を使用した多数桁乗算は ���

計算で多くのメモリを使用し，分割して使用すると演算量が増加する．このため，大
きい桁数の乗算には桁数を適当に分割し，分割した部分から元の桁数の乗算に復元す
るのに3����!$4�法 1�	2を使用することが多かった．そこで，多数桁乗算で���の高
速性を生かしながらメモリの使用量を減少させる方法を検討した．その結果，���に
剰余理論を取り込んだ高速剰余変換 ���!� �
,$�
 ����!-
�%���
�& ����1
& �2が有効
なことが判明した．���は複素数の他に整数でも利用できる．複素数の上で定義する
と ���と ���は同じ計算式となる．���は剰余理論に基づいて作成されているた
め，多数桁乗算，即ち畳込み演算に利用すれば中間結果の定義が明白で���より見通
しが良い．この利点から多数桁乗算への���の応用として整数���1
�2，巡回乗算，
�段階���，複素���の直接利用及び分割乗算が導出できた．複素���の直接利用
による多数桁乗算では，通常の乗算の他に半分の要素数で負巡回乗算もできる．���

でも正巡回乗算と負巡回乗算 1��2は知られているが，整数���による巡回乗算は�


の巡回だけでなく自然数 �に対して��で巡回する乗算が可能と判明した．また，実
用的な巡回 ���の係数も求めることができた．さらに，多数桁乗算の入力値を�個
に分割し，互いに異なる�個の自然数�を用いて，��で巡回する ��個の分割した乗
算から元の多数桁乗算が復元できることも分かった．多数桁乗算に �段階���を使用
すると，�バイト整数に �進 �	桁 1
�2を詰めて１兆桁の計算も可能である．更に，��

個の分割乗算を組み合わせると使用メモリ量を大きく削減できる．���と ���は導
出方法は異なるが，多数桁乗算への適用では同じ計算式となるため���に整数上での
計算を含めると，�章の ���の適用方法はそのまま ���にも適用できる．但し，巡
回する多数桁乗算の計算では，���が上位要素を巡回させるのに対し，���は下位
要素を巡回させることに注意を要す．
以下，���節に高速剰余変換 �����の方法，���節に ���による畳込み演算の方法，
即ち多数桁乗算の方法，���節に多数桁乗算への ���の適用方法を示す．








�
 高速剰余変換 �����

�個の素数��� ��� � � � � ��を使用して各剰余から元の値を復元するのが中国剰余定理
である．���では剰余 �%
,�を整数だけでなく記号にも拡張し，記号�と数 
� �に
対して 	 �%
, � � 
��を多項式 	 中の記号 �を 
�に置き換えることで定義する．
更に，
を ���の基本原理である 
の原始 �乗根とし，素数の代わりに� � 
�を利
用する．順変換は多項式の剰余を求めることで，逆変換は剰余から元の多項式の係数
を求めることで定義する．

����� 基本���変換

�� 
次の�の多項式 	 に対して� � 
�� � " 	� 
� � � � � �� 
の剰余に関する変換で
ある．

順変換

多項式 	 � �����
��� ) � � � ) ��� ) ��に対して 	� � 	 �%
, � � 
�� を求める．

各 	�は 	 中の�に 
�を代入して式 ���
�が得られる．
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逆変換

式 ���
�の 	�から元の多項式 	 の係数 ��を求める．この計算には下記の 
が原始 �

乗根の条件を利用する．
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従って，係数 ��を求める逆変換は次式のように計算できる．
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����� 拡張���変換

�の �� 
次の多項式 	 と整数�� ��� " ����及び有理数 �に対して，
を原始 �乗
根とするとき，� � 
次の多項式 	 �	
�� � 	 �%
, �� � 
	��を定義する．拡張 ���

変換はこの �� 
次の多項式 	 �	
��に対する� � 
�
	� � " 	� 
� � � � � �� 
の剰余変換で
ある．

順変換

多項式 	 �	
�� � 	 �%
, �� � 
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� は 	 �	
��中の�に数
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ただし，����� " �� ) ��
�
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�����	�である．

逆変換

	
�	
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� から � � 
次の多項式 	 �	
��の係数 �

���
� を求める．式 ����� 及び式 �����から次

式が得られる．
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従って，係数 �
���
� を求める逆変換は次式のように計算できる．
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�� ���による畳込み演算
多数桁乗算は適当な桁数で分割し，それぞれ分割した値を多項式の係数とする畳込

み演算に帰着できる．多数桁乗算では畳込み演算結果に分割した桁数単位に桁上げす
る処理を追加すればよい．このため，多数桁乗算と畳込み演算は同じものとして記述
する．　

����� 畳込み演算への���の適用

次式の 	� �で示す�の �� 
次多項式の係数の畳込み演算で作成される�の ��� 


次の多項式を �とする．

	 � �����
��� ) � � �) ��� ) ��

� � �����
��� ) � � �) ��� ) ��

� � 	 � � � ������
���� ) � � �) ��� ) �� �����

このとき，�の係数 ��は 	� �の係数 ��� ����で次式のように表わされる．

�� "
�����
�����

�	�
���
���
��

�������

� " 	� 
� � � � � ��� 
 ��� �

適用方法

原始 ��乗根 
を用いて次式のように計算する．
ここで，� " 	� 
� � � � � ��� 
，� " 	� 
� � � � � ��� 
である．
�
� ���順変換で 	�� ��を計算する．

	� � 	 �%
, � � 
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�



" ����
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�� � � �%
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� ) �� ���
	�

��� 各 �毎に 	�と ��の乗算を次式で計算する．

�� " 	� � �� ���

�

��� ���逆変換で ��から多項式 �の係数 ��を求める．

�� " ������

�������� ) � � �) ��


�� ) ������

���
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畳込み演算になることの証明

式 ���

�に式 ���
	�及び式 ��� �を代入し式 �����の �を ��に置換えた 
が原始 ��

乗根の条件から次式が成立する．
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この式から式 ���
��が導かれる．

����� 拡張���変換と畳込み演算の関係式

式 �����の �� 
次の多項式 	� �を�の ��� 
次ではなく整数�� ��� " ���� 及び
有理数 �に対して，
を原始 �乗根として �� 
次に畳込むことを考える．
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適用方法

原始 �乗根 
を用いて次式のように計算する．
ここで，� " 	� 
� � � � � �� 
，� " 	� 
� � � � � �� 
である．

�
� �� 
次の多項式 	 �	
��� ��	
��に変更する．
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�����	�� � " 	� 
� � � � � �� 
である．

��� 拡張 ���順変換で 	
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� � �

�	
��
� を計算する．
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� の乗算を次式で計算する．
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��� 拡張 ���逆変換で �
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� から多項式 ��	
��の係数 �
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� を求める．
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畳込み演算との関係式

式 ���
��の ��と式 ���
��の �
�	
��
� の関係は，式 �����と式 ���
��の定義から次式のよ

うになる．
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畳込み演算になることの証明


が 
の原始 �乗根の条件及び式 ���
��，式 ���
��，式 ���
��を式 ���
��に代入して次
式が成立する．式 ����	�で式 �����の右辺が �になるのは，�) ��� " 	及び �) ��� " �

の �つの場合がある．
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従って，式 ����	�は式 ���
 �に等しくなる．
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表 ��
9 � が ���の近くの原始 �乗根となる整数 �� 
� � の例

� " � " ��� � " � " � � ��� � " � " �� � ���
項番 
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�� 多数桁乗算への���の適用方法

����� 整数���

整数���の一つは 
 " �� � " 
��� ) 
とすると，
が法 � のもとで 
の原始 �乗
根となるのを利用する方法である．
は �以上の任意の整数でも可能である．この方
法の問題点は要素数 �が大きくなると，� が指数的に大きくなることである．この問
題点を解消するには，適当な大きさの素数 � 上で 
の原始 �乗根となる
を利用すれ
ば良い．計算機で利用しやすい原始 �乗根となる �� 
� � の例を表 ��
及び表 ���に示
す．表 ��
は倍精度浮動小数点を使用して，� 以下の任意の整数の乗算とその � によ
る剰余が正確に計算できるため，簡単にプログラムが作成できる利点がある．しかし，
要素数 �を大きくできない欠点がある．表 ���は倍精度浮動小数点で，� 以下の任意
の整数の乗算とその剰余はできないがその部分だけ工夫すれば，倍精度浮動小数点で
���の計算が可能である．また，表 ��
に比べて要素数 �も大きく取れる．更に，表
��
 は約 �倍，表 ���は約 
�倍大きな � を選んでも �:::の倍精度浮動小数点を使用
して計算可能であるが，���のプログラム作成では多少 � を超える値の乗算が可能
なようにしておく方がプログラム作成が容易になる．このため表 ��
と表 ���の値を選
んだ．これらの表の 
��� 
��� � � �倍の �に適用するには，� はそのままで 
を法 � の
もとで 
�� 
�� � � �に置換えればよい．表 ��
，表 ���の複数個の � による ���の畳込
み演算結果は，各 � が素数のため中国剰余定理で結果を重ね合せ，各要素の桁数を拡
大することができる．
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表 ���9 � が ���の近くの原始 �乗根となる整数 �� 
� � の例

� " � " ��� � " � " � � ��� � " � " �� � ���
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����� 正巡回と負巡回乗算

拡張 ���変換による畳込み演算を使用する．式 ���
 �において � " ��� " 
で
� " 	 のとき正巡回 ���，� " 
��のとき負巡回 ���と呼び，それぞれに対応する
乗算を正巡回乗算及び負巡回乗算と呼ぶ．正巡回���と負巡回���を求める目的は
多数桁乗算が �分割でき ���での使用メモリ量を半減することである．更に，� &�

を整数とするとき，任意の整数乗算結果の��� 
や�� )
における剰余が直接計算
できるため，この形の合成数の素因数分解の計算にも利用できる．また，負巡回���

は �段階 ��� の下位 ���として必要な計算手段である．式 ���
 �に � " ��� " 


での �に 	及び 
��を代入すると 
� " 
，
��� " �
で次式のようになる．
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�

正巡回乗算の係数 �
��
��
� と負巡回乗算の係数 �

����
��
� から次式のように元の乗算の ���


次の係数 ��が計算できる．
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元の乗算の下位要素の係数
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元の乗算の上位要素の係数�

� " 	� 
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 ������


 



����� �段階���による多数桁乗算

���を利用した多数桁乗算の問題点は ���利用時に大量のメモリを使用すること
である．これを解消する方法として �段階���が有効である．�段階���による乗
算とは，１要素に多数桁をもつ� 要素の乗算を � " 
��� ) 
を法とする整数 ���

でおこない，そこで発生する式 ���
��に対応する各要素ごとの乗算にも ���を使用
する方法である．� を法とする整数���を上位���，各要素ごとの乗算に使用する
���を下位 ���と呼ぶ．
として �のべき乗を使用すれば，上位 ���は加減算と
シフト演算だけとなる特長がある．ここで重要なのは下位 ���の乗算結果がそのま
ま法 � の剰余となることである．乗算結果が法 � の剰余となるためには，下位 ���

に式 ������を満たす負巡回 ���を利用すればよい．ここで下位 ���の要素数を �，
１要素に入れる�進数を �桁とし，上位���の要素数を�，原始�乗根を
 " ��と
する．

� �� " �� � � ������

計算方法

�段階���による多数桁乗算の基底は �進数である必要はなく，
	進数でも他の基
底でも可能であるが，説明を簡単にするため �進数を仮定して説明する．基底を変更
するときは，
 の値を基底数のべき乗にする必要がある．

�
� 記号の定義
ここで使用する記号を下記のように定義する．
� 9 上位 ���の要素数， � 9 下位 ���の要素数
 � �  

��
� 9 上位正巡回 ���の順変換及び逆変換

 � �  
��
� 9 上位負巡回���の順変換及び逆変換

	� � 	
��
� 9 下位負巡回���の順変換及び逆変換

� 9 通常の乗算 �畳み込み演算による全要素乗算�

� 9 項別乗算 �対応する要素の乗算�

��� 上位 ���の計算
上位 ���の要素数を� としたとき，上位 ���の 
要素に �進�� 桁を記憶できる
ようにする．このとき，上位���は 
 " ���で � " 
��� ) 
として構成する．共に
� 個の要素をもつ�と
の多数桁の乗算を下記の様に表す．乗算結果は �� 個の要素
になる．
� �
 " ������� ������ � � � � �� � � � � � ��� ���

�と 
 の多数桁の乗算を �� 個の要素の ���ではなく，� 個の要素の正巡回 ���

と，負巡回���による乗算を利用して下記の様に計算する．

�	



正巡回乗算 9

 ��
� � � ����  � �
�� " �!���� !���� � � � � !�� !��

負巡回乗算9

 ��
� � �����  ��
�� " ������ ����� � � � � ��� ���

�と
の多数桁乗算の �� 個の要素 ��
� � ��は下記で計算できる．
��
� " �!� � �����

�� " �!� ) ������ � " 	� 
� � � � � � � 


正巡回乗算と負巡回乗算で現れる要素単位の項別乗算 ���は下位 ���を利用してお
こなう．

��� 下位 ���の計算
上位���の要素単位に実施される項別乗算に下位���は利用される．そのため，下
位���を利用する多数桁の乗算は法� の上で実行される必要がある．� " 
���)
 "

��� ) 
のため，下位 ���の要素数を �，下位 ���の 
要素に詰める �進桁数を �

とすると下記関係が必要となる．
� �� " � � �

この条件を満たせば，下位���に実数���を使用するか，整数���を使用するか
は自由である．要素数 �でこの条件のもとに，多数桁乗算結果が法� を満たすために
は，負巡回 ���を下位乗算に使用すればよい．即ち，�進 �桁を 
要素とする �と �

の ��桁同士の乗算は下記の様に�要素の負巡回���を使用することにより，法� の
もとで ��桁で求まる．

� � � �%
, � � " 	��� �	����� 	�����　　　　　

使用メモリ量の比較

具体的なメモリ使用量の比較例として，入力�&+は 	��兆桁で出力(が 
兆桁 �
	進
換算�となる �種類の多数桁乗算を大規模並列計算機で計算するとして比較する．�+

はテラバイトの略である．
�
� �段階 ���による 
兆桁乗算

上位 ���は正巡回 ���と負巡回 ���を重ね合わせる．
上位 ���は整数 �バイトに �進 �	桁を詰めて計算できる．
　 ������及び計算結果　： 	���+

　 ����+�　　　　　　　： 	���+

　正巡回結果の保存　　　　： 	����+

　下位 ���及び通信ワーク： 	�	��+

　合計　　　　　　　　　　： 
���+

�




��� 実 ���による 
兆桁乗算
乗算入力の各要素の値は絶対値が最小になるように正，負の符号付で表示する．正，負
の値で平均化されるため結果 (の各要素で保持する桁数は理論限界より長くできる．
それでも，実数 �バイトに �進  桁詰めが限度である．正巡回 ���と負巡回 ���の
重ね合わせはしない．
　 ������及び計算結果　： ��	�+ ��進  桁�

　 ����+�　　　　　　　： ��	�+

　 ���ワーク　　　　　 ： ��	�+（並列化�

　合計　　　　　　　　　：  �	�+

��� 実 ���と3����!$4�法による 
兆桁乗算
3����!$4�法の適用回数が増加するとメモリ量は減るが演算量は増加する．
回3����;

!$4�法を使用すると，���領域は半減し，3����!$4�法のワークは増加する．
　　　　　　 ���　 ワーク　 合計　　　演算量比
　 	回適用：  �	�+ ) 	�	�+ "  �	�+　 
�	 倍
　 
回適用： ����+ ) 
�	�+ " ����+　 
�� 倍
　 �回適用： ����+ ) 
���+ " ����+　 ��� 倍
　 �回適用： 
���+ ) 
���+ " �� �+　 ��� 倍
　 �回適用： 	���+ ) 
���+ " ����+　 ��
 倍

����� 複素���の直接使用による多数桁乗算

複素 ���による多数桁乗算では，複素共役性を利用して実 ���に変換する必要が
ある．これに対し拡張���変換を利用すると複素���で直接多数桁乗算が可能とな
る．複素���で直接多数桁乗算が可能なことの利点は，実���を経由しないためプ
ログラムが簡単になることである．特に，並列計算機において複素 ����又は ����

の計算結果を実 ����又は ����に変換するのは，先頭と中間の要素を特別処理する
ことで，対応する要素位置が 
づれるため結構面倒な工夫をする必要がある．それに
対して，複素��� による直接多数桁計算では，要素位置は正確に要素数の半分か 
��

づれるだけのため並列処理も簡単になる．
式 ���
 �に 
を複素数として � " ��� " 
と � " 
��を適用すると，
��� " �から次
式のようになる．ここで �は虚数単位である，

�
����
��
� " �� ) � � ��
��

� " 	� 
� � � � � �� 
 ������

式 ������は，入力値の虚部をゼロにした複素���による乗算結果 �����
��の実部が元
の多数桁乗算の下位要素 ����に対応し，虚部が上位要素 ���
��に対応することを示し

��



ている，
更に，�� 
の代りに ���� 
次で畳込むことを考える．式 ���
 �に � " ���� � " �と
� " 
��を代入すると，
��� " 
��� " �から次式のようになる．
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�要素の整数入力値に �%
, ���� � ��を施すと，入力の上位 ���要素を虚部に下位
���要素を実部にした���要素の複素数となる．式 ������は，この���要素の複素���

の乗算結果 �����
����� の実部が元の �要素の負巡回乗算の下位要素 ��� � ��
��に，虚部
が上位要素 ���
���� ��
�����に対応していることを示している．従って，複素���で
負巡回乗算が可能となる．

����	 �自然数での巡回乗算

�を任意の自然数とするとき，整数���では��で巡回する多数桁乗算の計算が可
能である．� " 
のときは正及び負巡回乗算になる．これは，� " ��� " 
及び �を有
理数として，法 � 上での原始 �乗根 
を使用する整数���で式 ���
 �が成立するた
めである．��で巡回する乗算の第１の目的は多数桁の分割乗算に利用する事である．
それ以外に，���を整数とするとき，任意の整数乗算結果の�� � �や�� ) � にお
ける剰余が直接計算できるため，合成数の因数分解の計算にも利用できる．��で巡
回する乗算ができるためには，要素数 �に対して法 � と � � 
�	 �%
, � �となる自
然数の組�� 
� 
	及び有理数 �あればよい．この例として，� " ���で �から 
	までの
各 �に対応する値を表 ���に示す．表 ���の �が ��
� ���� � � �に適用するには �� �� �は
そのままで
� 
	の値をそれぞれ �乗&�乗&� � �すればよい．表 ��� の記号を使用すると，
整数���での巡回乗算は
��� " �
のため次式のようになる．ここで，��� �

�	
��
� は式

��� �及び式 ���
��で定義したものである．
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表 ���9 � " ���で��で巡回する乗算となる整数���の係数の例
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����
 巡回乗算による多数桁の分割乗算

多数桁の分割乗算の目的は計算メモリ量の削減である．更に重要な用途と思われる
のは，��!6等の外部記憶装置を利用してメモリの何十倍もの桁数の乗算が実用的な時
間で可能になる事である．分割乗算を利用すると演算量を増加させないで，��!6への
入出力回数を大幅に削減した超多数桁の乗算が可能になる．
式 ������で正巡回乗算と負巡回乗算から元の乗算の係数 ��が計算できることを示した．
これを更に進めて，��個の異なる巡回乗算から元の乗算の係数 ��が計算できる．
式 ���
 �で � " ���及び � " ����を代入すると次式が得られる．但し，
は原始

�乗根で 
�は原始 �乗根を示し，
� " 
��� である．
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� " �� ) ��
���
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� � � � � ��� 
 ������

この式から逆に ��分割したときの元の ��� 
次の係数は次式のようになる．

��
���� "
�����
�	�

�
�����
����
� 
�������� ����

� " 	� 
� � � � � ���� 
�

� " 	� 
� � � � � ��� 
 ������

��



具体的例として� " �で �個に分割して計算する例を次式に示す．ここで，
�は原
始 � 乗根で，
����� " �
である．

�� " ��
��
����
� ) �

����
����
� ) �

����
����
�

)�
����
����
� ���

��
��� " ��
��
����
� ) �

����
����
� 
����� � �

����
����
�

������
����� 
����� ���

��
� " ��
��
����
� � �

����
����
� ) �

����
����
�

������
����� ���

��
���� " ��
��
����
� � �

����
����
� 
����� � �

����
����
�

)�����
����� 
����� ����

� " 	� 
� � � � � ���� 
 ���� �

これは，元の ��個の要素の多数桁乗算結果が �分割されて，それぞれ ���個の要素の
乗算として求められることを示している．


�� まとめ
高速剰余変換 �����を利用し，多数桁乗算において ���と同じ演算量でメモリ使

用量を削減する方法を考案した．整数 ���と正負の巡回乗算は既に ���の応用とし
て知られているが，負巡回の性質を利用した �段階 ���，複素 ���の直接利用に
よる多数桁乗算，自然数 �に対して��巡回乗算及びそれを使用した分割乗算の提案
は他に見当たらない．また倍精度浮動小数点で表示できる法 � のもとで ��で巡回
する ���の係数を具体的に提示できた．�段階 ���及び ���による分割乗算によ
り，多数桁乗算のメモリ使用量が ���に比較して大幅に削減でき，当初の目的が達
成できた．���は複素数で定義すると ���と同じ計算式となる．一方，剰余理論を
ベースにしている ���は多数桁乗算の中間結果の定義が明白であり，���より見通
しがよい点が特長である．本論文の多数桁乗算への適用例を示す，������'と(の
プログラムを0��<9��===�,.<��.,$�=�!.,�����7<�%��0�$!0��
��.!.���0�-%��<<�5�0�%

に掲載する．今後の課題として，�段階���と分割乗算を組み合わせてメモリ容量を
大幅に超えた桁数の乗算を，外部記憶装置を使用して計算するパッケージの作成と性
能評価がある．

��



第�章 分割有理数化法による級数の多
数桁計算

��� はじめに
三角関数，指数関数，対数関数および逆三角関数等の数学関数は��5�
�展開で無限

級数に展開できる．このような無限級数に展開できる関数を多数桁の精度で計算する
ためには，適当な項数で打ち切り各項ごとに多数桁計算を行いそれらの和を用いる方
法が知られている．
この方法の場合，�桁の乗算の計算量を����とするとき，入力値の精度が��
�桁

の有理数の場合には �桁精度の関数値計算に �����の計算量が，また入力値が �桁
精度の場合には������ � ��の計算量が必要である．これに対し，�桁精度の関数値
計算に分割統治法を適用することで，入力値が ��
�桁の有理数の場合には計算量を
������ � ��
�� ����以下に，また入力値が �桁精度で，初等関数のように加法定理が
適用できる場合には，計算量を������ � ��
�� ����以下に削減する方式を提案する．
本論文で提案する方式を分割有理数化法（��#�,. ��, ����
����/. �.�0
,，以下

���法）と名づける．本���法は二つの方法から構成される．第一の方法では入力
値の精度が桁数��
�の有理数の場合に �桁の乗算の演算量を����とするとき，トー
ナメント有理数化処理 1�& �&  2で級数に展開される関数の �桁精度関数値計算の計算
量を������ � ��
�� ����以下に削減する．
第二の方法では加法定理が適用できる関数の多数桁計算において，�桁精度の入力

値を上位桁から分母の桁数が �� ��� ��� � � � � �����桁ずつの有理数に分割する．各分割
した値に対する関数値計算の計算量を " ���とするとき，�桁精度の関数値の計算を
��" ��� � �
�� ��の計算量 1�& �2で実現する．この二つの方法を結合して，多数桁精度
の入力で多数桁の関数値計算の計算量を削減するのが���法である．
また，本���法は連分数で表現される関数値の多数桁精度の計算及び �進 
	進変

換に代表される多数桁の基底変換 1�2にも適用可能である．
本���法は多数桁精度を必要とする関数値計算に適用でき，各種関数を含めた多

数桁計算システムの構築に有用である．また+�.��1��2のアルゴリズムより単純で分か
り易い上に，適用範囲も広く自然な並列化が可能な点が特長である．

��



以下 ���節で級数に展開される関数値の �桁精度の計算で，入力値の精度が��
�桁
精度（計算機の倍精度で表示できる 
	進 
	数桁以内）の有理数の場合の計算方法につ
いて述べる．���節で入力値が��
�桁精度の有理数の場合に，級数に展開される関数
を多数桁精度（�桁）でトーナメント有理数化処理を適用して計算するときの計算量
を評価し，���節で級数で表現され加法定理が適用できる関数の入力値が�桁 �� � ��

で，結果の関数値が �桁精度の場合の計算について述べる．���節で提案した���法
の並列化と計算桁数を増加させた場合における結果の再利用性について，���節で計算
桁数 �と項数 ���� の関係を，���節で �桁計算の計算量を，���節で連分数の有理数化
処理を，�� 節で基底変換を，�� 節で !��及び �
�関数への適用結果を，��

節で関連
研究について述べる．��
�節はまとめである．

��
 トーナメント有理数化処理
まず一般的に級数で表現される関数の計算方法を説明し，次いで各関数の具体的計

算における係数を示す．

����� 級数関数の有理数化処理

#と $は 	 % 	$	 % 	#	なる整数で，関数 	
�
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#
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が無限級数
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に展開されるとする．ここで，��
�，��
�，��
�，!�
�は整数とする．また，�は整数で，�

は自然数とする．関数 	
�
$

#

�
の値を小数点以下
進�桁の精度で求めるには，最終項

の絶対値とそれ以下の剰余項の和の最大値の比である
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となる項数 �まで理論的には計算すればよい．さらに，実際の計算では計算誤差を取
り除くためガード桁を考慮する必要がある．
�項からなる関数 	

�
$

#

�
を �項ずつまとめて表示すると下記のようになる．
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ここで � ) 
項以降は適当に 	と仮定する．
これを，以下のようにトーナメント方式を適用し �項ずつ通分処理で有理数にする．

&段目の有理数化処理は下記のようになる．
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ここで，& " 
� �� � � � � ��
�����
であり'� " �����
である．また��
� � ����
������
��
�，
!�
� � !���
��!���
��
�であり ��
�� ��
�は上式に従って定義する．

����� 具体例

三角関数や指数関数などの初等関数と誤差関数などの特殊関数及び円周率計算公式
を例に具体的係数を表 ��
に示す．
ここで関数 	

�
$

#

�
は式 ���
� の級数で，例えば ���!��

�
$

#

�
は次のように表される．
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��� 入力値の精度が����桁である関数値計算の計算量
まず使用記号を下記に定義する．関数値計算に必要な級数の項数は �のべき乗とは

ならないが，計算量の算出のため �のべき乗としても一般性を失わない．

� 9 計算結果の関数値の桁数（
進 �桁）
���� 9 関数計算に必要な級数の項数 ����� " ������

&��� 9 トーナメント有理数化処理の段数 �&��� " �
�� �����

���� 9 �桁の乗算の計算量
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表 ��
9 各関数におけるトーナメント有理数化処理の具体的係数

項番 関数記号 � � ��
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注）) " ��	
�	，* " 
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�	 ，+ " ���
�	
��であり，� " 	� 
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	� 
� � � � � �で �� 
や �� 
のように 	以下の値となるときは 
とする．項番

	の �の計算式は文献 1��2に示されている．

� 



ここで，����，&���は �の関数で ����と �の関係は次のようになる（���節参照）．

��� 級数の係数が指数的に減少する場合

������ � �
�� ����� " ���� �����

�4� 級数の係数が逆数的に減少する場合（係数が減少しない場合を含む）

������� " ���� �����

一方，有理数化処理の最終段の分子と分母の桁数は，入力値の精度が��
�桁のため
���
�������@��，すなわち������ � �
�� �����となる．また有理数化処理では �項ずつ
有理数を通分処理するため，一段前の処理では分子と分母の桁数は半減し項数は �倍
となる．これから，級数に展開される関数の �桁精度の関数値計算の計算量 " ��� は
次のようになる．
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あることを考えると
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が成立する．なお，この関係式は筆算による���� " �����の場合や，3����!$4�法
に基づく���� " ������� ��の場合においても成立することに注意しておく．

�がある値より大きいとき
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 が成立するため，次式が成立する．
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したがって，桁数 �がある値（数百桁）以上の多数桁の関数値計算では，級数に展
開される関数の �桁精度の関数値計算の計算量 " ���は次のようになる．
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式 �����と式 �����における ����，�の関係を式 �����，�����に適用して計算量 " ���

を評価すると次のようになる．

��� 級数の係数が指数的に減少する場合：������ � �
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" ��� � ��������� � �
�� ���� � �
�� �����
��������� � �
�� ���� � �
�� ����� � �������� � �
�� ����� � �
�� �����
�������� � �
�� ����� � �
�� ����� " ������ � �
�� �����

�
�� ���� , 
のため，式 �����から������� � ����となる．したがって，次式
が成立する．

������ � �
�� ����� � ������ � �
�� ��
" ��� � ������ � �
�� ��

�4� 級数の係数が逆数的に減少する場合：������� " ���� （係数が減少しない場合
を含む）

" ��� � ��������� � �
�� ���� � �
�� �����
��������� � �
�� ���� � �
�� ����� " ������ � �
�� � � �
�� ��

������ � �
�� � � �
�� �� " ������ � ��
�� ����

よって " ��� � ������ � ��
�� ����．

�




すなわち，級数に展開される関数の �桁精度の関数値計算の計算量 " ��� は，入力
値が��
�桁精度の有理数の場合には������ � ��
�� ���� 以下になる．

��� 入力値が多数桁精度 ��桁�の場合の計算方法
級数で表現され加法定理が適用できる関数を考えよう．この場合には，入力値が基

本区間外（例えば �#&���では 	�	 
 
）でも，適当な区間還元方式で区間内の実数の
関数計算に帰着できるため，ここでは入力値は級数が収束する区間内の値とする．
まず�桁精度の入力値�が加法定理を使用して &個（���
����個）に分割できる

例として，関数 .><���と関数 !�����の計算を示す．表 ���に示す記号を使用すると
.><���および !�����は次のように表される．

.><��� " .><
�
#�

�

)
#�

��

)
#�

��

)
#�

��

) � � �) #�

�����

�
" .><��� ) �� ) �� ) �� ) � � �) ���

" .><���� � .><���� � .><���� � .><���� � � � .><����

!����� " !��
�
#�

�

)
#�

��

)
#�

��

)
#�

��

) � � �) #�

�����

�
" !����� ) �� ) �� ) �� ) � � �) ���

" !������ � �
!��� ) �� ) � � �) ��� ) �
!���� � !����� ) �� ) � � �) ���

" !������ � ��
!���� � �
!��� ) � � �) ���� !������ � !����� ) � � �) ����

) �
!���� � �!������ � �
!��� ) � � �) ��� ) �
!���� � !����� ) � � �) ����

!����� ) � � �) ��� " !������ � �
!��� ) � � �) ��� ) �
!���� � !����� ) � � �) ���

�
!��� ) � � �) ��� " �
!���� � �
!��� ) � � �) ���� !������ � !����� ) � � �) ���

!����� ) � � �) ��� " !������ � �
!��� ) � � �) ��� ) �
!���� � !����� ) � � �) ���

�
!��� ) � � �) ��� " �
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!���� ) �
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�
!����� ) ��� " �
!������ � �
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次に，�桁精度の入力値�を加法定理を使用して &個（���
����個）の有理数に
分割できず，�個（���
�� ��個）に分割する例として関数 �
��
 )��を示す．
表 ���に示す記号を使用すると �
��
 )��は次のように表される．

�
��
 )�� " �
�
��


 )
#�

�

�
�
�

 )

#�

��

�
�
�

 )

#�

��

�
� � �
�

 )

#	

�����

��
" �
� ��
 ) ��� � �
 ) ��� � �
 ) ��� � � � �
 ) �	��

" �
��
 ) ��� ) �
��
 ) ��� ) �
��
 ) ��� ) � � �) �
��
 ) �	�

一般的に，�桁の実数 � を上位桁から分母の桁数が �� ��� ��� � � � � �����桁 �� �
������の &個の有理数，または �� ��� ��� � � � � �	���桁 �� � �	����の �個の有理数に
分ける．指数関数や三角関数では単純に実数�を上位桁から分割できるため，&個す
なわち���
����個の有理数に分割できる．一方，対数関数や逆三角関数では，除算
やさらに複雑な演算で実数�を �� ��� ��� � � �桁の有理数に上位桁から順次割り戻すた
め，入力値�が�桁でも，関数値の精度と同等な �桁の精度が必要となり，�個すな
わち���
�� ��個の有理数に分割する必要がある．
このとき，上位桁から分割に対応する値（有理数）を表 ���表す．ここでの計算は


進法とする．

表 ���9 入力値�の上位桁からの有理数による分割

小数点以下桁数 分母の桁数 値（有理数）


 � � � �� � #�

�

� ) 
 � �� �� �� � #�

��

�� ) 
 � �� �� �� � #�

��

���
���

���

����� ) 
 � ����� ����� �� � #�

�����

ここで，- " &または - " � であり，!�����では� "
��

�	�

�� で �
��
 ) ��では


 )� "
		

�	�

�
 ) ��� となるように各 ��，すなわち各 #�を定める．

一方，���節より上位桁から
進 �桁と，��� 桁それぞれに分割した場合の各々の
関数値の �桁精度計算の計算量をそれぞれ "����，"����とするとき "���� 
 "����で
ある．

��



すなわち，分割した各入力値における関数値の �桁精度計算の計算量 "����は入力
値が��
�桁の有理数の �桁精度の関数値の計算量と同等かそれ以下となる．
したがって，加法定理が適用でき入力値が�桁精度の関数の �桁精度の関数値の計

算量は，入力値が��
�桁の有理数の �桁精度の関数値の計算量の �
���または �
�� �

倍かそれ以下となることが分かる．
また入力値が��
�桁の有理数で，����の項数の計算が必要な級数関数で表現され

る �桁精度関数値の計算量 " ���は，������ � ��
�� ����以下となることを ���節で説
明した．
このように加法定理が適用でき，かつ級数で表現される関数は入力値が �桁精度で，

�桁精度の関数値を計算する計算量は������ � ��
�� ���� 以下となる．

��� 並列化と結果の再利用
本���法は入力値�を上位桁から複数個の有理数に分割し，加法定理で各分割に

対応する関数値から最終的に求める関数値を計算する部分と，トーナメント有理数化
処理で各分割ごとの入力値に対応する関数値を計算する部分から構成される．
���節で説明したトーナメント有理数化処理では，各段でのトーナメント有理数化の

計算は完全に独立であり並列化できる．さらに，加法定理を使用して入力値を分割し
た各関数は互いに独立であり&分割関数ごとに並列計算可能である．
計算結果の再利用性に関しては，トーナメント有理数化処理は有理数で表現してい

るため，最終段の除算による実数化を除き，正確な値で表現されている．そのため，計
算桁数を増加する場合は，増加する前に計算した項数分の級数の和として作成した有
理数はそのまま使用でき，追加する桁数に対応する部分以降の項の級数の有理数化処
理を追加実行すればよい．
また，入力値�の桁数 �が増加した場合も，上位桁から複数個の有理数に分割して

各分割ごとに関数値を計算しているため，それまでにトーナメント有理数化処理で計
算した有理数は有効に再利用可能である．

��� 計算桁数�と級数の項数 ����の関係
級数に展開される関数の関数値を
進�桁精度で計算するときに必要な項数 ����と

�の関係式を示す．

��� 級数の係数が指数的に減少する場合

これは指数関数，三角関数等の場合である．

��



入力値を�とすると，計算項数 ����と計算桁数 �の関係式は次のようになる．

�
�
�����@� ���	���

�
" ��
��

�が大きい場合，����@は ?�������の公式により
�
�� � ����	���
 �

� � ��	��� と近似さ
れる．したがって ����と �の関係は次のようになる．

�
��

�� � ����	���
 �

� � ��	��� ���	���
�
" �

�
����	��� � �� ����	���

�
" ��
��

これから次式となる．

� ����� � ��
�� ����� �
���� ����� " ����

�と �は定数であるため，下記が成立する．

� ����� � �
�� ����� " ����

�4� 級数の係数が逆数的に減少する場合

これは対数関数，逆三角関数等の場合である．ここでは係数が減少しない最悪の
ケースも同じであり，評価は最悪のケースで行う．

入力値を�（対数関数の場合は 
 )�）とすると，計算項数 ����と計算桁数 �

の関係式は次のようになる．

�
�
��	���

�
" ��
��

これから次式となる．
� ������ � �
���� " ����

�は 
より小さい定数なので次式が成立する．

� ������ " ����

��� 級数関数�

�
� �

����



� の�桁精度計算の計算量

加法定理を使用するため，上位桁から
進 �桁と，���桁のそれぞれに分割した場
合の各々の �桁精度計算の計算量を比較する．

級数関数 	
�





�

�
の計算項数を �，計算量を "����とし，	

�




���

�
の計算項数を .，

計算量を "����とする．

��



評価を単純化するため係数が指数的に減少する場合として 	��� "
��
�	�

� �

�@
を，係数

が減少しない場合として 	��� "
��
�	�

� �を考える．

��� 級数の係数が指数的に減少する場合

入力値の 
項当りの桁数は 	
�





�

�
の計算で �) �
�� �となり，	

�




���

�
の計

算では ��� ) �
�� .となるため次式が得られる．
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�
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�

関数値計算の入力値が �桁と ���桁の各々の計算項数 �と . 及び計算桁数 �と
の関係は下記のようになる．

� ���@� � �
��	� " �
�
�.@� � �
�����

�
" � �
��

これに �@，.@に ?�������の近似公式を適用すると次式が得られる．

���� �
��	� " ���. �
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�

したがって，"���� 
 "����となる．

��



�4� 級数の係数が逆数的に減少する場合（係数が減少しない場合を含む）

関数値計算のの入力値が�桁と ���桁の各々の計算項数 �と .及び計算桁数 �と
の関係は下記のようになる．

� ��
��	� " �
�
�
�����

�
" � �
��

この式より���� " ����.�となる．

一方，"����と "����は次のようになる．
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したがって，� , .を考慮すると "���� 
 "����となる．

��� 連分数の有理数化処理
関数値 	 が �項までの連分数
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に展開されるとする．これを以下のように，トーナメント方式を適用して �項ずつ通
分処理で有理数にする．
段目の有理数化処理は下記のようになる．
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ここで � " 
� �� � � � � ����
，��
�	���
� " 	，��
�	���
� " 
 で &が奇数なら ��
�
�，��
�
�
は共に 	と仮定する．
また，&段目の有理数化処理は �回漸化式を使用して下記のようになる．

����

����
�

���������

���������
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���� � ���������������� � ����������������� ���� � ���������������� � ����������������

���� � ���������������� ������������������ ���� � ���������������� �����������������

ここで，& " �� �� � � � � ��
�� �
，� " 
� �� � � � � �����

トーナメント有理数化の &段では "�
�，/�
�，0�
��1�
� と ��
�	����，��
�	����を計算す

る．最終段の
������ 	�
�
������ 	�
�

で結果の有理数が求まる．

��� 多数桁の基底変換
多数桁の基底変換は，���法を適用して各段で変換桁数を倍増させることを繰り

返して実行できる．&進数から �進数に基底変換するには，与えられた自然数�を

� "
����
�	�

��
�&
�� � " ��
���
� 	 � ��
� % &

なる表現から

� "
����
�	�

��
��
�� � " ��
�	�
� 	 � ��
� % �

に変換すればよい．
適当な整数を用いると �を &� % � % &�� 又は & % �� % &�とできるため，該当する

&�� ��を &� �と以下再表示し，項数�も �のベキ乗 �� " ��� と仮定しても一般性は失
われない．
多数桁の基底変換は下記の処理を �が 
から .まで繰り返すことで実行できる．
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ここで，�段では下記の計算をする．
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���� ���法の ���関数と ��	関数への適用結果
���法を !��関数と �
�関数に適用した場合の結果を図 ��
 に示す．図 ��
は���

法を適用して 
	進 �桁の関数値を計算したときに使用した乗算の合計計算量を示す．

	進 �桁の乗算の計算量����とのオーダーの比較をするため，縦軸は����の計
算量を � �
�� �とする単位で示す．比較のため�
��� " ������ �
�� ��と����� "

��������
�� ��
��も点線で示す．!���	���及び �
��
���はそれぞれ��
�桁の入力値 	��

と
��を与えて，横軸に示す
	進�桁の関数値を計算することを示す．一方，!���	�� � � ��
及び �
��
�� � � ��はそれぞれ �桁の入力値 	��� � �と 
��� � �を与えて同一桁の関数値を計
算することを示す．
これより !���	���の計算量のオーダーはは������ �
�� ��とほぼ等しく，�
��
���及

び入力値が �桁の !���	�� � � ��と �
��
�� � � ��の計算量のオーダーはいずれも ������

��
�� ��
��より少し小さいことが分かる．したがって，計算量の理論的オーダーをいず

れも満足していることが分かる．また，入力値が �桁の �
��
�� � � ��に関しては理論的
オーダー ���������
�� ��

���が過大評価であることも分かる．

���� 関連研究
提案した���法を構成する二つの方法のうち，最初のトーナメント有理数化処理

に関するものは文献 1 & �
& ��2に関連研究がある．一方，入力値を有理数に分割して
加法定理を使用しトーナメント有理数化処理と結合する方式の提案は他に見当たらな
い．なお一般的な分割統治法が適応できる計算で，トーナメント方式による計算量の
��� �
�� ��への削減と並列化適応性については 
 �
年の佐々木他の論文 1��2に示され
ている．
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図 ��
9 ���法の !��関数と �
�関数への適用結果
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A��4�.他の論文 1�
2及び右田他の論文 1��2は入力値の精度が ��
�桁に限定されて
おり，後他の論文 1�& �2のように加法定理と結合して多数桁関数システムとして閉じる
ことは考慮されていない．

���
 まとめ
�桁の乗算の計算量を����とするとき三角関数や指数関数および誤差関数等の級

数で表現される関数を �桁の精度で求める際は，提案した���法を使用して計算量
が削減できることを示した．
提案した���法は二つの方法で構成される．一つは入力値の精度が��
�桁の有理

数の場合に，級数に展開される関数で �桁精度の関数値計算における計算量を
� ����� � ��
�� ����以下とする方法である．もう一つは加法定理が適用できる関数の
多数桁計算で，入力値を上位桁から分母の桁数が �� ��� ��� � � � � �����桁ずつの有理数
に分割し，各分割した関数値の計算量を " ���とするとき，入力が �桁精度で，�桁精
度の関数値の計算量は � �" ��� � �
�� ��とする方法である．この二つの方法を結合し
て，入力値が �桁精度の場合に �桁精度の関数値計算の計算量を� ����� � ��
�� ����
以下に削減するのが���法である．
本���法は連分数で表現される関数値の多数桁計算にも，級数で表現される関数

と同様に適用可能である．また，�進 
	進変換に代表される多数桁の基底変換にも適
用可能である．
本���法は��
�桁の入力に対する多数桁精度を必要とする関数値計算で，+�.��

のアルゴリズム 1��2と同一の計算量を持つが，+�.��のアルゴリズムには示されてい
ない誤差関数のように特殊関数でも級数で展開される関数に適用可能である．そのた
め適用可能な関数の範囲が広く計算方法が単純で，多くの関数値計算まで含めた多数
桁計算システムの構築に有用である．また，自然な並列化が可能であり，計算桁数を
増加するとき計算済みの有理数が再利用可能な点，さらに+�.��のアルゴリズムのよ
うに複数の複雑な関係式を使用して計算するのではなく，単純に級数展開の公式をそ
のまま適用できるため分かり易い点が特長である．
今後の課題として，���法に基づく高速高精度な数学関数計算パッケージの作成

と性能評価がある．

�




第�章 多倍長精度の高速行列乗算

��� はじめに
�倍精度以上の多数桁を係数とする連立一次方程式や固有値問題の高速計算を目的

に，その基本演算となる多倍長精度（比較的短い多数桁）の行列乗算を提案する．多
数桁の乗算には入力値を一定の桁数に分割して筆算方式（定義式）で計算する方法以
外に，中国剰余定理 �(��，百五演算�または高速フーリエ変換 �����を使用する方法
が知られている．しかし，これらの方法が筆算方式の計算より高速となるには桁数が
数百桁以上と長い必要がある．一方，多倍長精度の係数をもつ �次元の行列乗算に中
国剰余定理や���を多数桁乗算用に拡張した高速剰余変換 �����を適用する場合は，
それらの線形性を利用して中国剰余定理や ���の適用回数を�����から�����に削
減することができる．今回の提案はそれらの線形性を利用して，多倍長精度の係数を
もつ �次元の行列乗算に，�����回の中国剰余定理または���を適用する高速乗算方
式である．中国剰余定理は桁数が数十桁と比較的短い時に有利であり，���は桁数が
数百桁と長いときに有利である．

��
 多倍長精度の行列乗算

����� 多倍長精度行列乗算の考え方

行列乗算2 " � �
の計算を多倍長精度で行うものとする．��
�2はそれぞれ�� �，
���，���次元の行列に適用可能であるが，以下の説明ではすべて �� �次元の行
列で，各要素は固定小数点の多倍長精度とする．入力行列��
の各要素は�個の数
値に分割して保存され，出力行列2 の各要素は入力の �倍強の桁数である �� ) 
個
の数値に分割保存されているものとする．また，分割保存された個々の数値の乗算は
倍精度浮動小数点演算で正確に実行できるものとする．
　 �� �次元の行列��
�2の各要素を

� " ������ 
 " ������ 2 " ������ �� � " 
� �� � � � � �

��



とし，多数桁の値を持つ入力値の各要素は�個に分割され

��� " �
�����
�� � ���� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
��

��� " �
�����
�� � ���� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
��

と表示され，出力値の各要素は ��) 
個に分割され

��� " �
����
�� � ��� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
��

と表示されるものとする．
　ここで，�は分割した数値の基本単位で �:::の倍精度浮動小数点数では，�進の場
合は� " ���，
	進の場合は� " 
	�とする．実���を適用する場合は，丸め誤差を
考慮して整数値に正確に戻す必要があるため，� " ���又は� " 
	�とする．

����� 筆算方式

行列乗算2 " � �
の各要素の計算を下記で行なう．

��� "
��
�	�

��� � ���� �� � " 
� �� � � � � � ���
�

ここで，各要素ごとに多数桁計算を下記で行なう．

�� � ����� "
�����
���

�	�
���
����

���� � ������� � " 	� 
� � � � � ���� 
� �����

式 ���
�を式 �����に代入して，行列 2の各要素 ������ � " 
� �� � � � � �� の各分割表示
される値 �

���
�� を下記で計算する．

�
����
�� " 	� �

������
�� " 	�

�
���
�� "

��
�	�

�
� �����
���
�	�
���
����

�
���
�� � ��������



� � � " 	� 
� � � � � ���� 
� �����

ここで，������ は

	������ 	 � �� � ��� � " 	� 
� � � � � ���� 
�

となる．計算された �
���
�� は倍精度浮動小数点で正確に表現できる必要がある．

また�を単位として �
���
�� は �単位桁上げとなり，��������� ，������� も桁上げで恒常的なゼ

ロではなくなる．更に，符号は各要素で一括管理し，���の成分 �
���
�� は

��



	 � �
���
�� % �

となるように �
���
�� ��の整数部は �

���
�� に桁上げ処理をする．

����� 中国剰余定理による方式

計算手順

下記のような手順で行列乗算2 " � �
の各要素 ���� ��� � " 
� �� � � � � ��を計算する．

�
� 互いに素な整数 &�を用意
結果 ��� が表示可能なように�に近い互いに素な整数 &�を �� ) 
個用意する．この
時，下記の条件が必要であるが，�に近い互いに素な整数を ��)
個用意すれば，通
常 3�� % �のため満足する．結果の符号の判定を安全に判定するため 3 は �以上が
必要である．

	���	 % ������ % ���
��3 �
�
��
�	
�	�

&�

�
�3 �����

��� 各整数ごとに剰余計算
入力行列の各要素 ���� ���にたいする各整数 &�に対する剰余を計算する．

�
���
�� " ��� �%
, &��

�
���
�� " ��� �%
, &���

�� � " 
� �� � � � � �� � " 
� �� � � � � ��) 
 �����

��� 各剰余ごとに行列乗算

4
���
�� "

��
�	�

�
���
�� � ������ �

�� � " 
� �� � � � � �� � " 
� �� � � � � ��) 
 �����

��� 中国剰余定理で結果を計算
中国剰余定理（(��）で各剰余から結果���を計算する．記号25" ���� � � � � ���は��� � � � � ��
に中国剰余定理を使用して，多数桁に戻す計算を示す．

��



��� " 25" �4����� � 4
���
�� � � � � � 4���
���� ��

�� � " 
� �� � � � � � �����

���は下記の形で求める．

��� " �
����
�� � ��� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
�� �����

但し，������ は下記の様にする．

	 � �
���
�� % �� � " 	� 
� � � � � ��

��� 結果の正規化
正規化とは符号の決定と桁上げ処理である．ここでは，結果の符号の判定方法を述べ
る．
中国剰余定理により求めた値は，各整数の積 �6 "

����
��
�	� &��を法とするものである．

このため，中間結果は正で表現し本来の結果が負の場合の判定を必要とする．符号の
判定は最上位の桁で行ない，定数 �を定めておいて �

����
�� � �なら結果の符号は正と判

定し，それ以外なら負と判定する．符号が負の場合は ���は ��� " 6 � ���で求める．

中国剰余定理での計算

各 ���� ��� � " 
� �� � � � � ��を ��� " �
����
�� � ��� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
�� の形で表示し，以

下の計算を行なう．

�
� 前処理
��� " �

���
�� " 4

���
��

��� 主計算
下記を � " �から �� ) 
まで繰り返す．

* " ��� �%
, &��

+ " �4
���
�� � *� � 7� �%
, &��

��� " ��� ) + �8� ��� �

但し，多倍長精度の定数8�と定数 7�は前もって下記で求めておく．

8� "
���	
�	�

&�

7� " 
�8� �%
, &��� � " �� �� � � � � ��) 


��



計算のための注意事項

�
� �
���
�� " ��� �%
, &��等の剰余の計算

!
���
� " ���� �%
, &�� を先に計算しておき，���が �

���
�� で表示されるのを利用して次

のように計算する．　　

�
���
�� "

����
�	�

�
���
�� � !���� �%
, &���

� " 
� �� � � � � ��) 
� �� � " 
� �� � � � � �

��� 符号の決定に使用する基準値 �の算出
6 "

���
�
�	� &�を計算し，下記のように表示する．

6 "
��
�	
�	�

&�

" ����� � ��� ) ������� � ����� ) � � �) ���� � � ) ���� ���
	�

一方，式 �����から

�6�3 % ��� % 6�3� 3 
 �

　　となる．このため � " �������としておけば，式 ��� � で求めた ���の桁上げ後の
先頭要素 ������� と �を比較して，���の正負が判定できる．

����� 実���変換による方式

����高速剰余変換�と ����高速フーリエ変換�は多数桁の乗算に関しては同じ計
算式になるので，ここでは多数桁乗算で一般的に知られている���で説明する．下記
のような手順で行列乗算2 " � �
の各要素 ���� ��� � " 
� �� � � � � ��を計算する．

入力の順実���変換

行列乗算の多数桁入力値 ���，���をそれぞれ�個に分割し，式 ���

�に示す．

��� " �
�����
�� � ���� ) �

�����
�� � ���� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
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��� " �
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�� ����� ) �
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�� ����� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
�� �

�� � " 
� �� � � � � � ���
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���，���共に後半の要素をゼロにした，それぞれ ��個の要素を持つ式 ���
��のよう
なベクトル B���，B���を作成する．

B��� " ��
�����
�� � �

�����
�� � � � � � ������ � 	� � � � � 	�

B��� " ��
�����
�� � �

�����
�� � � � � � ������ � 	� � � � � 	�� �� � " 
� �� � � � � � ���
��

B���，B���に対して，式 ���
��のような順実 ���変換を行う．

C��� "   " �B����

C��� "   " �B����� �� � " 
� �� � � � � � ���
��

項別内積計算

���，���の順実 ���結果 C���，C���に対して，下記の様に項別に内積計算する．

	�� "
��
�	�

C��� � C���� �� � " 
� �� � � � � �

ここで，�はベクトルの対応する要素ごとの計算である．　ベクトル C���，C���，	��を
下記のように表す．

C��� " �C�
������
�� � C�

������
�� � � � � � C������ �

C��� " �C�
������
�� �C�

������
�� � � � � �C������ �

	�� " �	
������
�� � 	

������
�� � � � � � 	 ����� �� �� � " 
� �� � � � � �

具体的な要素ごとの内積計算を式 ���
��に示す．

	
������
�� "

��
�	�

C�
������
�� � C��������� � 	

�����
�� "

��
�	�

C�
�����
�� � C��������

	
��
��
�� "

����
�	�

�
C�
��
��
�� � C���
���� � C�

���
�� � C������

�

	
���
�� "

����
�	�

�
C�
��
��
�� � C������ ) C�

���
�� � C���
����

�
�

�� � " 
� �� � � � � �� � " 	� 
� � � � � �� � ���
��

逆実���変換

正規化されていない乗算結果 D���を 	��から下記の逆実 ���変換で求める．

D��� "   "���	���� �� � " 
� �� � � � � �

��



結果の正規化

正規化とは逆実���変換で得られた誤差を含む乗算結果を整数に戻すこと，所定の
桁数に桁上げすることである．正規化前の各 ���を

D��� " D��������� � ����� ) D��������� � ����� ) � � �) D������ � � ) D������ �

�� � " 
� �� � � � � �

と表示したとき，各 �
���
�� は整数のはずであるが誤差のため小数点以下の値が発生する．

各 �
���
�� の整数化とは，誤差を含んで実数となっている値をその実数に最も近い整数に

戻すことである．桁上げ処理は，�� �� � �� % D�
���
�� % � �� � �� である D�

���
�� に対して

�を超えた値を桁上げして，���を下記のように表示することである．

��� " �
����
�� � ��� ) �

������
�� � ����� ) � � �) �

���
�� � � ) �

���
�� �

	 � �
���
�� % �� � " 	� 
� � � � � ��� �� � " 
� �� � � � � �

ただし，通常はゼロでない先頭の要素に正負の符号を持たす．

��� 各方式による計算量

	進 �桁を単位として，入力の桁数がその�倍の桁数の行列乗算を行う場合に�

倍精度と言う．筆算方式（定義方式）や中国剰余定理の場合は 
ワードに 
	進 �桁詰
めて計算が可能であるが，���の場合は丸め誤差のため 
ワードに 
	進 �桁詰めて計
算する．このため，���の場合は同じ桁数の計算をするのに 
��倍のワード数が必要
とする．

����� 計算量算出のための計算条件

�× �次元行列で，入力は�ワード（���では 
���ワード），結果は ��) 
ワー
ド（���では �� ) 
ワード）で表現される多倍長精度の整数とする．ワード単位に
分割した値は，��ビット整数で保存し，演算及び演算途中の値の保存はその乗算，剰
余，内積計算が正確に行えるように倍精度浮動小数点とする．このとき，下記のよう
な計算処理に対して下記の様に計算量を定義する．筆算方式及び中国剰余定理では，


ワードに 
	進 �桁（� " 
	�）つめとし，���では 
ワードに 
	進 �桁（� " 
	�）
つめとする．
　 ���　要素単位の加減乗除　：　 


　 �4�　 �要素の内積計算 　 ： 　 ��

��



　 ���　 �%
, &��等の剰余計算： �

　 �,�　実 ���計算（�倍精度計算に ��要素が必要�：　 ���� � �
������

　 �.�　結果の桁上げ及び符合の判定： 　他に比較して少ないので省略

����� 各方式での計算量

筆算方式での計算量

�ワードに分割した多倍長精度の乗算が��回必要である．
回�倍長精度同士の乗
算の計算量は ��� である．桁上げのため ����回の �%
, ��及び加算の処理が必
要であるが，この部分を省略すると筆算方式による�倍精度の値を係数にもつ �× �

次元行列の乗算の計算量 "�は次のようになる．

"� " �����

中国剰余定理での計算量

中国剰余定理による�倍精度の値を係数にもつ �× �次元行列の乗算の計算量を下
記に示す．また，記号 25" ���� � � � � ���は ��� � � � � ��に中国剰余定理を使用して，多
数桁に戻す計算を示す．
�
�　 ���� ��� �%
, &��の計算
　計算量及び回数の内訳は書きのようになる．
　　 �%
, &��の 
回の計算量 ： ��

　　要素 ���� ���への適用回数　：���　
　　適用する素数 &�の個数 　 ：��) 


　従って，行列の全要素 ���� ��� �%
, &��の計算量 "��は下記のようになる．

"�� " �����) 
���

���　 4
���
�� "

��
�	� �

���
�� � ������ の計算

　計算量及び回数の内訳は書きのようになる．
　　 
回の内積計算の計算量 ： ��

　　 4
���
�� の �� �の数 �行列要素� ： ��

　　 4
���
�� の �数 �素数 &�の数� ：�� ) 


　従って，全 4
���
�� の計算量 "��は次のようになる．

"�� " ����) 
���

� 



���　 ��� " 25" �4
���
�� � 4

���
�� � � � � � 4���
���� �の計算

　中国剰余定理 �(���を 
回適用する計算量は式 ��� �の *と ���の計算が主力となり，
　それぞれの計算量は下記の様になる．

* 9
���
�	�

�� " ����� ) 
�

��� 9
���
�	�

�� " ����� ) 
�

　一方，(��の適用回数は ��回である．従って，(��による ���の計算の計算量 "��
は次のようになる．

"�� " �����) 
���

���　合計計算量
　中国剰余定理による合計計算量は下記のようになる．

"� " "�� ) "�� ) "�� " �����) 
��� ) ����) 
��� ) �����) 
���

" ����) 
����) ����

���での計算量

中国剰余定理による�倍精度の値を係数にもつ �× �次元行列の乗算の計算量を下
記に示す．���を使用した計算では誤差を考慮する必要があるため筆算方式や中国剰
余定理の場合と異なり，
要素に 
	進 �桁ではなく 
	進 �桁つめとする．そのため，
入力が�倍長精度の正確な計算に要素数 �� の実 ���を使用する．
�
�　実���計算 �要素数 ���

　複素 ���の 
要素当りの 
ステップの計算量は �であリ，実 ���はその半分のた
め ���となる．一方，多倍長精度を係数とする �× �次元の行列乗算 2 " � � 
への
���の適用回数は，行列��
に対する順変換と結果の行列2に対する逆変換で，そ
れぞれ ��回の合計 ���回となる．従って，要素数 ��の実 ���の計算量と行列乗算
における使用回数は下記となる．
　　 
回の実 ���の計算量：　 ���� � �
������

　　実 ���の総適用回数 ：　 ���

　従って，実 ���計算の合計計算量 "��は四捨五入し整数化して下記の様になる．

"�� " ����� � �
������

�	



���　実���結果の内積計算
　実 ���の要素単位の乗算は共役複素数の乗算になるため複素数乗算の半分になる．
このため，��要素の内積計算の計算量は 
��で，行列要素全体の計算量 "��は下記
の様になる．

"�� " 
����

���　合計計算量
　 ���による合計計算量 "�は下記のようになる．

"� " "�� ) "�� " ����� � �
������ ) 
���� " ����
��) �� �
�������

��� 数値実験結果
多倍長精度を係数とする行列乗算 2 " � � 
 の計算量及び計算時間の評価を行う．

提案方式を評価するために，�× �次元行列で倍精度浮動小数点に 
	進 �桁を入れ，
入力は�倍精度で出力は �� ) 
倍精度としたときの，計算量及び計算時間の比較評
価を行う．
倍精度は 
	進 �桁とする．���方式の場合は倍精度浮動小数点に 
	進
�桁入れて計算するため，�要素を �倍精度と換算して評価する．性能評価には下記の
計算機を使用した．
��� パソコン ��$�
��

　　計算機： ��� �$�
� ��	�0/ ���	��*�E?�

　　�?： ����
!
-� F��,
=! �.

　　 ������'コンパイラー： 8�!$�� �
����� ?���,��, :,���
� ��	�

　　コンパイルオプション： �$�� �<��%�/���
�!

図 ��
，図 ���，図 ���に倍精度浮動小数点演算を使用した，同一次元の行列乗算にお
ける倍精度での計算時間を 
とした比を示す．図 ��
 は �	次元の行列で，図 ���，図
���は 
		次元及び �		次元の行列に対する�倍精度を入力値とする計算時間比を示
す．◆印は筆算方式を，■印は中国剰余定理を，▲印は���方式での計算方式を示す．
図 ���は �		次元の行列における理論計算量の比を示す．この場合も同一次元の行列乗
算における倍精度での計算時間を 
とした比を示す．図 ���に筆算方式の計算時間を 


とした場合の，中国剰余定理と���方式での効果比を示す．本図は効果比のため値が
大きいほど高速なことを示す．これらの図から，中国剰余定理を使用した方式は �倍
精度計算ですでに，筆算方式より高速で倍精度浮動小数点演算での行列乗算の約 
	倍
の計算時間で実行できることが分かる．また，�倍，
�倍及び 
�倍精度の計算は �倍
精度での計算に比較して，それぞれ �倍，�倍及び �倍で実行でき，桁数が短いうちは
ほぼ桁数に比例した計算時間となることが分かる．���方式は，中国剰余定理に比較
し，桁数が大きくなると有利で，その分かれ目は行列の次元数に比例して大きくなる．

�




図 ��
9 倍精度計算との計算時間の比較（�	次元）

��� まとめ
多倍長精度の値を係数とする行列乗算に対して，�方式の高速化方式を提案した．一

つは中国剰余定理を利用する方法で，もう一つは���を利用する方式である．中国剰
余定理による方法は，入力値が 
	進 �桁を単位とする �倍精度ですでに，筆算方式よ
り高速となり，比較的桁数が短いときに有功な方式である．一方，���方式は長い桁
数の行列乗算に有効な方式である．

��



図 ���9 倍精度計算との計算時間の比較（
		次元）

図 ���9 倍精度計算との計算時間の比較（�		次元）

��



図 ���9 倍精度計算との理論計算量の比較（�		次元）

図 ���9 筆算方式との計算時間の比較（
		次元）

��



第�章 多数桁の分割乗算

��� はじめに
　 �桁の多数桁乗算は高速フーリエ変換 �����を使用して，��� �
����
� �
����の

計算量 1��2で計算できることが知られている．また，���による多数桁の乗算はメモ
リ量を多く使用するため，9�.�7�)��法 1�	2や �段階 ���1
2によるメモリ削減方法
が利用されている．しかし，利用計算機のメモリ量を超えた多数桁の乗算を行うには，
ファイル ���を使用した分割乗算が必要になる．これまで，�分割して���を適用す
ると計算量は分割前の�倍 1
�2になり，ファイル ���を使用すると ���量は��� � ��
となリ，分割数�が大きくなると効率が大幅に低下していた．これに対し，「高速剰余
変換による多数桁乗算」1
2に，�桁の�分割した多数桁乗算の計算量を，分割しない
ときの計算量と同等にする分割乗算方式の原理が示されている．それは，拡張 ���

（��!� �
,$�
 ����!-
�%���
�，高速剰余変換）の機能を利用し，���変換を �段階に
分けて行う方法である．本論文では，この分割乗算方式を具体的に示すと共に，直接
編成のファイル ���を利用して ���量を分割数�に依存しない����にする方法を示
す．本分割乗算の具体的計算方法として，複素���の直接利用及び �段階���への
適用方法を示す．どちらの場合も �桁の多数桁乗算で計算量は��� � �
�� � ��
� �
����
に，ファイル ���量は����になり，分割数�に依存しない．更に，
兆桁程度の超多
数桁の乗算では，複素���方式では倍精度浮動小数点（��ビット）に 
	進 �桁詰め
が限度で，�段階���では ��ビット整数に 
�進 �	桁 �
	進 
�桁�詰めの計算が可能
であり，メモリ及びファイル使用量の面から �段階���がより効率的である．本分割
乗算の理論の裏付けをするため，ワークステーション ������$%��とパソコン ��$�
��

を使用し複素���及び �段階���による分割乗算を実施した．���と���は多数
桁乗算に適用すると同じ計算式となる，そのため���に整数を法とするものも含める
と，ここで記載した���による分割乗算は，そのまま���でも適用可能である．本
分割乗算を行うと，メモリ量に依存しないで超多数桁の乗算が可能になる．�		�年に
達成した 
	進で 
��兆桁の円周率世界記録にはまだ本機能がなく苦しい経験をした．
�		
年に開発したプログラムでは最大構成に近い 
��ノード ���バイト�を使用しな
いと 
��兆桁の計算ができず，半分の ��ノード �
�バイト�で実行可能とするため適
用公式から変更したプログラムが必要になった．そのため，世界記録の達成が 
年遅

��



れ �		�年 

月にづれ込んだ．次回の円周率世界記録では，本分割乗算機能を組み込
み，使用ノード数 �メモリ量�に依存しないプログラムを開発する予定である．

��
 高速剰余変換
「高速剰余変換による多数桁乗算」1
2に高速剰余変換 �����の原理と多数桁の分

割乗算の原理を示しているが，ここでは分割乗算に必要な拡張 ���と分割乗算の計
算式を記載する．�個の素数 ��� ��� � � � � ��を使用して各剰余から元の値を復元するの
が中国剰余定理である．���では剰余 �%
,�を整数だけでなく記号にも拡張し，記
号�と数 
�，�に対して 	 �%
, � �
�

��を多項式 	 中の記号�を
�
�に置き換える

ことで定義する．更に，
�を ���の基本原理である 
の原始 �乗根とし，素数の代
わりに��
�

�を利用する．順変換は多項式の剰余を求めることで，逆変換は剰余から
元の多項式の係数を求めることで定義する．

	���� 基本���変換

�� 
次の�の多項式 	 に対して� � 
�
�� � " 	� 
� � � � � �� 
の剰余に関する変換で

ある．

順変換

多項式 	 � �����
��� ) � � � ) ��� ) ��に対して 	� � 	 �%
, � � 
�

�� を求める．
各 	�は 	 中の�に 
�

�を代入して式 ���
�が得られる．

	� " ����

������
� ) � � �) ��


�
� ) �� "

����
�	�

��

��
� �

� " 	� 
� � � � � �� 
 ���
�

逆変換

式 ���
�の 	�から元の多項式 	 の係数 �� を求める．この計算には下記の 
�が原始
�乗根の条件を利用する．

����
�	�


������� "

�
� 9 � " �

	 9 � �" �
�����

��



式 ���
�及び式 �����から次式が得られる．

����
�	�

	�

���
� "

����
�	�

����
�	�

��

��
� 


���
� "

����
�	�

��
����
�	�


������� " ��� �����

従って，係数 ��を求める逆変換は次式のように計算できる．

�� " �	���

�������
� ) � � �) 	�


��
� ) 	���� "

����
�	�

	�

���
� ���

� " 	� 
� � � � � �� 
 �����

	���� 拡張���変換

�の � � 
次の多項式 	 と整数�� ��� " ����及び有理数 �に対して，
�を原始 �

乗根とするとき，�� 
次の多項式 	 �	
�� � 	 �%
, ���
	�
� �を定義する．拡張���

変換はこの �� 
次の多項式 	 �	
��に対する� � 
�
	
� � � " 	� 
� � � � � �� 
の剰余変換で

ある．

順変換

多項式 	 �	
�� � 	 �%
, �� � 
	�
� � � ��	
����� �

��� ) � � � ) ��	
��� � ) ��	
��� に対して
	 �	
��� � 	 �	
�� �%
, � � 
�
	

� �を求める．各 	 �	
��� は 	 �	
��中の�に数 
�
	
� を代入し

て式 ���
�が得られる．

	
�	
��
� " �

�	
��
��� 


�������
	�
� ) � � �) �

�	
��
� 
�
	

� ) �
�	
��
� "

����
�	�

�
�	
��
� 
��
	��� �

� " 	� 
� � � � � �� 
 �����

ただし，��	
��� " �� ) ��
�

	�
� ) � � �) ��
������


�����	�
� である．

逆変換

	
�	
��
� から �� 
次の多項式 	 �	
��の係数 �

�	
��
� を求める．式 ����� 及び 
�が 
の原始

�乗根から次式が得られる．

����
�	�

	
�	
��
� 
���� "

����
�	�

����
�	�

�
�	
��
� 
��
	��� 
����

"
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従って，係数 �
�	
��
� を求める逆変換は次式のように計算できる．

�
�	
��
� " �	

�	
��
��� 


�������
� ) � � �) 	

�	
��
� 
��� ) 	

�	
��
� �
�	�� ��

" 
�	��

����
�	�

	
�	
��
� 
���� ��� � " 	� 
� � � � � �� 
 �����

	���� 拡張���変換と畳込み演算の関係式

次式の 	� �で示す�の �� 
次多項式の係数の畳込み演算で作成される�の ��� 


次の多項式を �とする．

	 � �����
��� ) � � �) ��� ) ��

� � �����
��� ) � � �) ��� ) ��

� � 	 � � � ������
���� ) � � �) ��� ) �� �����

このとき，�の係数 ��は 	� �の係数 ��� ����で次式のように表わされる．

�� "
�����
�����

�	�
���
���
��

������� � " 	� 
� � � � � ��� 
 ��� �

式 �����の �� 
次の多項式 	� �を�の ��� 
次ではなく整数�� ��� " ���� 及び
有理数 �に対して，
�を原始 �乗根として �� 
次に畳込むことを考える．

��	
�� � � �%
, �� � 
�	
� � � 	 � � �%
, �� � 
�	

� �

� �
�	
��
��� �

��� ) � � �) �
�	
��
� � ) �

�	
��
� ���
	�

原始 �乗根 
�を用いて次式のように計算する．
ここで，� " 	� 
� � � � � �� 
，� " 	� 
� � � � � �� 
である．

�
� �� 
次の多項式 	 �	
��� ��	
��に変更する．

	 �	
�� � 	 �%
, �� � 
�	
� � " �

�	
��
��� �

����� ) � � �) �
�	
��
� � ) �

�	
��
�

��	
�� � � �%
, �� � 
�	
� � " �

�	
��
��� �

����� ) � � �) �
�	
��
� � ) �

�	
��
� ���

�

ここで，��	
��� " �� ) ��
�
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� ) � � �) ��
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�����	�
� で

�
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� " �� ) ��
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� ) � � �) ��
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�����	�
� � � " 	� 
� � � � � �� 
である．

��� 拡張 ���順変換で 	 �	
��� � ��	
��� を計算する．
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� � 	 �	
�� �%
, � � 
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� �

" �
�	
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�������
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��� 各 �毎に 	
�	
��
� と �

�	
��
� の乗算を次式で計算する．

�
�	
��
� " 	

�	
��
� � ��	
��� ���
��

��� 拡張 ���逆変換で �
�	
��
� から多項式 ��	
��の係数 �

�	
��
� を求める．
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� "

�
�
�	
��
��� 


�������
� ) � � �) �

�	
��
� 
��� ) �

�	
��
�

�

�	�� �� ���
��

式 ��� �の �� と式 ���
��の �
�	
��
� の関係は，式 �����と式 ���
	�の定義から次式のよ

うになる．

�
�	
��
� " �� ) ��
�


�	
� ) � � �) ��
�������


�������	
� �

� " 	� 
� � � � � �� 
 ���
��

	���� ���の計算方法と���の関係

基本�
�変換と���との関係

�要素の���は 
�を �������とした変換であり，���変換は
�を 
の原始 �乗根
にした変換である．このため，
�を複素数とすれば両者は同一で下記の計算式となる．
�段目の順変換を � " �� の例で示すと，���と ���の計算式は共に下記のように
なる．
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�

� " 	� 
� � � � �� � 
� 7 " ������ ���
��

ここで， ���
�
�
��  

���
�
�
�� �� " 	� 
� � � � � ���� 
�は入力値で式 ���
�の記号を使用すると，

 
���
�
�
� " ���  

���
�
�
� " ��
���となる．また， 

���
�
�
� " �������  

���
�
�
� " ��������と対応させ

ることも可能であり，この時は，式 ���
��をそれに合わせて変更する必要がある．逆
変換は 
�を 
��� に変更し，最終段で 
��を各要素に乗算する．　

拡張�
�変換と基本�
�変換の関係

式 ���
�の基本 ���変換 	�と，式 �����の拡張 ���変換で要素数 �を �に代えた
	
�	
��
� の関係を調べる．要素数を共に �にしたので，
�は 
の原始 �乗根となる．こ
こで，�は有理数である．まず，順変換における関係は下記のようになる．
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即ち，拡張順 ���変換は入力の各要素 ��に対して，
	�
� を乗算した ��


	�
� に基本順

���変換をしたものに対応する．次に，逆変換における関係は下記のようになる．

�
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��

即ち，拡張逆 ���変換は基本逆変換結果の各要素 �� に対して，
�	�� を乗算した
��


�	�
� で計算される．

��� 多数桁分割乗算の原理
多数桁の分割乗算の目的は，計算量を増加させないでファイル ���を使用し，使用メ

モリ量を削減することである．���変換又は基本���変換を�分割してファイルに
保存し，分割単位で乗算を行うと，計算量は�倍に増加し，ファイル ���量も��� ���
となる．そこで，ここでは拡張���を利用して����の入出力量で，計算量も分割前
と同等の多数桁乗算の計算原理を示す．

	���� 多数桁の分割乗算原理

式 ���
��より，要素数 � " ���の ��個の異なる �における畳み込み演算結果 �
�	
��
�

から，式 ��� �の元の ��要素の畳み込み演算結果 ��が得られることが分る．式 ���
��

で � " ���及び � " ����� �� " 	� 
� � � � � ��� 
�を代入すると次式が得られる．ここ
で，
��は原始 ��乗根である．
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この式から逆に ��分割したときの元の ��� 
次の係数は次式のようになる．
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	���� 分割乗算の計算方法

式 ���

�から式 ���
��及び式 ���
 �を使用して，式 �����の 	 � �の具体的な計算方
法を示す．ここで 
��，
�，
��はそれぞれ 
の原始 ��，�及び ��乗根である．分割
数は ��で � " ���とする．また，係数の表示を見やすくするため �

�����
��
� 等と表示

すべき右肩の ������ ��を ���と省略して �
���
� と表示する．

�
� 入力 ��� ��� �� " 	� 
� � � � � �� 
�を ��個に分割する計算
各 �に対して下記の ��要素の基本 ���順変換を行なう�
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この変換の特徴は乗算する 
��のベキ数が添え字 �に依存しないことである．
��� �

���
� と �

���
� を入力し拡張 ���順変換


���� " 
�の関係を利用すると，拡張 ���順変換は下記の様になる．
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この拡張���順変換は各入力 �
���
� � �

���
� � �� " 	� 
� � � � � �� 
�に 
��

��を乗算した，��組
の �要素の基本 ���順変換に対応する．
��� 各 �及び �毎に 	

���
� と �

���
� の乗算で �

���
� を計算

各 �� �に対して下記のように項別の乗算をする．

����� " 	 ���� � ����� �

� " 	� 
� � � � � �� 
� � " 	� 
� � � � � ��� 
 ������
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��� 拡張 ���逆変換で �
���
� から多項式 ����の係数 �

���
� を求める．


����� " 
��� の関係を利用すると，拡張 ���逆変換は下記の様になる．
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この拡張 ���逆変換は基本 ���逆変換の結果の各要素に 
����� を乗算したことに等
しい．
��� �

���
� から元の乗算結果の係数 ��� �� " 	� 
� � � � � ��� 
�を復元

各 �に対して下記の ��要素の基本 ���順変換を行なう�
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この変換の特徴は乗算する 
��のベキ数が添え字 �に依存しないことである．

	���� ファイル ��
を利用した計算方法

ファイル ���を使用した多数桁の分割乗算の計算方法を示す．整数 ���による分
割乗算の場合はこの計算方法が直接利用できる．2 " � �
の多数桁乗算において，入
力 �はファイル 	�に，入力
はファイル 	�に記憶し，結果 2はファイル 	�に求め
る．多数桁の乗算結果2の各要素は畳込み演算の結果で，多数桁として正規化するに
は桁上げ処理が必要である．入力�及び
の要素数を �とし，結果2の要素数を ��

とする．計算用のワークファイルとして，ファイル 	�と 	�を使用する．分割数を ��

とし，�は � " �����と分解できるとする．このとき，各ファイルのレコード長は ��
個の要素で構成する．一方，レコード数はファイル 	�と 	�が ���で，ファイル 	�と
	�は ����の直接探査ファイルである．計算用配列として �� ���#���� ���のサイズ
の�及び
を使用する．そのため，同じ分割数 ��では �� " ��のときにメモリ使用
量が最小となる．計算用配列��
は共に 
次元配列を使用する．変数 ��
はメモリ
上の配列を意味し，�� " ��


�
�は �� と 
�

�を乗算た結果を �� に入れることを意味す
る．.��!�	�� ��$ " ��はファイル 	�から �番目のレコードを，その後に記載された配
列に読み込むことを意味する．+.�7��	�� ��$ " ��は同様に書き込むことを意味する．

�は 
の原始 &乗根とする．記載した ���の計算式は，原理計算式であり高速化の
ために式 ���
��の様に計算する必要がある．
�
� 入力��
を ��個に分割する計算

入力データ ��
 をファイル 	�� 	� から非連続に読み取り，前半にゼロを付けて基本

��



���変換を行い，結果をファイル 	�� 	�に非連続に書き込む．下記に入力データ�の
処理を示す．下記の計算を � " 	� 
� � � � � �� � 
で ��回行う．ここで，
��は 
の原始
��乗根でである．
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　入力データ
の処理は，上記に対してファイル 	�及び 	�をそれぞれ 	�及び 	�に変
更する．
��� 拡張 ���変換による各分割単位の乗算

データ��
を変換したファイル 	�� 	�を連続に入力し，拡張 ���変換を利用した分
割単位の乗算を行い，結果をファイル 	�に連続に出力する．下記にその処理を示す．
下記の計算を � " 	� 
� � � � � ��� 
まで ��回行う．ここで，� " ����で，
��，
�は
それぞれ 
の原始 ��乗根及び �乗根である．
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��� ��個の分割結果から多数桁乗算の復元
　 ��個の分割乗算結果のあるファイル 	�を非連続に読み取り，多数桁乗算結果をファ
イル 	�に上書きする．下記の計算を � " 	� 
� � � � � ��� 
で ��回行う．ここで，
��は

の原始 ��乗根である．
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��� 複素���による分割乗算
複素 ���を使用して，複素結果の実部が多数桁の下位部に，虚部が多数桁の上位

部になる変換を分割乗算に適用して，多数桁の乗算を行う．複素 ���変換を使用す
るため，要素数は実変換の半分，入力の要素数と同じになる．式 ���
��に � " 
��及
び � " ��� " 
を代入すると，
�は 
の原始 �乗根で，
���

� " �となるため次式が得
られる．ここで，�は虚数単位である．

�
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 ���� �

本式により，整数値 ��� ��を入力し，
���
� を乗算して複素数 ��


���
� � ��


���
� に変換し，

複素数による分割乗算を行い，結果の実部を元の多数桁の下位部に虚部を上位部に対
応させると，多数桁の分割乗算となる．2 " � � 
の多数桁乗算において，入力�は
ファイル 	�に，入力
はファイル 	�に記憶し，結果2はファイル 	�に記憶する．多
数桁の乗算結果2の各要素は畳込み演算の結果で，多数桁として正規化するには桁上
げ処理と丸め誤差を除いて整数化する必要がある．入力�及び
の要素数を �とし，
結果2の要素数は ��でである．計算用のワークファイルとして，ファイル 	�と 	�を
使用する．分割数を�とし，�は � " �����と分解できるとする．このとき，各ファ
イルのレコード長は��個の要素で構成する．入力と出力は実数 �整数�で，途中は複素
数で計算する．一方，レコード数は���及び ����の直接探査ファイルである．計算用
配列として �� ���#���� ��のサイズの複素配列2及び:を使用する．また，���用の
配列として ��のサイズの実配列�を使用する．そのため，同じ分割数�では �� " �

のときにメモリ使用量が最小となる．配列��2� :は共に 
次元配列を使用する．変数

��



��2� :はメモリ上の配列を意味し，2� " ��

�
�は実数 �� と複素数 
�

�を乗算した複
素結果を2�に入れることを意味する．.��!�	�� ��$ " ��はファイル 	�から �番目のレ
コードを，その後に記載された配列に読み込むことを意味する．+.�7��	�� ��$ " ��は
同様に書き込むことを意味する．
�は 
の原始 �乗根で複素数，即ち �を虚数単位と
して 
� " �������である．記載した ���の計算式は，原理計算式であり高速化のた
めに式 ���
��の様に計算する必要がある．
�
� 入力��
を�個に分割する計算

入力データ��
をファイル 	�� 	�から非連続に読み取り，� " 	� 
� � � � � ��
番目の要素
に
���

� を乗算し，複素数2に変換して基本複素���変換を行い結果をファイル	�� 	�に
非連続に書き込む．下記に入力データ�の処理を示す．下記の計算を � " 	� 
� � � � � ���


で ��回行う．ここで，
�は 
の原始�乗根で 
� " 
����
� である．
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　入力データ
の処理は，上記に対してファイル 	�及び 	�をそれぞれ 	�及び 	�に変
更する．
��� 拡張 ���変換による各分割単位の乗算

データ��
を変換したファイル 	�� 	�を連続に入力し，拡張 ���変換を利用した分
割単位の乗算を行い，結果をファイル 	�に連続に出力する．下記にその処理を示す．
下記の計算を � " 	� 
� � � � � �� 
まで�回行う．ここで，� " ����で，
�は 
の原始
�乗根となる複素数で 
� " 
�

� である．
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��� �個の複素分割結果から多数桁乗算の復元
　�個の複素分割乗算結果のあるファイル 	�を非連続に読み取り，基本複素���逆変
換を行った後，� " 	� 
� � � � � ��
番目の要素に
����� を乗算し，虚部を多数桁乗算結果
の上位桁，実部を下位桁としファイル 	�に書き込む．下記の計算を � " 	� 
� � � � � ���


で��回行う．ここで，
�は 
の原始�乗根となる複素数である．.���� �及び ����� �

はそれぞれ � �内の複素数の実部及び虚部を意味する．
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��� 
段階���による分割乗算
　 �段階���による乗算とは，
要素に多数桁を持つ ��要素の乗算を� " 
�

�� )


を法とする整数��� で行い，そこで発生する各要素ごとの負巡回乗算にも���を使
用する方法である．� を法とする整数���を上位���，各要素ごとの乗算に使用す
る ���を下位 ���と呼ぶ．分割して計算するため，上位 ���は�個に分割する．
下位���は種々の計算方法があるが，ここでは ��要素の実数の負巡回乗算が可能な
�要素の複素拡張���を使用する．また，上位���と下位 ���の要素数をそれぞ
れ �� 及び ��実数にすると ��要素�とする．上位���は整数演算のため，��ビット
整数または ��ビット整数を使用し，下位���は複素数演算のため倍精度浮動小数点
��バイト�を使用する．下位 ���の 
要素 �倍精度浮動小数点�に �進の �桁を詰め，
上位 ��� の整数 
個に �倍の �進 ��桁詰める．上位 ���の基底 
�� は整数��個

��



で構成され，
�� は整数� を法とする 
の原始 �� 乗根で，
�� " ����とする．また，
上位���の各要素の先頭 �個の整数 �入力及び最終結果では 
個の整数�は桁上げ �下
位乗算の結果が� 以内になることを保証�のため空けておく必要がある．このとき，上
位���の 
要素は��個の整数で構成され，�"�����の関係がある．この乗算では，
�分割して�進 ������ 
����桁 ������個の整数�を与え，���� 
����桁 ����個
の整数�の結果を得る．上位���は ����個の整数で行う．全体を�分割して乗算す
るため，上位 ���変換は�分割する変換と分割後の変換の �段階に分ける．記号  

は上位���用の整数配列を，�及び ;は下位���用の複素数配列を示す．また，式
中での等号は右辺の計算値を左辺の配列に代入することを示す．記号  で示す整数配
列はそれぞれ�進 ��桁を超えないように，計算結果を桁上げ処理をして正規化する必
要がある．���変換の計算式は拡張���変換の場合も，入力及び結果に適当な変換
をして基本���の計算式として示した．記載した���の計算式は，原理計算式であ
り高速化のために式 ���
��の様に計算する必要がある．

	�	�� 上位順���変換

上位���の要素数 �� を�分割し，�� " ����とする．上位���は�個に分割
する ���と，分割後の ���の �段に分ける．�個に分割する処理は�要素の基本
���を ��回行い，分割後の処理は ��要素の拡張���を�回行う．
�
� 入力��
を�個に分割する計算

 は ��� 個の整数配列で，� 個の整数配列が下付き添え字の 
に対応する．
� は

の原始�乗根で 
� " 
��

�� " ������である．入力データ �の処理は下記の計算を
� " 	� 
� � � � � �� � 
で ��回行う．
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 ������

入力データ
の処理は，上記に対してファイル 	�及び 	�をそれぞれ 	�及び 	�に変
更する． �と 
�

�の乗算は， �の内容を  �
��� ���� ��の位置に移せば良い．

��



��� 分割単位の上位順 ���変換
データ�の ���は下記の計算を � " 	� 
� � � � � �� 
まで�回行う．この変換には拡
張���を使用し，拡張���は入力  �に
��

�� を乗算して要素数 ��の基本��� を実
行することに対応する．
��は 
の原始 ��乗根で 
�� " 
�

�� " �����である．
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 ������

データ
の ���は上記に対してファイル 	�を 	�に変更する． �と 
�
�� 及び 
�

��

の乗算は， �の内容をそれぞれ �
� ���� �� 及び  �
�� ���� ��の位置に移せば良い．

	�	�� 複素���による下位乗算

項別乗算は上位 ���の要素単位に下記 �
�～���を � " 	� 
� � � � � �� � 
と �� 回行
う．ここで，
�は 
の原始 �乗根となる複素数 
� " ������ で，�は虚数単位を示す．
また，� " �����の関係がある．
�
� 整数をファイルから読込み複素数化

上位順 ���が完了したデータ �とデータ +をそれぞれ，ファイル 	�とファイル 	�
から読込み  �を実部に  ���
� を虚部にした複素数に変換する．このとき，各  �は �

個の整数で構成されており，これを �進 �桁の ��個の値に分割して複素数化する．記
号 ��&��� ��は �を実部に，�を虚部に持つ複素数を示し，�#� は実数 #の値を切り捨
て整数化することを示す．
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��� 複素順 ���変換
�要素の拡張複素���で��要素の実数に対応する負巡回乗算を行う．� " 	� 
� � � � � ��


番目の ��及び ;�の要素に共に 
���
� を乗算して，複素順 ��� 変換を行う．

�� " ��

���
� � ;� " ;�
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��� 項別乗算
�つの複素順 ���結果の各要素単位の複素乗算を ��に求める．

�� " �� � ;�� � " 	� 
� � � � � �� 
 ������

��� 複素逆 ���変換
複素逆 ���変換を行った結果の ��に対して，
����� を乗算する．

�� "
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�	�

��
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� � � � � �� 
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��� 複素数を整数化しファイルへ書き出し
�要素の拡張複素 ���による乗算結果が，��要素の実数に対応する負巡回乗算にな
ることを利用する．乗算結果は本来整数であるが，計算で丸め誤差が発生しており，誤
差を取り除くため四捨五入して整数に変換する．このとき，各 �を �個の整数の�進
���桁にするため 
個が �桁の ��
�を ��個重ね合せる．記号 .���� �は複素数の実部を，
����� �は虚部を取り出すことを，1 2は記号内の実数を四捨五入して整数に変換する
ことを意味する．
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	�	�� 上位逆���計算

上位順 ���の逆変換により ����個の整数に乗算結果を求め，正規化して���の
整数に �進 ��� � 
����の乗算結果を得る．
�
� 分割単位の上位逆 ���計算

逆 ���変換は下記の計算を � " 	� 
� � � � � �� 
まで�回行う．
��は 
の原始 ��乗
根で 
�� " 
�

�� " �����である．
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��� �個の分割乗算結果から多数桁乗算の復元
下記の計算を � " 	� 
� � � � � ��� 
で ��回行う．
�は 
の原始�乗根である．
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��� 結果の正規化
���個の整数に求められている乗算結果から，同一桁を示す重なりの部分を正規化し
て，重なりの無い�����個の整数にする．乗算結果の桁数は ���� 
����である．こ
こで，配列 0 と1 はそれぞれ����及び��個の整数配列であり，添え字はそのまま
整数 
個に対応する．結果の正規化のため，データは逆方向から処理する．各整数内
の桁上げ処理も必要であるが，その部分の処理は省略して記載した．多数桁の乗算結
果はファイル 	�に得られる．

�	
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��� 数値実験結果
分割乗算の計算時間が計算桁数及び分割数にどのように依存するかを調べるため，

複素���及び �段階���を使用した分割乗算で数値実験した．複素���による分
割乗算は倍精度浮動小数点に 
	進 �桁の数を入れて計算した．�段階 ���による分
割乗算の場合は，��ビット整数に 
�進 �桁 ��進 ��桁�及び ��ビット整数に 
�進 
�

桁 ��進 �	桁�入れて計算した．�段階 ���の下位 ���の計算は倍精度浮動小数点
に，��ビット整数の場合は �分割し �進 
�桁を入れ，��ビット整数の場合は �分割し
�進 
�桁を入れて計算した．数値実験に使用した計算機は下記の �種類である．
回
の測定では計算時間のぶれが大きいため，ワークステーションでは �回計測し，パソ
コンでは �回計測してその平均値を実測値とした．
��� ワークステーション ������$%��

　　計算機： ���.� �����$%� 
���0/ ������*�E?�

　　�?： �., A�� *��$> ���

　　 ������'コンパイラー： ���.���� �
�����& 8.�!�
� ��	

　　コンパイルオプション： �-
�� ;-!��

　　整数： ��ビット整数
�4� パソコン ��$�
��

　　計算機： ��� �$�
� ��	�0/ ���	��*�E?�

　　�?： ����
!
-� F��,
=! �.

　　 ������'コンパイラー： 8�!$�� �
����� ?���,��, :,���
� ��	�

　　コンパイルオプション： �$�� �<��%�/���
�!

　　整数： ��ビット整数

�




	�
�� 複素���による分割乗算

本複素 ���による多数桁乗算では，計算桁数によらず倍精度浮動小数点に 
	進 �

桁を詰めて計算する．そのため，�桁の多数桁乗算の計算量は��� �
�����となる．以
下図中で示す桁数は結果の桁数で，入力桁数は結果の桁数の半分である．�����$%�に
よる複素���分割乗算の計算桁数と計算時間の関係を図 ��
に示す．結果の計算桁数
を 
	進 
�� 桁から �倍づつ増やし，�	���桁まで計算した．それぞれの分割数は ��

又は ��であり，� はメガの単位で� " ��� " 
� 	��� ���である．図 ��
で測定点を結
んだ線は直線となり，計算桁数を �とすると計算時間がほぼ��� �
�����になっている
ことが分る．更に，計算時間が分割数�に依存しないことを示すため，�種類の計算
機で一定桁数の計算を分割数を変えて実験した．結果が 
	進 ����桁となる分割乗算
を �����$%�で実測したものを図 ���に，��� 桁の分割乗算を�$�
�で実測したもの
を図 ���に示す．分割数は，�����$%�が �から 
��まで，�$�
�が � から ��まで �倍
づつ変化させたものである．両図から，計算時間は分割数に依存しないことが分る．

図 ��
9 複素 ���分割乗算の桁数による計算時間 ������$%��

	�
�� �段階���による分割乗算

�段階���計算は，上位���計算と下位���計算の �段階に分け，更に上位���

は分割数�に分ける処理と分割した後の処理の�ステップに分けて計算する．上位���

の計算では整数を使用し，�����$%�では ��ビット整数に 
�進 
�桁を入れ，�$�
�で

��



図 ���9 複素 ���乗算の分割数と計算時間 ������$%�&����桁�

は ��ビット整数に 
�進 �桁を入れて計算した．下位���は拡張複素���を使用し
て，負巡回多数桁乗算をする．複素 ���は倍精度浮動小数点を使用し，�����$%�で
は ��ビット整数を �分割し �進 
�桁を詰め，�$�
�では ��ビット整数を �分割し �

進 
�桁を詰めて計算した．数値実験では計算桁数によらず，要素あたり詰める桁数を
一定としたため，�桁の多数桁乗算の計算量は��� �
�����となる．以下図中で示す桁
数は結果の桁数で，入力桁数は結果の桁数の半分である．�����$%�による �段階���

分割乗算の計算桁数と計算時間の関係を図 ���に示す．結果の桁数を 
�進で �	� 桁
から �倍づつ増やし，���	� 桁まで計算した．それぞれの分割数は ��又は ��であり，
� はメガの単位で� " ��� " 
� 	��� ���である．図 ���で測定点を結んだ線は直線と
なり，計算桁数を �とすると計算時間がほぼ��� �
�����になっていることが分る．更
に，計算時間が分割数�に依存しないことを示すため，�種類の計算機で一定桁数の
計算を分割数を変えて測定した．結果が 
�進 ��	� 桁となる分割乗算を �����$%�で
実測したものを図 ���に，

�� 桁の分割乗算を �$�
�で実測したものを図 ���に示
す．分割数は，�����$%�が �から 
��まで，�$�
�が � から ��まで �倍づつ変化させ
たものである．両図から，計算時間は分割数に依存しないことが分る．

��� まとめ
高速剰余変換（���）を適用し使用メモリを削減するため，ファイル ���を利用し

た多数桁の乗算を高速に行う方法を考案した．本多数桁の分割乗算で �桁の多数桁乗

��



図 ���9 複素 ���乗算の分割数と計算時間 ��$�
�&���桁�

算を�分割して行う時，使用メモリ量は分割前のほぼ 
��に減少し，計算量とファ
イル ���量の両方とも分割数に依存せず，それぞれ��� �
����
� �
����及び����に
なることを理論的に示した．理論を裏づけするため，ワークステーションとパソコン
を使用した数値実験を行った．数値実験では，複素���及び �段階���を利用した
分割乗算を対象にして，計算桁数及び分割数を変化させた場合の測定を行い評価した．
その結果，計算時間は分割数に依存することなく，理論評価式 �計算量�にほぼ従うこ
とが分かった．今後，本方式を �		�年に達成した円周率世界記録のプログラムに追加
し，次期円周率計算の世界記録はメモリ量 �使用ノード数�が少ない場合でも実行可能
なようにする．

��



図 ���9 �段階 ���分割乗算の桁数による計算時間 ������$%��

図 ���9 �段階 ���分割乗算の分割数と計算時間 ������$%�&��	�桁�
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第�章 ���兆桁�計算の世界記録

��� はじめに
多数桁の円周率計算は古代から数学者によって計算されてきた．
 � 年に計算機で

約 �千桁を計算し，約半世紀の間に表 ��
に示すように �億倍と飛躍的に計算桁数が
伸びている．
 �
年までの最初の ��年間はすべて������公式での記録で，それ以後

   年の �	�
億桁の記録までは，算術幾何平均法 ����法，ガウス・ルジャンドル
法�1��2 1��2か(0$,�
#!65の公式 1��2を使用している．その理由は，計算桁数を�とす
ると������公式の計算量が����� 1��2となるのに対して，���では�����
�����1��2

に削減されるためである．この間，(0$,
�
#!65兄弟が(0$,
�
#!65の発見した級数
展開法で計算しているが，その詳細は公表されていない．今回，
 ��年の 
			万桁以
来，約 �	年ぶりに������公式での世界記録を達成した．これは従来，������公式の
計算量が�����であったのを，分割有理数化法 �����を考案 1 2して���法とほぼ
同等な�����
�������1�2 に削減できたためである．今回は最初から 
兆桁以上の記録
達成を目標とした．
兆桁計算で最も問題になるのは，計算機の記憶容量である．この
ため，工夫により１兆桁同士の乗算回数を，���法より削減可能な級数展開法を採用
することにした．�		
年に，計算量の最も少ない(0$,
�
#!65の公式で正計算をし，
��%��$7��の公式で検証計算をした．この時は �� �億 
��	万  ��	桁以降で不一致
が発生した．�		�年に，計算量が(0$,
�
#!65の公式の約 �倍となるが，なじみの深
い������公式にプログラムを変更して再挑戦した．まず，�		�年 
	月 �日に正計算
と検証計算の結果，
�進数で 
兆 �	�億桁が正確に計算できたことを確認した．次い
で，同年 

月 ��日に，
	進数で 
兆 ��

億桁に正確に変換できたことを，
�進数か
ら 
	進数への変換及び再変換で確認した．従来までは 
	進数の �の世界記録計算に
おいては，
	進の �の値を直接計算していたが，今回は���法の基底変換への適用
性の検証のため，
�進で �を計算し 
	進へ変換する方法を採用した．また，�		
年
の 
兆桁計算は ?��			��EEの 
��ノード（��+のメモリ）を使用したが，�		�年
の計算は半分の ��ノード（
�+のメモリ）で実行する必要が発生したため，������

公式に変更するなどの更なるメモリ削減対策を行なった．　

��



表 ��
9 計算機による円周率計算の記録

計算 計算時間 計算公式
��� 記録保持者 使用計算機 年月 計算桁数 検証時間 検証公式
� ����������� ����  �!"# �
�
 �$��� ～��% &�&�
� ���%����� ��� ���# �
�� �$�
� ����'� &�&�
� (����� )��*�+� �
�� �$��� ��% ,�-�
� -��+.� !/& ��� �
��0� ��$��� �%��� &�&�
� -+����+� !/& ��� �
�
 ��$��� �%��� &�&�
� 1%*�2�$ 3����% !/& ��
� �
�� ���$��� �%����%��� 1�-�
� -+����+�$ !/& ���� �
�� ���$��� ��%��� -

(����*��� ��%��� 1
� -+����+�$ #4# ���� �
�� ���$��� ��%�� -

4��%*�5� ��%�� 1

 -+����+�$ #4# ���� �
�� �$���$��� ��%��� 1

/�+.�� ��%��� -
�� 三好， ("#�& �
�� �$���$��� ���%�� ,

金田 &'��� ���%�� &
�� 田村， 6!7"# �
�� �$�
�$��� �%�� -'8

金田 &'���6 �%�� -'8
�� 田村， 6!7"# �
�� ��$���$��� ��% -'8

金田 &'���6 �%�� -'8
�� 後， 6!7"# �
��0�� ��$���$��� ��% -

金田 1'���0�� ��% -'8
�� -��5�� 1.�9����� �
��0�� ��$���$��� '���%� �*��/��
�� /*���. #�":'� �
��0� �
$���$��� ��%���%� /��/��
�� 金田， 6!7"# �
��0
 ��$���$��� �%�� -'8

田村 1'���0�� ��% -'8
�� 金田 6!7"# �
��0�� ��$���$��
 ��% -'8

田村 1'���0�� ��%��� -'8
�� 金田， � # �
��0� ���$���$��� ��%�� -'8

田村 他 1;'� ��%�� /�
�
 金田， 6!7"# �
��0� ���$���$��� �%��� -'8

田村 1'���0�� �%��� /�
�� #%+���<�2.� !/&'��
� �
�
0� ���$��
$��� ' #%+
�� 金田， 6!7"# �
�
0� ���$���$�
� ��%��� -'8

田村 1'���0�� ��%�
� /�
�� #%+���<�2.� !/&'��
� �
�
0� �$���$�
�$�
� ' #%+�#%+�
�� 金田， 6!7"# �
�
0�� �$���$���$�

 ��%��� -'8

田村 1'���0�� ��%��� /�
�� #%+���<�2.� ' �

�0� �$���$���$��� ' #%+�#%+�
�� #%+���<�2.� ' �

�0� �$���$���$��� ' #%+�#%+�
�� 高橋 6!7"# �

�0�� �$���$���$��� ���%��� /�

金田 1'����0��� ���%��� -'8
�� #%+���<�2.� ' �

�0� �$���$���$���= ' #%+�#%+�
�� 高橋， 6!7"#6! �

�0� ��$��
$��
$��� �%��� -'8

金田 1����� �%��� /�
�
 高橋， 6!7"#6! �

�0� ��$��
$���$��� �
%�� /�

金田 1����� ��%�� -'8
�� 高橋， 6!7"#6! �


0
 ���$���$���$��� ��%�� -'8

金田 1����� ��%�� /�
�� 金田，後 6!7"#6! ����0�� �$���$���$���$��� ���%��% 7

，黒田 他 1�����0&)) ���%�� 1

公式欄の -$,$&$1$7はそれぞれ *���*� 級数による -*+��$,������������*$&*�%��$1������$高野の公式である．
-'8$/�$/� はそれぞれ "-& による -*+��'8+������$/������ の � 次及び /������ の � 次の公式である。
�*�$#%+はそれぞれ �*�*�+>*�級数展開における �*�*�+>*�及び #%+���<�2. の公式である。

��



��
 �の�兆桁計算方針


���� �兆桁挑戦の契機


  �年に���法の原理を考案 1 2し，
  �年に京都大学数理解析研究所で発表し
た．このとき，�の級数展開式に���法を適用すると，従来世界記録更新に利用され
ていた算術幾何平均法 ����法�と同等の計算量で，メモリ使用量が大幅に削減でき
ることが分かった．これにより，使用メモリ量が 
�+の計算機で 
兆桁 �計算の可能
性が出てきた．その結果，
兆桁 �計算を達成するためのアルゴリズムの検討とプロ
グラム作成を開始した．�		
年春から，東大金田康正教授をプロジェクトリーダとす
る，東京大学と日立製作所の共同プロジェクト体制で，プログラムの並列化とチュー
ニングを実施し記録達成を目指した．


���� 主な検討事項

最初は使用メモリ量を ��+とし，
�進 
兆桁 �
	進 
��兆桁�の計算を目標にした．
しかし，�		
年に?��			��EEの 
��ノード �メモリ ��+�での正計算に失敗し，
��

ノード使用は周囲の状況から困難となった．そのため，�		�年の目標は半分の ��ノー
ド �メモリ 
�+�で，同じ 
�進 
兆桁 �
	進 
��兆桁�計算をする方針に変更した．以
下に目標を達成するための検討事項と結果の概要を示す．検討結果で採用した手法の
詳細は別に記載する．ここではどのような項目を検討し，どれを最終的に採用したか
を記載する．

�計算の全体使用領域削減


� �計算公式及び基底数
���法の考案により �の級数展開が���法と同程度の計算量で可能になった．
また，級数展開は���法に比較して，
兆桁同士の乗算回数を大幅に削減でき
るため，メモリの使用量を削減できる利点があり，級数展開を使用することに
した．�計算の基底は 
	進表示で行う方法と，
�進 ��進�表示で行う方法の �

種類が考えられる．従来の記録は 
	進表示で計算されていたが，今回はメモリ
効率を考慮し，
�進表示の �を計算し，
	進数表示に変換する方法を採用する
ことにした．これは，���法で 
	進 
�進の基底変換が可能であることを，大
規模計算で実証するためでもあった．級数展開として，�		
年は速度を重視し
(0$,�
#!65及び��%��$7��の公式を採用した．�		�年はメモリ使用量の削減
が必要なことに加え，公式の認知度及び �計算が計算機の耐久性試験となること

� 



などを考慮し，������公式を採用した．

�� 級数の分割計算
有理数で級数展開された値を���法で計算する場合，分子分母ともに必要な桁
数で打ち切り，全項数を纏めて計算するのが計算量は最小となる．ただし，今回
は 
兆桁を目標とするため，多量にメモリを使用する 
兆桁同士の乗算の回数
を削減する必要がある．そこで，級数を分割し，求める桁数の 
�&の桁数まで
���法で通分して，通分した分数は通常の方法で計算することにした．
�+の
計算機で 
兆桁を計算するケースを想定し，& " �とすることにした．その理由
は，& " �では分割しないケース �� " 
�に比較して計算量が約 
��倍の増加で
あるが，& " 
�では約 ���に増加するためである．& " �とし & " �と同じ桁数
�
�進数で 
兆 �	�億��桁�まで通分すると，
�進数で  	
�億桁，
	進数で 


兆 �� 桁が計算できるが 
�進数で目標の 
兆桁を越さないため，今回は使用し
ないことにした．

�� ��!6の活用
������公式で円周率を計算する場合は，複数個の������公式を使用する．
�+

のメモリ量で 
兆桁の計算をすると，
兆桁の������結果を保存するだけでメ
モリ量の半分の 	���+の記憶容量が必要である．このため，途中計算の������

結果は��!6に保存する必要がある．更に，���法で������級数を分割して計
算すると，その途中結果も��!6に保存する必要がある．������結果の��!6へ
の保存に対して，途中結果の保存は桁違いのファイル ���量となる．このため，
ファイル ���の高速化対策が必要である．また，途中結果が��!6に保存されて
いるため，その時点での中断及び再開が容易である．

多数桁の記憶方法と多数桁乗算方法

従来より �倍の計算桁数に対するメモリ効率を向上させるためには，���法の利用
による公式の変更と級数の分割計算だけでは不十分で，多数桁乗算を考慮した多数桁
の記憶方法を十分検討する必要がある．多数桁の記憶方法はプログラムの原型を E(

で開発することを考慮し，E(でも１ノードのスーパーコンでも共に動作する方式と
した．また，ノード間並列化により変更するプログラムの範囲をできるだけ少なくす
ることにした．


� 多数桁の記憶方法
多数桁の保存は利用効率を考え，スーパーコンでは ��ビット整数 ��バイト整数，
�G��を使用し，E(では ��ビット整数 ��バイト整数，�G���を使用して保存する

�	



ことにした．�G�又は �G�に記憶する値は �進数 �
�進数�又は 
	進数の �桁と
した．桁数 �はプログラム中では可変とし，多数桁乗算のためにそれらの値を
E(では �分割し，スーパーコンでは �分割できることを仮定した．�G�では �進
数で ��桁又は 
	進数で �桁，�G�には �進数で �	桁又は 
	進数で 
�桁を記憶
した．多数桁の記憶方式は，���法による有理数計算に使用する，固定小数点
表示と，実数として使用する浮動小数点表示の両方をサポートした．浮動小数点
表示の仮数部は先頭の位置に小数点を置き，表現方法は固定小数点表示と同一に
することにした．固定小数点及び浮動小数点とも，桁数と並列化を考慮して �種
類を用意した．

�� 多数桁の乗算方法
桁数が大きい場合の多数桁の乗算方式として下記の �種類を比較検討した．
��� 実 ���による多数桁の乗算．
�4� 実���と3����!$4�法による多数桁の乗算．
��� 複数個の整数 ���と中国剰余定理による多数桁乗算．
�,� �段階 ���（上位は整数 ���，下位は実数 ���）による多数桁乗算．
入力が共に 
	進の 	��兆桁で出力が 
兆桁の乗算の使用メモリ量で比較すると，
���&�4�&���&�,� はそれぞれ  �	兆バイト，���兆バイト，
� 兆バイト及び 
��兆バ
イトとなる．ここで，�4�は3����!$4�法を �回適用したもので，���は �個の整
数���を利用した場合である．�4�及び ���はそれ以上適用回数及び利用個数を
増加してもメモリ使用量はほとんど減少しない．また，3����!$4�法は１回適用
するごとに計算量が約 
��倍増加する欠点がある．一方，�段階���は下位の実
数 ���で計算する桁数が 
兆桁の平方根の 
		万桁程度で済むこと，及び並列
化は上位の整数 ���にだけ実施すれば良い利点がある．これらを，考慮して �

段階 ���を桁数の多い多数桁の乗算方式として採用した．

結果の検証方法


� 
�進数の �の検証
異なる �公式による計算結果を比較する．
�進表現で，�公式の計算結果の最後
の数十桁を除いて一致していれば両者の計算結果は正しいと判定する．両公式
とも������公式の場合は，高速化のため������の引数が一致しているものは，
正計算で計算したものを検証計算でも利用する．そのため，両公式で同じ引数の
������に掛ける係数は必ず異なるものを採用する必要がある．今回の計算では
正計算で計算した�������
����と�������
��� �の値を検証計算でも利用した．
これらの係数は正計算ではそれぞれ ��及び;�で検証計算では ��及び �で異なる

�




値である．

�� 
	進数の �の検証
求めた 
�進数の円周率の値を 
	進数に���法で変換し，
	進数に変換した値
から再度 
�進数に���法で再変換する．再変換した 
�進数が入力した 
�進
数と入力した桁まで一致したら，
	進数への変換は正しいと判定する．


���� プログラム作成方針

プログラムの作成は下記の �段階で作成した．最初の �段階は著者が単独で作成し，
後半の �段階は東京大学金田教授をプロジェクトリーダとする東京大学と日立製作所
の合計 
	名のプロジェクトチームで作成した．


� ���法の �計算原理確認プログラム
���法を利用して，������公式及び��%��$7��公式による �の多数桁の計算
プログラム．���法での級数計算プログラムが正しく動作することの確認が目
的である．メモリの使用量は考慮しないで，�;�5<.データ形式だけをサポート
する．

�� E(で動作する �世界記録用原型プログラム
��ビット整数を使用し，�段階���による乗算及び+;�5<.データと��!6を使
用した計算をサポートし，�世界記録用原型プログラムと位置づけ，主計算に向
けてのパラメータの調整を目的とした．
�進 
	進及び 
	進 
�進の基底変換プ
ログラムも同様である．

�� ?��			の１ノード用プログラム
��ビット整数を使用し，ノード内並列化とマシン依存のチューニングを実施した．

�� ?��			の並列ノードプログラム
(;�5<.データのサポートとノード間並列化及びチューニングを実施した．

��� �計算の全体使用領域削減


���� ���法を使用して �計算公式の変更

計算機による円周率の世界記録は表 ��
の 
 ��年の'��

の記録を境に，大きく二
つに分けられている．
 �
年の'��
	による �		万桁の計算までは総て������公式
による級数展開を利用している．一方，'��

以降は算術幾何平均法 ����法，相加

��



相乗平均化法，サラミン・ブレント法，ガウス・ルジャンドル法とも呼ばれる）及び
��%��$7��公式の一種である (0$,
�
#!65の公式である．(0$,
�
#!65兄弟が実施
した，(0$,
�
#!65の公式の計算手法は公開されていないが，推測によると今回使用
した���法の類似のアルゴリズムを使用したと思われる．'��

以降に世界記録に
使用されてきた���法は，
 ��年に+�.��と ?���%��の�人によってまったく独立に
発見された，楕円積分に関する��$!!の計算法と，*.�.�,�.の関係式を用いて円周率
を求める公式である．この公式の利点は，������公式による桁数 �の計算量が�����

であったのに対して，�桁同士の多数桁乗算の計算量を����とし���法を適用する
と，円周率計算の計算量を������ �
���に削減できることである．また，���を使
用すると���� " ��� �
����
� �
����となることが知られている．このため，
 ��年
以降の円周率世界記録の計算には���法が使用されてきた．しかし，���法の欠点
は求める桁数と同じ桁数の乗算，除算及び平方根の計算が �
��回程度必要なことと，
同一桁数の配列を計算の過程で保持する必要なことである．この当時まだ，ファイル
���を使用した高速な分割乗算方式がなかったため，���法の計算には多くのメモリ
量が必要であった．���法による 
   年の �	�
億桁の世界記録の例で見ると，
兆
バイト �
�バイト�のメモリ量を持つ計算機を使用している．このため，バイト当たり
の計算桁数は 	��桁�バイトとなる．
   年の世界記録の達成においては，メモリ削減
のために3����!$4�法と実���を組み合わした多数桁乗算方式の採用等，種々の工夫
がされている．今回，
�進で 
兆桁，
	進で 
��兆桁の計算を目標とした．使用メモ
リは最大 �兆バイト ���バイト�のため，バイト当たりの計算桁数は 	��桁�バイトと
なり，�	�
億桁の場合の �倍になる．このため，多数桁乗算のメモリ当たり桁数を多
少改善したのでは不可能で，計算公式の変更が必要となった．幸い，考案した���法
を級数計算公式に適用すると，�桁の円周率の計算量は��������
�����と���法と
ほぼ同一になり，メモリ使用量を削減することが可能となる．目的の円周率の桁数で，
計算量を推定すると，��%��$7��級数展開の(0$,�
#!65公式が最も少ないことが判
明した．計算量からの推定では，(0$,�
#!65公式が最速で，次に��%��$7��の公式
で，その次に������公式及び���法となる．その比率は，メモリが十分利用できる
とし(0$,�
#!65公式を 
とすると，それぞれ約 
��倍，約 ��	倍及び約 ��	倍かかる．
面白いことに，
兆桁の計算では������公式と���法は同等の計算量となる．両公
式とも多数の計算公式が知られているが，高速なもの数種類に限るとほぼ同等で，差
は 
割以内である．�		
年に ��バイトのメモリを使用し計算時間が短くなるように，
主計算に式 ���
�の(0$,�
#!65公式を，検証計算に式 �������%��$7��の公式を使用
することにした．式 ���
�の計算項数�
は求める 
	進桁数の約 	�	�倍で，式 ���
�の
計算項数��は約 	�
�倍である．しかし，これはプログラム不正のため 
�進約 �� �

億桁のところで結果の不一致が発生し，��バイトのメモリの計算機を使用する機会が
得られなかったために断念した．この �つの公式は円周率の逆数を求める公式のため，

��



最後に求める桁数の逆数計算が必要になる．この部分の計算は，
�進 
兆桁を �分割
しファイル ���を使用して実施したが，��バイトのメモリが必要なため，半分の 
�

バイトでは実行できないプログラムになっていた．そこで，�		�年は正計算の計算時
間が �倍必要ではあるが，
�バイトのメモリで実行可能な������公式に正計算及び
検証計算共に変更することにした．
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���� ���法の分割による使用領域削減

���法による������関数のトーナメント通分処理は，最終的に 
個の分数になる
まで計算し，分子，分母共に計算桁数以上になればその桁数で打ち切るのが計算量を
最小にする．しかし，今回はメモリの使用量を少なくし，
�バイトのメモリで 
�進

兆桁を計算するのが目標であったため，計算量の多少の増大には目をつぶり，通分
処理は計算桁数の 
��で打ち切り，正確な分数（整数）から桁数の長い実数を計算す
る分割���方式を採用した．このため，通分化した級数の計算は後の項から行った．
通分処理を計算桁数の 
�
�で打ち切れば，メモリ的には楽であるが，計算量が大きく
増加すると推定されたため，ぎりぎり 
�バイトのメモリに納まる 
��で打ち切る方
法を採用した．この時の計算量は，分割しないときの計算量の約 
��倍である．この
方式により，
�進 
兆桁同士の乗算及び除算は不要となり，ファイルに記憶した 
兆
桁とメモリ上の 
��兆桁の乗算及び除算が最大桁数の乗除算処理となった．


���� �
進数の �を計算し��進数に変換

多数桁の円周率の計算は，多数桁を数桁の 
	進数に分けて記憶し，計算もそのまま
数桁の 
	進数単位で行うのが一般的である．
   年の�	�
億桁の計算までの世界記録
は総て 
	進数単位で計算されたと思われる．しかし，今回はメモリ利用効率と，���

法が �進 
	進変換などの基底変換にも適用可能なことを実証する目的で，������公式
により 
�進数の �を計算し，
�進の値を 
	進数に変換する方式を採用した．
	進数

��



への変換が正しくおこなわれたかの検証は，変換した 
	進数を 
�進数に逆変換して，
元の 
�進数に一致することでおこなう．
�進数（�進数）の �を計算し 
	進数に変換
することのメリットは，計算機の整数及び浮動小数点が �進数表示のためである．
�

進数だと ��ビット整数に 
�進 
�桁（�進 �	桁）記憶し，ビットシフトにより，桁上
げ処理が容易におこなえる．また，��ビット整数に記憶した �進 �	桁を �分割して，
浮動小数点に渡す処理が容易である．一方，ほぼ同一のメモリ効率で 
	進表示だと，
��ビット整数に 
	進 
�桁つめる必要がある．しかし，
	進 
�桁つめると桁上げ処
理にシフト演算が使用できなく，ビットの余裕が少ないため，桁上げ処理が複雑にな
る．また，
�桁つめだと �分割して浮動小数点に渡す処理はできない．このため，
	

進数表示だと ��ビット整数に 
�桁つめて計算することになり，メモリ効率が低下す
る．また，������公式による �の計算と 
�進 
	進変換の計算量を比較すると，
�進

	進変換の方が約 
��	と小さい．このため，�計算を 
�進で行い，
	進数に変換す
ることが効果的と判断した．
	進数で直接計算することに対するデメリットは，計算
方式が複雑になりプログラム行数が長くなることである．今回作成したプログラム行
数が約 �万行になった内の，約 �割は 
�進 
	進及びその逆変換用のものである．

��� 多数桁の記憶方法と多数桁乗算方法


���� 多数桁の記憶方法

�の世界記録計算では，��ビット整数 ��バイト整数，�G��に �進 �	桁 �
�進 �の
計算� 又は 
	進 
�桁 �
	進数への変換�を記憶した．多数桁乗算及び除算の計算は，
実数 ����下位 ����使用時は �分割し，倍精度浮動小数点 ��バイト�に �進 
�桁又
は 
	進 �桁を記憶し計算した．整数 ����上位 ���� 使用時及び多数桁の加減算処理
では ��ビット整数に �進 �	桁又は 
	進 
�桁を記憶したまま計算した．ただし，E(

での原型プログラムでは ��ビット整数が利用できないため，��ビット整数 ��バイト
整数，�G��に �進 ��桁又は 
	進 �桁を記憶し，実���使用時は �分割してテストし
た．プログラム上は �G�及び �G�共に上記桁数を上限としそれぞれ �及び �刻みの可変
桁数が指定可能とし，記憶桁数を変えたテストも実施した．?��			での世界記録の計
算では，多数桁の記憶はノード内で桁数が小のときは�;�5<.データ形で，桁数が大の
時は +;�5<.データの形で記憶し，複数ノードに分散記憶するときは (;�5<.データの
形で記憶した．いずれの �5<.のデータも，固定小数点形式と浮動小数点形式の �種類
を用意し，必要に応じて利用した．(;�5<.データはノード並列化のときに必要なもの
で，E(での原型プログラムには実装していない．

��



������データ


� 固定小数点形式
��ビット整数 ��G��に �進 �	桁又は 
	進 
�桁を詰めて記憶する．記憶要素数
�桁数��は別に記憶する．�要素で構成される多数桁を�の � � 
次の多項式 	

で示すと式 �����の　のようにになる．多項式 	 の係数 ��を ��から順に ��まで
��ビット整数として記憶する．

	 " ���
��� ) ���

��� ) � � �) ����� ) ��

� " ��� <. 
	��� 	 �� 	% ���� � " 
� �� � � � � � �����

係数 ��は上記以外に，非ゼロとなる先頭の要素と同一符号を持たす表示もオプ
ションとして可能である．この時は 	 �� 	% �である．

�� 浮動小数点形式
��ビット整数 ��G��の指数部 �と �G�の �個の要素の仮数部で構成する．仮数部
の 
要素に �進 �	桁又は 
	進 
�桁を詰めて記憶する．浮動小数点表示の多数
桁を�の �� 
次の多項式 	 で示すと式 �����のようになる．計算結果は正規化
する．即ち，��がゼロとなるのは真のゼロのときだけである．

	 " ������
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� �� � � � � � �����

係数 ��は固定小数点の場合と同様に各係数が同一符号を持つ表示も可能である．

������データ

本 �5<.のデータの乗算は �段階���を利用しておこなう．�段階���の上位���

の要素数を� とし，
要素は ��ビット整数 ��G���個で構成する．本 �5<.のデータは
乗算の中間結果の格納にも利用するため，各要素の先頭の 
個 ��G��は，多数桁の格納
時にはダミーとして常にゼロにしておく．


� 固定小数点形式
�;�5<.データと同様に ��ビット整数 ��G�，ワード�に �進 �	桁又は 
	進 
�

桁を詰めて記憶する．式 �����のように � 要素 ��� ワード�の多数桁を � の
��� 
��� � 
�次の多項式で示す．�の最終的な係数 ��
�を ��
�から順に ��
� ま
で記憶する．
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� 	% ���� � " �� �� � � � � �� � " 
� �� � � � � � �����

係数 ��
�は�;�5<.の場合と同様に各係数が同一符号を持つ表示も可能である．

�� 浮動小数点形式
��ビット整数 ��G��の指数部 �と��個の �G�の仮数部で構成する．+;�5<.デー
タの固定小数点形式を浮動小数点形式に変更したもので，指数は要素単位 ��G�が
�個�に指定する．浮動小数点表示の多数桁を�の ���
��� �
�次の多項式 �で
示すと式 �����のようになる．指数 �と �の仮数部の最終的な係数 ��
�を ��
�から
順に��
�まで記憶する．計算結果は正規化する．即ち，��の係数 ��
�� � " �� � � � � �
が総てゼロとなるのは真のゼロのときだけである．
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� 	% ���� � " �� �� � � � � �� � " 
� �� � � � � � �����

������データ

本 �5<.のデータは +;�5<.データと基本的構成は同じであるが，複数ノードで１つ
の値を記憶する．ノード間のデータの配置方法はブロック・サイクリック分割である．
１つのデータに対するノード間の並列処理は本�5<. のデータに対してだけおこなう．
使用する全ノードで１つの値を持つことも，ノードを複数のグループに分けてグルー
プ毎に１つの値を保持することもできる．


� 固定小数点形式
構成方法は +;�5<.データと同じで，要素数を� とし，１要素は ��ビット整数
��G���個で構成する．各要素の先頭の１個 ��G��はダミーとして常にゼロにして
おく．ブロック・サイクリック分割の単位は１要素，つまり �G�が �個である．

�� 浮動小数点形式
構成方法は+;�5<.データの浮動小数点形式と同様である．仮数部のブロック・サ
イクリック分割方法は(;�5<. データの固定小数点形式と同じである．一方，指
数部は各ノード毎に保持する．但し，有効な指数部は先頭のノードのものだけで
ある．

��




���� �段階���による多数桁乗算

円周率世界記録用プログラム作成時には，����高速剰余変換�の理論を完成してい
なかったため，�段階 ��� を使用した．���と ���は導出の考えが異なるだけで，
計算式は同一である．�段階���による多数桁の原理と使用メモリ量の比較は，「高速
剰余変換による多数桁乗算」の �段階 ���による多数桁乗算の節に記載した．また，
具体的計算方法は「高速剰余変換による多数桁分割乗算」の �段階 ���による分割
乗算の節に記載した．そのため，ここでは説明を省略する．本 �段階���による多数
桁乗算は，上位���は分割しないで正巡回乗算と負巡回乗算の �回実施し，元の多数
桁乗算にする方式を使用した．この方式を採用した理由は，メモリ量の削減と誤演算
した場合のチェックが可能なためである．誤演算のチェックは，正巡回乗算と負巡回乗
算の結果の一部が理論的に一致するため，その部分が計算時に一致するかチェックす
ることで実施した．また下位 ���による多数桁乗算には，実 ���による多数桁乗算
方式を使用した．


���� 有効ビットの確保


�進表示の 
兆桁 �
	進�を，実 ���でそのまま乗算すると下記の様に，乗算結果
の 
要素の最大値が倍精度浮動小数点の精度（���）を超える．即ち，入力の 
要素に

桁入れても乗算結果の 
要素の値が，最大で要素数× 
�進 �桁となり丸め誤差の累
積（最大で 
�進 �桁程度）を考慮すると，倍精度浮動小数点（���精度）で正しく求
まらない．
　　結果の 
要素の最大値 " 要素数× 
要素桁数の �乗×丸め誤差の累積
　　 
	�� � 
�� � 
�� , ��� � ��� " ��� , ���

この問題点の対策方法として，多数桁を �進�桁単位に要素に分割するとき，各要素
の値ごとに正負の値を持たし，各要素の絶対値が ����以下とするように桁上げ処理
を実施する．この方法を用いると，結果の 
要素の最大値が正負の混合加算により打
ち消しあって小さくなり，�	�
億桁の �世界記録の計算では実���に3����!$4�法を
組み合わせて，
要素に 
	進 �桁詰めの計算を実現している．
�進の 
兆桁を実���

だけで計算すると仮定すると，
要素に 
�進 �桁詰めがぎりぎり可能と思われる．更
に，
要素当たりに保持できる有効ビット数を向上させるために，�段階 ���が有効
である．�段階 ���の上位 ���は，整数の加減算とシフトだけで構成可能で，正巡
回と負巡回乗算を重ね合せることにより，��ビット整数に 
�進 
�桁（�進 �	桁）を
入れて計算可能となる．そのため，実 ���で �バイト ���ビット�の倍精度浮動小数
点に 
�進 �桁詰めにすることと比較し，���倍の有効ビットの利用となる．
兆桁の計
算でも �段階 ���の下位 ���による各乗算は，それぞれ数百万桁と計算が格段に短

��



い計算となるため，実 ���変換のためのメモリ使用量は問題にならない．図 ��
に �

段階���による多数桁乗算において，下位実���の倍精度浮動小数点に �進 
�桁を
つめて計算した時の，結果の実数を整数化するときに発生する最大誤差を示す．図中
の◆印は分割した各要素の値を正で ���以下とした場合で，×印は各要素の値を正負
混合でその絶対値を �����以下とした場合である．横軸の計算桁数は �段階���によ
る乗算を使用した場合の桁数であり，実���だけで計算する場合の桁数はその平方根
の桁数となる．

図 ��
9 �段階 ���による多数桁乗算の整数化最大誤差

��� 誤演算自動判定方式


�	�� 実���結果の整数化における許容範囲の活用

多数桁の乗算は �段階���で計算した．�段階���は上位���と下位���で構成
され，上位���は整数���を使用し下位���は実���を使用した．整数���は文
字通り整数計算のため計算誤差は発生しない．一方，実���は倍精度浮動小数点を使
用して計算を行うため，整数になるべき乗算結果の要素に丸め誤差が発生して整数で
なくなる．一見これは，
兆桁に達する多数桁の乗算を正確に実行するには問題の様
に思われる．実���による多数桁乗算の倍精度浮動小数点結果を四捨五入し整数化し

� 



た値を乗算結果とした．計算が正しく行われたかを監視するため，全ての実���によ
る多数桁計算における整数化誤差の最大値を求めて，���法の分割計算ごとに出力
した．また，この整数化誤差の最大値が 	�
を超えると計算が停止する仕組みにした．

兆桁の �計算では，実���による多数桁乗算結果の合計要素数は 
	��を超える．こ
のため，全ての乗算結果の要素の整数化誤差の最大値が 	�
以下で，誤って整数化す
る確立は 
	����以下と，天文学的に小さな数となる．逆に，実���の計算時における
ハード及びソフトによる計算不正や，���の !��，�
!のテーブルを作成する部分の精
度が悪い場合はこの値が 	��に近い値となる．実際に，!��，�
!の精度不良や，ハード
計算不正がテスト段階で発生し，これにより結果不正を発見し対策している．　


�	�� 正及び負巡回���の利用

�段階 ���による ��要素の多数桁乗算結果 2�� �� " 	� 
� � � � � �� � 
�は，�要素の
正巡回乗算結果 ��� �� " 	� 
� � � � � � � 
�と負巡回乗算結果 
�� �� " 	� 
� � � � � � � 
�を
計算し&2 の前半部分を 2� " ��� ) 
����� �� " 	� 
� � � � � � � 
�で後半部分を 2�
� "

����
����� �� " 	� 
� � � � � �� 
�で求めた．このとき，��と
�は理論的に同一の値と
なる．この性質を利用して，��と
�の一致性を誤演算判定に利用した．�段階 ���

の上位 ���の 
要素は最大で 
�進約 
		万桁となる．また，���の性質より，途中
計算で発生した不正結果は最初の要素��，
�の結果に影響する．このため，多数桁
乗算におけるこの誤演算判定は実に良く機能した．多数桁乗算のプログラム不良（並
列化不良を含む），精度不足及び通信不正をテスト段階で検出した．ハード計算不正
も検出している．


�	�� ��
の誤り防止対策

������公式による 
�進 �計算及び 
�進 
	進と 
	進 
�進変換には，多量の��!6

ファイル ���を利用した．そのため，���の高速化と共に ���誤りには細心の注意を
払った．データを記憶するファイル以外に，���時に誤りが発生したときのチェック用
のファイルを別に用意した．チェック用ファイルには，データファイルの種類，名称，
サイズ等の他に ��ビット整数単位に，データファイルの出力時にロジカル �,,と排他
的 
�による合計値を求めて記録し，データファイルの入力時に，記録した二つの合計
値によるチェックを行い，一致しない場合には計算を中止する仕組みにした．

 	



��� 世界記録達成の経過


�
�� 記録挑戦への	年間の経過

��
法の考案と論文化

分割有理数化法 ����法�の基本アイデアを 
  �年初めに考案し，
  �年 

月の
京都大学数理解析研究所の研究集会「数値計算における前処理の研究」で「逆数型無
限級数の �桁計算のを削減する前処理方式」と題して発表した．
   年 
月に同研究
所の講究録に「無限級数に基づく多数桁計算の削減を実現する分割有理数化法」と題
して投稿し，
   年 �月に情報処理学会論文誌に「級数に基づく多数桁計算の削減を
実現する分割 有理数化法」と題して投稿し，�			年 �月号に掲載．
  �年の京大発
表では，入力値が��
�桁の有理数の無限級数の値を多数桁で求める方式であった．そ
の後の論文化で，加法定理が適用できる級数関数に対して，入力値が結果と同じ �桁
の多数桁の場合の計算方法，連分数の計算及び基底変換への���法の適用方法を示
した．
   年末に，��バイトのメモリの計算機による 
兆桁の �の可能性について
検討を開始した．

��
法によるπ計算用プログラム開発

��バイトのメモリの計算機で���法を適用し，
兆桁の �計算が可能との見通し
が立ち，
   年夏から��%��$7��型公式による �計算の原理プログラムの作成を開
始した．最初は 
	進でファイル ���を利用しないプログラムを作成．多数桁乗算は
実 ���＋3����!$4�法及び整数 ���結果の中国剰余定理による重ね合わせなど多数
の試作プログラムを作成した．���法の計算主体には効率の点から，ファイル ���

を利用しない方針としたため，
兆桁の計算にメモリが不足すると判明した．そこで
�計算は 
�進で計算し，計算結果を 
	進に変換することにした．当初，使用する計
算機 �?��			��EE�の特性を考慮し，多数桁乗算は整数 ���の重ね合わせが有利と
判断した．?��			は倍精度浮動小数点の乗算が演算器内において，�倍精度浮動小数
点として表される �浮動小数点レジスタには取り出せない�ことを上手に利用すると，
��
�2を倍精度浮動小数点数として，� �
 �%
, 2�が高速に計算可能である．但
し，この処理は ������'や (言語では上手に利用できないため，アセンブラーで
記述する必要がある．この機能を利用した多数桁乗算方式を試作し，性能テストを実
施した．この方式は，メモリ使用面及び速度の面でも有効と判断した．しかし，この
方式は ?��			でだけ有効で，アセンブラー記述のため変更が面倒なことがあり，パ
ソコンを使用した 
兆桁の �計算プログラムの開発では効率が悪いと判断し，採用を
断念した．次に，実���＋3����!$4�法による多数桁の乗算を検討したが，メモリ効

 




率を上げるためには3����!$4�法の適用回数を �回にする必要があり，3����!$4�法
は 
回適用すると計算量が 
��倍増加するため，効率の面から断念した．そこで，�段
階���による多数桁乗算方式を考案した．メモリ面でも，速度面でも 
兆桁計算には
効率的と判断し，�段階���を採用することにした．�		
年初めに ?��			の 
ノー
ドに移植し，�段階���の上位���はパソコンの ��ビット整数から ��ビット整数に
変更し，ノード内並列化 �メモリ共用 �プロセッサーの並列化�を実施した．�		
年 �

月から，東京大学の金田康正教授をプロジェクトリーダとする，東京大学金田研究室
と日立製作所の共同プロジェクトを発足させ，?��			��EEによる並列化とチューニ
ングを実施した．
�進 
	進及び 
	進 
�進変換のプログラムの開発は少し遅れて実施
した．

���������型公式による �		�年の挑戦

�		
年  月に��%��$7��型の �公式の並列化プログラムが完成し，
兆桁 �計算を
開始した．本計算には，?��			��EEの 
��ノード ���バイトのメモリ�で一番高速
な (0$,�
#!65公式を使用し，
�進 
兆桁の計算を実施した．次に，
��ノードが使
用不可能のため ��ノード �
�バイト�で二番目に高速な��%��$7��公式を使用し，
�

進 �千億桁を計算した．その結果，約 �� �億以降で 
�進の値が不一致となり，�		


年の計算は断念した．約 �ヶ月の机上調査の結果，初期値作成の精度不足によるプロ
グラムの誤りと判明した．　

������公式による �		�年の挑戦

?��			��EEの 
��ノード ���バイト�の使用は諦め，半分の ��ノード �
�バイ
ト�を使用する方針とした．このため，(0$,�
#!65公式に比較して約 �倍計算量が必
要であるが，最後に 
兆桁同士の除算が不要で，メモリの削減が容易な������公式を
採用することにした．正計算の計算時間は，計算機能力が半分で，計算量が約 �倍に
なり，ファイル ���を本格的に使用するため，�		
年に比べて約 �倍以上が必要とな
る．しかし，これはプログラムのチューニングを徹底して行うことで，�倍以内に削減
することを目標にした．本プログラムのパソコン版は �		
年末に完成していた．�		


年 �月までは，パソコン用 
�進 
	進及び 
	進 
�進変換のプログラムの開発を実施し
た．プロジェクトとして，本格的に������公式による 
�進 �計算プログラムの並列
化及びチューニングを開始したのは �月からである．多数桁乗算や���法による通
分化等の並列化の基本部品は �		
年のものがそのまま使用できるが，��ノード計算
でメモリ使用量が半減するため，��!6への ���の量が桁違いに増加した．��!6の 
�

台並列 ���の性能を最大限引き出すための工夫は開発した �計算のプログラムだけで

 �



なく，�?や��!6コントローラの最適化も含めて実施した．その結果，
�台の��!6の
カタログ性能の約  割の 
�
=
��の ���性能をが並列 ���で達成できた．これでも，
��!6の ���時間は 
�進 
兆桁の正計算時間 �		時間の 
��の 
		時間を必要とした．
　


�
�� 利用公式

主計算は高野喜久雄 �
 ��年�の式 �����を，検証計算は��(���?�
�%.��
� �年�の
式 �����の公式を利用した．両式で �������
����及び �������
��� �が共通に存在しそ
の係数はそれぞれ異なるため，検証計算を含めた総計算時間が短くなることで両公式
を利用した．式 �����の方が式 �����より収束が速く，より高速に計算できるが検証時
間も含めた総計算時間は変らないため，日本人の発見した公式を主計算に使用した．
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������の級数展開式は式 ��� �を利用した．
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�
�� 計算経過

東大情報基盤センターのA����0� ?��			��EEの ��ノードを使用して �		�年  月
から 

月に行なった．?��			��EEの 
ノードは �プロセッサーで，
��+のメモ
リと最大 
�����*�E?の性能を有する．ノード間は �次元クロスバーで接続され，��

ノードで合計 
�+のメモリ容量となる．�の主計算と検証計算は 
�進数で計算し，
�

進数の結果を 
	進数に基底変換する方法を採用した．
�進数の �計算結果の正しさ
は，独立な �の ������の �公式に基づくそれぞれの計算結果を比較して確認し，
�

進 
	進への基底変換の正しさは，
�進入力と同じ結果が，
�進 
	進及び 
	進 
�進

 �



の連続する �つの基底変換により得られることで確認した．
�進での �の計算は主計
算，検証計算共に 
&	�	&���&�� &���桁で実施した．�種類の計算結果は最後の桁まで
一致した．その理由は式 �����の(;�5<.浮動小数点で各������の値（すべて 
以下）
を計算し，整数係数を掛けて加え ��
以上�の値を計算したことで，各������の値を
結果的に 
		万桁多くなっていたためである．
�進 �の公表桁数は最後の ��&�� &���

桁を除いた 
兆 �	�億桁とした．
	進 
�進への基底変換は 
&��
&
��&�	�&
�	で実施
した．
	進 �の公表桁数は億の単位で 
兆 ��

億桁とした．以下に 
�進 �の計算及
び 
	進数への変換過程を具体的に示す．主計算においては，
�パスを持つ��!6�磁気
記憶装置）への性能を調査する目的で，入出力量及び入出力時間を測定した．

��進 �の計算

�
� 主計算
　　　開始日時： �		�年  月 �日 ��時  分
　　　終了日時： �		�年  月 ��日 
�時 	分
　　　計算時間： 
&�� & �� 秒 9 約 �		時間 	分
　　　中断回数： �回
　　　��!6への入出力量： � �&			 �+

　　　��!6への入出力性能： 
�
 �+�!

　　　��!6への入出力時間： 
		時間（計算時間の内数）
　 ��� 検証計算
　　　開始日時： �		�年  月 ��日 
�時 ��分
　　　終了日時： �		�年 
	月 �日 
	時 �	分
　　　計算時間： ���&��� 秒 9 約 
��時間 �分
　　　中断回数： �回
　 ��� 結果の検証
　　　開始日時： �		�年 
	月 �日 
�時 ��分
　　　終了日時： �		�年 
	月 �日 
�時 ��分
　　　計算時間： �&��� 秒 9 約 
時間 

分

�	進数への変換

�
� 
	進数への変換
　　　開始日時： �		�年 

月 
�日 
�時 �
分
　　　終了日時： �		�年 

月 
�日 
�時 
分
　　　計算時間： ��&	
 秒 9 約 ��時間 �	分

 �



　　　中断回数： 	回
　 ��� 
�進数への逆変換
　　　開始日時： �		�年 

月 ��日 
�時 �分
　　　終了日時： �		�年 

月 ��日 
�時 � 分
　　　計算時間： ��&��	 秒 9 約 �
時間 ��分
　　　中断回数： 	回
　 ��� 結果の検証
　　　開始日時： �		�年 

月 ��日 
�時 ��分
　　　終了日時： �		�年 
	月 ��日 
�時 	�分
　　　計算時間： �&��
 秒 9 約 
時間 
�分


�
�� 計算結果

��進計算結果

�
� 計算桁の手前の �	桁
　　　小数点以下 
&	�	&���&�� &���桁まで計算し，一致を確認した．
　　　 
&	�	&���&�� &�	�～
&	�	&���&�� &���桁までの �	桁は下記の通り．
　　　 ���������� ��������	
 �������
�� ����	�	��� ���
���
��

　 ��� 宣言桁の手前の �	桁
　　　計算宣言桁数は小数点以下 
兆 �	�億桁とした．
　　　宣言桁の手前の �	桁は下記の通り．
兆 �	�億桁目は 	である．
　　　 ���	������ 	������	�� ������
��� ��	������	 ����
����


　 ��� 
兆桁の手前の �	桁
　　　 
兆桁の手前の �	桁は下記の通り．
兆桁目は �である．
　　　 �����
���� ����
����
 ������
��� ���
��
��
 ���
������

　 ��� 最初の �		桁 �最初の �は桁数に含めず�

　　 ������������ ��
������
 ����
�	
	� ����

���� �

����

�

　　　 ����
����� ���
������ �����
��		 ���������� �

����
��

　　　 �
�	�
	��
 ���������� ���	

�	
� �����
�
	
 ��������
�

　　　 ��
������� ����	����
 �����	���� ��������	� 
���	�

��

　　　 ����	�

�� ��

�	��
� ���	
�
��� ���������� ���
�
��	�

　　　 �	���
���� ������
��� 	�
�
�	��� 	�������	� ����������

　　　 ����	����� �������
�� 
��
���
�� ���
������ �
�����
��

　　　 �
����	
�� ���������� 	
���
�
�� ��
���
�
� ���
������

　　　 �	��		���� �����		��� �������
�� �
�������� ������
��	

 �



　　　 ��
������� ���
�����
 �������
�� ���������� ����������

�	進計算結果

�
� 計算桁の手前の �	桁
　　　小数点以下 
&��
&
��&�	�&
�	桁まで計算し，一致を確認した．
　　　 
&��
&
��&�	�&
�
～
&��
&
��&�	�&
�	桁までの �	桁は下記の通り．
　　　 ��
������	 �
�	������ ��������
� 
��������� ������	���

　 ��� 宣言桁の手前の �	桁
　　　計算宣言桁数は小数点以下 
兆 ��

億桁とした．
　　　宣言桁の手前の �	桁は下記の通り．
兆 ��

億桁目は �である．
　　　 ��
��
�
�� ����	
���� ��
��
��

 ����	
���	 ���
���
��

　 ��� 
兆桁の手前の �	桁
　　　 
兆桁の手前の �	桁は下記の通り．
兆桁目は �である．
　　　 �
	�	���
	 
�����
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�

　 ��� 最初の �		桁 �最初の �は桁数に含めず�
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 ��
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 ��	�
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��� ��
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�
��


�
�	 プログラムの規模

プログラム作成言語は������'で一部に(言語を利用した．ノード内 �プロセッ
サーの並列化は������'の自動並列化機能を利用した．但し，一部の計算はプログ
ラムの上位から並列化した．ノード間の並列化は ?��			専用のノード間通信機能（リ
モート���）と汎用機能の通信ライブラリ（�E�）の �つの通信ライブラリで行なっ
た．リモート���は主に �段階���による多数桁乗算の並列化に利用し，�E�は多
数桁の加算や桁上げ処理等に利用した．プログラムは������による 
�進 �計算，計
算した 
�進 �の 
	進 �への変換及び，検証のため 
	進 �を 
�進に変換する �部に

 �



分けて作成した．������による 
�進 �計算は，正計算及び検証計算に使用した �公
式以外に �公式を組み込み，全公式とも複素ノードで数十億桁の計算まで一致するこ
とを確認した．下記に各プログラムの規模を行数で示す．本プログラム行数には �		


年に行なった��%��$7��型公式の 
�進 �計算プログラムは含まれていない．プログ
ラム行数はコメント文も含めた行数である．規模がこれほど大きくなった原因は，極
限に近いチューニング及びメモリ使用量を少なくするための各種工夫を多く行なった
ためである．
　　 ��� 
�進 �計算 �正，検証�： �万 ��		行
　　 �4� �の 
�進 
	進変換　 ： 
万 ��		行
　　 ��� �の 
	進 
	進変換　 ： 
万行
　　 �,� 　　合　計　　　　　： �万  �		行

��� 前年度の経過と計算誤りの原因追求


���� ����年世界記録挑戦への経過

主計算は ?��			��EE 
��ノードを使用して 
�進 
兆桁を計算し，検証計算は計
算機利用上の都合で ��ノードを使用して 
�進 �千億桁を計算し，両者の結果を比較
した．著者の精度に関するプログラムミスで，�� �億余桁以降が不一致となり �		
年
の挑戦は諦めざるを得なかった．主計算に式 ���
�の(0$,�
#!65公式を，検証計算に
式 �������%��$7��の公式を使用した．共に，
��が求まる公式のため，���法によ
る級数計算の部分と，除算して �を求める部分に分割して計算した．

��進 �兆桁の主計算

?��			��EE 
��ノード ���バイトメモリ�を使用して計算した．
　　 �
� ���法による級数計算
　　　開始日時： �		
年  月 
�日 �時 
�分
　　　終了日時： �		
年  月 ��日 
 時 �分
　　　計算時間： ���&��� 秒 9 約  �時間 ��分
　　　中断回数： �回
　 ��� 除算して 
�進 �を求める計算
　　　開始日時： �		
年 
	月 �日 	時 � 分
　　　終了日時： �		
年 
	月 �日 
�時 �
分
　　　計算時間： �
&� � 秒 9 約 
�時間 �分
　　　中断回数： 	回

 �



　 ��� 合計計算時間
　　　 ���&��� ) �
&� � " �	�& �� 秒： 約 

�時間 � 分

��進 �千億桁の検証計算

プログラムの確認等を行なう目的で，�千億桁を ��ノードで �
�バイト�計算した．
�
� ���法による級数計算
　　　開始日時： �		
年 
	月  日 �
時 � 分
　　　終了日時： �		
年 
	月 
�日 
 時 �分
　　　計算時間： ���&��� 秒 9 約  �時間 ��分
　　　中断回数： �回
　 ��� 除算して 
�進 �を求める計算
　　　開始日時： �		
年 
	月 
�日 
時 ��分
　　　終了日時： �		
年 
	月 
�日  時 ��分
　　　計算時間： �
&� � 秒 9 約 
�時間 �	分
　　　中断回数： 
回
　 ��� 合計計算時間
　　　 ���&��� ) �
&� � " �	�&	�� 秒： 約 

�時間 ��分


���� ����年計算結果

�		
年 
	月 
 日に主計算と検証計算の 
�進の結果比較を行なったところ，
�� &�
�&�	 &��	桁以降が異なっていることが判明した．この時点では，正計算と検証計
算のどちらが誤っているかは不明であった．約�ヶ月の机上での調査の結果，両計算とも
に異なる桁数から誤っていることが判明した．両計算の結果が�� &�
�&�	 &��	桁以降で
異なるのは正計算の結果が誤りと判明した．両計算の�� &�
�&�	 &��
～�� &�
�&�	 &��	

桁までの �	桁は下記の通りであった．
　　主計算 �誤�　： ����	

��� ����������

　　検証計算 �正�： ����	

��
 �������

�　


���� 計算誤り原因調査と発生桁の推定

約 �ヶ月の机上での不良原因調査の結果，�		
年 
�月 �日に不良原因が判明した．
原因は単純な精度に関するプログラムミスであった．計算精度に対して最も注意を必要
とし複雑な計算が要求される，�段階���による乗算とその������公式への適用部分

 �



で，ビット落ちによる結果不正が発生してるとの思い込みにより，その部分の利用ビッ
ト範囲のチェックに１ヶ月以上を要した．しかし，この部分は十分タフに設計しプログ
ラム実装しており，万一発生してもプログラムでの自動精度チェックにかかる確率が非
常に高いことが判明した．このため，視点を変えて調査を実施した．その結果，級数の
各項の初期値を作成するプログラムにビット落ちの不良が発生することが判明した．原
因は �番目の級数の項の計算において，式 ���
�及び式 �����で発生する  �や ��� 
等
の数値を，�個の倍精度浮動小数点に分けて表示すべきところを 
個で済ませてしまっ
た単純ミスである．�番目の級数の項の値は ���
，����， �，���
等の値を倍精度
浮動小数点で表し，途中の乗算結果は，�進 
�桁単位で桁上げし，複素の倍精度浮動小
数点で表していた．�:::の倍精度浮動小数点の仮数部は ��ビットで構成されている．
また，正規化表示のためゼロ以外の値は先頭に 
ビット有効ビットが仮定される．こ
のため，正確に表示される整数の絶対値は ���� 
である．これを超えた整数はビット
落ちのため正しい値とならない．即ち，乗算結果が ���� 
を超えると，この初期値作
成プログラムは不正となる．プログラムでは，式 ���
�の(0$,�
#!65公式を ��"	と
し，式 �����の��%��$7��の公式を ��"
と使用しており，以下この記号で説明する．
�番目の級数の項の計算において定数を除き，��"	では  �が最大の値で，��"
では
��� 
 が最大の値となる．これらの値と最大 �進 
�の値の乗算結果が倍精度浮動小数
点で，正確に表現されなければならない．即ち， � � ��� % ���及び ���� 
� � ��� % ���

を満足しなければいけない．逆に，��"	では � , ���� ，��"
では � , �����となる
�番号の項の計算は結果不正が発生する．これは，��"	で � " �	� ��
�  � � ��	番以
降の項に，��"
で � " ��� �
 � ���� ���番以降の項になる．実際は，�進 
�桁に桁上
げした乗算相手が �進 
�桁の最大値とはならないため，パソコンを使用して乗算結果
が ��� � 
を超える �の値を算出した．その値は ��"	で � " �	� ���� 
	�� 
��，��"


で � " ��� �
 �  	�� ���となる．また，��"	は 
項の計算で 
�進 �
��� ����	
�桁計算

でき，��"
は �
���   
�桁計算できる．このため，不正発生桁数は項数と 
項当りの

桁数を掛け，��"	で �� � �
�� �	 � ���桁，��"
で ���� ���� ���� 
��となる．不正発
生項の倍精度浮動小数点の最後のビットが誤っている等で，実際の不正発生桁は上記
の桁数より �	～�	桁多いと推定した．�		�年 
	月 �日の 
�進 
兆桁の計算結果と比
較し，��"
も ���&���&���&
��桁で結果不正が発生していると判明した．不正発生桁
と推定桁の差は予測した範囲内で ��"	では ��桁，��"
では � 桁であった．

��� まとめ
���法の考案による 
兆桁の �計算の計画から足掛け �年かけ，�		�年 

月 ��

日に 
�進で 
兆 �	�億桁，
	進で 
兆 ��

億桁の世界記録の達成に成功した．本計

  



算は 
   年の �	�
億桁の世界記録の計算に比較し，同一メモリ容量の計算機で �倍
の桁数を計算した．
�進 �の値は������公式に���法を使用して計算し，
�進 �

の結果を���法で 
	進に変換する方法を使用した．本計算の目的の一つは，多数桁
級数計算及び基底変換における���法の評価であり，目的は十分達成されたと考え
る．円周率の世界記録の計算は，自動車の �;
レースの様に限界に近い計算機のハー
ド，ソフトのテストに対応する．そのため，通常の使用では発生しないハード及びソ
フトによる計算誤りが発生している．そのため，出荷前の計算機システムの信頼性テ
ストプログラムとして使用されている．


		



第�章 おわりに

��� まとめ
本研究で考案した多数桁計算における高速計算アルゴリズムは

　 �
� 高速剰余変換（��!� �
,$�
 ����!-
�%���
�，���）
　 ��� 分割有理数化法（��#�,. ��, ����
����/. �.�0
,，���法）
　 ��� 多倍長精度の係数を持つ行列乗算
である．���は多数桁乗算への適用において結果的に ���と同じ計算式となるが，
多数桁乗算における途中変換の意味が明確という利点を持つ．���を使用した多数
桁の乗算への応用として，複素 ���を直接利用した乗算，自然数 �に対して��で
巡回する乗算，�段階 ���による乗算及び分割乗算を考案した．�段階 ���による
乗算は 
兆桁の多数桁乗算で，実���だけによる乗算より約 �倍のメモリ利用効率の
向上となり，�		�年の円周率世界記録達成に寄与した．���法は級数関数の多数桁
関数値の計算のために考案したものであり，基底変換や連分数の計算にも適用可能で，
関数の多数桁計算で著名な +�.��のアルゴリズムより適用範囲が広く，アルゴリズム
が単純で分り易い特長がある．また，���法は入力値が��
�の有利数の級数関数だ
けでなく，入力値が結果の桁数 �と同じ実数の級数関数への適用できることを示した．
これは，多数桁関数計算においてシステム的に閉じるために重要なことと考える．多
倍長精度の係数を持つ行列乗算は，連立一次方程式の �倍精度以上の桁数の解の計算
の高速化のための基本アルゴリズムとして研究した．行列乗算への中国剰余定理及び
���の適用において，それらの線形性に着目し，�次元の行列乗算で中国剰余定理及
び ���の適用回数を �����から �����に削減することに成功した．その結果，多数
桁の行列乗算に中国剰余定理適用する方式で，�倍精度で既に筆算方式より高速にな
り，桁数が比較的短いときに中国剰余定理が有理で，桁数が長くなると���が有理と
なることが判明した．考案した ���と���法を実際に評価するための数値実験を
行なった．���は多数桁の分割乗算に適用し，���法は 
	進 
��兆桁の円周率世界
記録計算に適用した．���を適用した分割乗算では，�分割した �桁の乗算の計算
量が��� � �
�� � ��
� �
����で，ファイル ���の総量が����となり，共に分割前と同
一にすることができた．これは，���による多数桁の計算を�分割すると，共に分割
前の�倍になるとの常識を覆すものである．�		
年 

月に達成した，
�進 
兆 �	�


	




億桁及び 
	進 ��

億桁の世界記録は，
   年の 
	進 �	�
億桁の記録を同じメモリ
量 �
�+�の計算機で �倍更新した．そのため，それまで世界記録更新に使用されてき
た ���法 �算術幾何平均化法，ガウス・ルジャンドル公式� から ������公式に変更
し，���法と �段階��������による多数桁乗算を使用した．また従来とは異なり，
������公式で 
�進の �の値を計算し，
�進 �の結果を 
	進に変換する方式を採用し
た．これにより，���法の多数桁級数関数値計算及び基底変換への高速適用性が確認
できた．以上から本研究の目的である，多数桁で構成される計算システムの基となる
高速計算アルゴリズムの確立は達成できたと考える．

��
 今後の課題
多数桁計算における今後の課題として下記の事項がある．

　 �
� ���法に基づく高速高精度な数学関数計算パッケージの作成と性能評価
　 ��� 高速行列乗算を適用した連立一次方程式の多倍長精度の解の計算
　 ��� 分割乗算を適用した，次期円周率の世界記録の達成


	�
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	による拡散方程式の数値計
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研究2 �
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�
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�� �
 ����

�
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行列計算& 日立評論 1最近のコンピュータ技術とスーパーコンピュータに関する
論文集2& 8
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�
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�
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 ;�
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��� ○後 保範：ストラッセン法の拡張方式における ?���	
への適用効果& 東京大学
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  �����;��

��� ○後 保範： 行列計算におけるストラッセンの方法の拡張& 京大数理解析研究所
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��� ○後 保範： 有限要素法の連立一次方程式ベクトル並列向き反復解法& 京大数理
解析研究所「数値計算アルゴリズムの研究」�
  
�

�

��� ○後 保範： ナビェストーク方程式への連立 �*J(�?法適用効果& 京大数理解析
研究所「数値解析と科学計算」�
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��� ○後 保範：移流拡散方程式に対するベクトル向きE(�法& 京大数理解析研究所
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��� ○後保範：スーパーコンピュータA���(A;?;�
	による拡散方程式の数値計算&

電子通信学会全国大会 �
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日本特許

�
� 江澤良孝& マーチン・フィールド& 後 保範： 連立一次方程式に関する計算装置&

特開 �		�;
� ��	& 平成 
���		��年 �月 ��日

��� ○後 保範： 連立一次方程式に関する計算装置，特開平 	�;
�����&　平成 �年
�
  ���月 
�日

��� 田中慎一& 後 保範： 連立一次方程式の並列計算装置，特開平 	�;	�����& 平成 �

年 �
  ���月 �日

��� ○後 保範： 連立一次方程式に関する計算装置，特開平 	�‐	�
�
	&　平成 �年
�
  ���月 �日
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