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ある確率微分方程式に対するL1-理論

登口 大

1 導入
本研究では確率微分方程式

du = Φ(u)dW (t), x ∈ D, t ∈ (0, T ) (1.1)

を考える. (Ω,F , (Ft), P )をフィルター付き確率空間, Dを Rd の有界領域,

Φは L2(D)から Hilbert-Schmidt型作用素の空間 L2(H : L2(D))への写像
とする. W は柱状Wiener過程, すなわち, W =

∑
k≥1 βkek なるものである.

ここで, βk は互いに独立な Brown運動, (ek)k≥1 は Hilbert空間H の完全正
規直交基底である. 本研究の目的は L1(D)の枠組みで方程式 (1.1)の解の存
在を捕えることである. 従って, Φは通常の意味では定義されないことを注意
しておく (定義 2.1を見よ).

本研究は有界領域D上の確率保存即方程式:

du+ divA(u)dt = Φ(u)dW (1.2)

の L1(D)の枠組みにおける kinetic解の存在性の議論を見据えた研究である.

そのため, 定義 2.1では方程式 (1.2)などで用いられる kinetic法による解の
定義を採用している.

Debussche, Vovelle [DeVo10], [DeVo14] により周期領域上の確率保存則方
程式に対する Lp 理論が研究された. さらに [DeVo14(2), Appendix]におい
て周期領域上の加法的な確率項 (Φが uに依存しない)に対する L1理論が展
開された. 有界領域上の保存則方程式に対する Lp理論についてはKobayasi,

Noboriguchi [KoNo14]の結果があるが, 流束関数Aに対してやや強い仮定を
課していた. 適切な仮定の下で有界領域上の保存則方程式を解くことが目的
であり, L1理論の枠組みにおいてはその強い仮定をせずとも理論展開ができ
ることを期待している. そこでまずは乗法的な確率項のみの方程式に注目し
て [DeVo14(2)]で用いられた L1 理論が適用できることを確かめたい.

本研究では, Φに対して次の仮定 (H)を与える.

(H) 各 z ∈ L2(D)に対して Φ(z) : H → L2(D)は Φ(z)ek = gk(·, z(·))によ
り定義される. ここで, gk ∈ C(D × R)はすべての x, y ∈ D, ξ, ζ ∈ R
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に対して条件

|gk(x, ξ)| ≤ Ck(1 + |ξ|) (1.3)

|gk(x, ξ)− gk(y, ζ)| ≤ Ck(|x− y|+ |ξ − ζ|1/2r(|ξ − ζ|)) (1.4)

を満たすものとする. ここで Ck は
∑∞

k=1 C
2
k < +∞, r : R+ → R+ は

r(0) = 0なる非減少連続関数とする.

Φ の仮定, 特に (1.3) により, 任意の z ∈ L2(D) に対して Φ(z) ∈ L2(H :

L2(D))であることが保証される. 実際,

∥Φ(z)∥2L2(H:L2(D)) =
∞∑
k=1

∥Φ(z)ek∥2L2(D) =
∞∑
k=1

∫

D

|gk(x, z(x))|2 dx

≤
∞∑
k=1

∫

D

C2
k (1 + |z(x)|)2 dx = C

∫

D

(1 + |z(x)|)2dx < +∞.

仮定 (1.3)は Debussche, Vovelle [DeVo10], [DeVo14], [DeVo14(2)] が用いた
仮定:

∞∑
k=1

|gk(x, ξ)|2 ≤ C(1 + |ξ|2)

よりもわずかに強い. しかし, 乗法的な確率項に対する L1(D)理論において
適切なアプリオリ評価 (3.1)を得るためには (1.3)の仮定が自然な仮定である
ように思える.

2 解の定義と主結果
定義 2.1 (解). u0 ∈ L2(Ω,F0, dP ;L1(D))とする. u ∈ L2(Ω×[0, T ),P, dP⊗
dt;L1(D)) ∩ L2(Ω;L∞(0, T ;L1(D)))が初期条件 u0 を持つ (1.1)の解である
とは次が成り立つときをいう:

すべての φ ∈ C∞
c (D × R)に対して, P -a.s., a.e. t ∈ [0, T )で

∫

D

∫

R
f(t, x, ξ)φ(x, ξ) dξdx−

∫

D

∫

R
f0(x, ξ)φ(x, ξ) dξdx

=
∞∑
k=1

∫ t

0

∫

D

gk(x, u(s, x))φ(x, u(s, x)) dxdβk(s)

+
1

2

∫ t

0

∫

D

G2(x, u(s, x))∂ξφ(x, u(s, x)) dxds. (2.1)

ここで, P は (Ft)に対応する Ω × [0, T )上の可予測 σ-加法族, f(t, x, ξ) =

1u(t,x)>ξ, f0(x, ξ) = 1u0(x)>ξ, G
2(x, ξ) =

∑∞
k=1 |gk(x, ξ)|2 とする.

2



3ある確率微分方程式に対する L1-理論（登口）

注意 2.2. 数式 (2.1) を扱う手法は kinetic 法と呼ばれる. その導出方法は
[DeVo10], [DeVo14]などを参照せよ.

注意 2.3. 初期条件が u0 ∈ L∞(Ω,F0;L
∞(D)) ならば定義 2.1 の意味で

の解の存在と一意性が知られている. さらに, u, v を初期条件 u0, v0 ∈
L∞(Ω,F0;L

∞(D)) に対する (1.1) の解とするとき, L1-縮小性, すなわち,

a.e. t ∈ [0, T ),

E∥u(t)− v(t)∥L1(D) ≤ E∥u0 − v0∥L1(D) (2.2)

が成り立つ ([KoNo14]を見よ).

本研究における主結果は次である.� �
定理 2.4. u0 ∈ L2(Ω,F0;L

1(D))とする. 初期条件 u0を持つ (1.1)の解
が定義 2.1の意味で存在する.

� �

3 存在性の証明
u0 ∈ L1(D) に対して近似列 u0,n := max{−n,min{u0, n}} を考える. un

を初期条件 u0,n ∈ L∞(D) に対する (1.1) の解とする. このとき, L1(D)

における u0,n の u0 への強収束性と un の L1-縮小性 (2.2) より列 {un} は
L1(Ω× (0, T )×D)でコーシー列である. 従って, ある u ∈ L1(Ω× (0, T )×D)

で

un → u in L1(Ω× (0, T )×D)

なるものが存在する. Lebesgueの収束定理と確率積分に対する Lebesgueの
収束定理 (下の定理 A.1)より uは (2.1)を満たす. さらに, 可測性は L1-収束
で閉じているので uは可予測である. 従って uが求めるべき解であることを
示すためには u ∈ L2(Ω;L∞(0, T ;L1(D)))を示せば良い.

命題 3.1 (L1アプリオリ評価). u ∈ L1(Ω× (0, T )×D)を定義 2.1の (iii)を
満たすものとする. このとき, L1 アプリオリ評価:

E ess sup
t∈[0,T )

∥u(t)∥2L1(D) ≤ C(1 + E∥u0∥2L1(D)) (3.1)

が成り立つ. ここで, C ≥ 0は T と |D|にのみ依存する定数である.

証明. Step 1. R上の関数 θ, Θを

θ(ξ) = 1−1≤ξ<0, Θ(ξ) =

∫ ξ

−1

∫ ζ

−1

θ(r) drdζ
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により定義する. さらに, R上のカット ·オフ関数 χnを χn(ξ) = χ(ξ/n)によ
り定義する, ここで,

χ(ξ) =




1 0 ≤ |ξ| ≤ 1

0 2 ≤ |ξ|,

かつ, |χ′(ξ)| ≤ C なる C∞-級関数とする. 適当に近似を考えることで, (2.1)

の試験関数として Θ′(ξ)χn(ξ)を取ることができる. このとき, 左辺第一項は
次のように下から評価できる:∫

D

∫

R
f(t, x, ξ)Θ′(ξ)χn(ξ) dξdx ≥

∫

D

∫

R
1u>ξ10≤ξ1|ξ|≤n dξdx

=

∫

D

∫

R
10≤ξ≤u+∧n dξdx ≥ 1

2

∫

D

∫

R
10≤ξ≤u+∧2n dξdx

=
1

2

∫

D

u+(t) ∧ 2n dx

一方, 二次変分の項は (1.3)により次のように上から評価できる:

1

2

∫ t

0

∫

D

G2(x, u)(θ(u)χn(u) + Θ′(u)χ′
n(u)) dxds

≤ C

∫ t

0

∫

D

(1 + |u|2)10≤u<1 dxds+ C

∫ t

0

∫

D

(1 + |u|2) 1
n
1|u|≤2n dxds

≤ C + C

∫ t

0

∫

D

(1 + |u|)1|u|≤2n dxds ≤ C + C

∫ t

0

∫

D

|u|1|u|≤2n dxds

≤ C + C

∫ t

0

∫

D

|u| ∧ 2n dxds,

ただし, C は T , |D| にのみ依存する定数とする. 従って, (2.1) より a.e.

t ∈ [0, T ), a.s. ω ∈ Ωに対して,

1

2

∫

D

(u(t, x))+ ∧ 2n dx ≤ ∥u0∥L1(D) + C + C

∫ t

0

∫

D

|u| ∧ 2n dxds

+
∞∑
k=1

∫ t

0

∫

D

gk(x, u(s, x))Θ
′(u(s, x))χn(u(s, x)) dxdβk(s). (3.2)

今, (3.2)の両辺を二乗して, 期待値を取ることを考える. このとき, 確率積分
の項は Burkholderの不等式と (1.3)を用いて次のように計算できる:

E

�����
∞∑
k=1

∫ t

0

∫

D

gk(x, u)Θ
′(u)χn(u) dxdβk(s)

�����
2

≤ CE
∫ t

0

(∫

D

(1 + |u|)1|u|≤2n dx

)2

ds

≤ C + CE
∫ t

0

(∫

D

|u|1|u|≤2n dx

)2

ds

≤ C + CE
∫ t

0

(∫

D

|u| ∧ 2n dx

)2

ds
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よって, a.e. t ∈ [0, T )に対して,

E
(∫

D

u+(t) ∧ 2n dx

)2

≤ CE∥u0∥2L1(D) + C + CE
∫ t

0

(∫

D

|u| ∧ 2n dx

)2

ds

u− に対しても同様の評価をして, Gronwallの不等式を用いて, n → ∞とす
れば,

ess sup
t∈[0,T )

E∥u(t)∥2L1(D) ≤ C(1 + E∥u0∥2L1(D)) (3.3)

を得る.

Step 2. Step 1の結果より適当に近似することで, (2.1)の試験関数として
Θ′(ξ)を取ることができる. (3.2)と同様にして a.e. t ∈ [0, T )に対して,

1

2
∥u(t)∥ ≤ ∥u0∥L1(D) + C + C

∫ t

0

∥u(s)∥L1(D) ds

+ C

∞∑
k=1

∫ t

0

∫

D

gk(x, u(s, x))Θ
′(u(s, x)) dxdβk(s) (3.4)

が成り立つ. (3.4)の両辺を二乗して, t ∈ [0, T )について上限を取り, 期待値
を取り, Step 1の結果を用いて次のように計算する:

E ess sup
t∈[0,T )

∥u(t)∥2L1(D) ≤ CE∥u0∥2L1(D) + C + CE
∫ T

0

∥u(t)∥2L1(D) dt

+ CE ess sup
t∈[0,T )

�����
∞∑
k=1

∫ t

0

∫

D

gk(x, u)Θ
′(u) dxdβk(s)

�����
2

≤ C(1 + E∥u0∥2L1(D)) + CE
∫ T

0

(∫

D

(1 + |u|) dx
)2

dt

≤ C(1 + E∥u0∥2L1(D)),

ここで, Burkholderの不等式と (1.3)を用いた.

A 確率積分に対するLebesgueの収束定理
定理 A.1. fn, f ∈ L2(Ω× [0, T ))を (Ft)-適合確率過程, β を Brown運動と
する. fn → f a.e. かつ |fn| ≤ gなる g ∈ L2(Ω× [0, T ))が存在するとき,

∫ T

0

fn(t) dβ(t) →
∫ T

0

f(t) dβ(t) in L2(Ω)

が成り立つ.

5



6 ある確率微分方程式に対する L1-理論（登口）

証明. 通常の Lebesgueの収束定理より fn → f in L2(Ω× [0, T ))が従う. Itô

の等長性より,

E

�����
∫ T

0

(fn(t)− f(t)) dβ(t)

�����
2

= E
∫ T

0

|fn(t)− f(t)|2 dt → 0.

よって結論を得る.
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