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生成的多項式の部分体問題に対するチルンバウス変換

を用いた幾何学的枠組みについて

星　明考　　　三宅　克哉

慨　　要

任意の基礎体たに対し，対称群に対するた上生成的多項式の部分体問題に対処する一般的手法を，

チルンバウス変換の定義体を考察することによって与える．前半における一般的考察の結果を基にし

て，3次対称群63，3次巡回群Qに対するた上生成的多項式の部分体問題への解を具体的に与える．

また，応用として幾つかの6次の生成的多項式を具体的に構成する．1）2）

§1．はじめに

任意の標数の体たを基礎体として固定し，Cを有限群とする．基礎体上のm個の独立変数t＝

（tl，…，fm）を取り，た（t）をた上のm変数有理関数体とする．多項式ダ（fl，‥．，七m；ズ）∈頃t）匪］は以

下の条件（1），（2）を満たすとき，Cに対するた一生成的多項式という：

（1）多項式ダ（t；ズ）のた（t）上のガロア群はCと同型であり，

（2）各無限体〟⊃たとそのC－拡大上／〟に対して，ムがダ（a；ズ）の〟上の最小分解体となるような

a＝（α1，…，αm）∈〟mが必ず存在する．

さらにこのとき，Kemperの定理lKemOl］により，任意の部分群H⊂Gに対して，M上の全てのH－

ガロア拡大は（同様にして）ダ（t；ズ）の変数の特殊化tト→aによって得られることが知られている・例

えば基本的な［JLYO2］には，種々の有限群Cに対するた一生成的多項式が掲載されている．我々は，実

際に§6において幾つかの6次生成的多項式を構成する．体〟⊃点上の任意のガー拡大（ガ⊂C）はた－

生成的多項式の変数の特殊化によって得られる，という事実から次の間題が自然に生じる：

生成的多項式の部分体問題．ダ（七；ズ）をCに対するた－生成的多項式とする．無限体〟⊃たとa，b∈〟m

に対して，Spl〟ダ（b；ズ）がSpl〟ダ（a；ズ）の部分体となるための必要十分条件を与えよ．

1）本研究の一部は，日本学術振興会科学研究費補助金基盤研究（C）19540057，早稲田大学特定課題研究助成費2007B－067

の助成を受けている．

2）本稿のより詳細な内容は，プレプリント“Ageometricframeworkforthesubfieldproblemofgenericpolynomials

viaTschirnhausentransformation”lHM］としてWebから入手可能である．
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固定した有限詳Cに対し，体〟上のC－ガロア拡大を考察する場合には，次の部分体問題の特別な

場合を考えれば十分である：

生成的多項式の同型問題㌧無限藤M⊃kとa，b∈Mmに対して，SplMF（a；X）とSplMF（b；X）が

〟上同型となるための必要十分条件を与えよ．

本稿では，れ次対称群6mに対するた一生成的多項式の同型間題への解法を，チルンバウス変換の定義

体を渾じて考察する．まず§2，§3において一般の対称群6mに対する検討を行い，その結果を基にし

て，§4，§5で63，Gに対するゐ一生成的多項式の部分体問題への解を与える．

体∬上の代数閉体を固定し，∬上の分離的でモニックなれ次多項式J（ズ）∈叫ズ］に対し，α1，…，α花

を1（ズ）のその中での根とする・次の形の多項式ダ（ズ）∈呵ズ］をJ（ズ）の体∬上のチルンバウス変換

という
れ，

ダ（ズ）＝n（ズー（co＋clαは‥‥十㍍－1α芸当），q∈打・
iこ＝1

多項式J（ズ），ダ（ズ）∈叫ズ］が互いに∬上のチルンバウス変換で移り合うとき，多項式1（ズ）とダ（ズ）

は∬上チルンバウス同値であるという・既約分離的多項式J（ズ），ダ（ズ）∈叫ズ］に対して，次は同値で

ある：

（i）J（ズ）とダ（ズ）は∬上チルンバウス同値である；

（ii）商体現ズ］／（J（ズ））と∬［ズ］／（ダ（ズ））は∬上同型である．

§2・チルンバウス変換（幾何学的な解釈）

まず乃≧3を正整数とし，Ⅹ＝（∬1，‥・，zm），y＝（yl，…，のをた上の271個の独立変数とする．さ

らにふ（S；ズ）＝ん（sl，…，βれ；ズ）∈た（S）匪］，ん（t；ズ）＝ん（tl，‥．ふ；ズ）∈た（t）図をモニックなれ

次多項式とし，それらの根がそれぞれ（∬1，…，恥），fyl，…，のであるとすれば

Il

揖S；ズ）＝H（ズーJi）＝ズm－β1ズれ‾1＋82ズれ‾2＋…＋（－1）れSm，
か＝1

71

ん仕；ズ）＝n（ズーyi）＝ズれ－ま1ズれ‾1＋ま2ズm‾2＋…＋仁1）几㍍
か＝1

が得られる．但し，Sわもはそれぞれzl，…，霊れ及びyl，…摺れに対する豆次基本対称式である．体ガ

を

∬：＝た（S，t）

によって定めれば，好は自然にた上の271変数有理関数体と見なせる．また，

エS：＝Spl定ん（S；ズ）＝∬（∬1，‥．，恥），



生成的多項式の部分体問題に対するチルンバウス変換を用いた幾何学的枠組みについて（星　三宅）　　　　7

五七：＝Splだん（t；ズ）＝∬（封1，・‥，ym）

とおけば，エsn五七＝元かつ上Sエt＝栴y）である．したがって，体の拡大た（X，y）／ガはガロア拡大

であり，そのガロア群は柁次対称群6mの2つの直積6m×6mと同型になる．ここで

Cs：＝Gal（ムS五七／五七），Ct　＝＝Gal（上Sムtノ化S）

かつ

Cs，t：＝　CsxCt

と置く・群Gs，t望Gal（エSエt／∬）はた（X，y）に右から作用するとする．そこで，ダ＝（α，丁）∈Cs，tに対

して，逆同型

留：Cs→6花，Jト→乎（J），‾

ゆ：：Ct→6叫，．丁ト→ゆ（丁），

を固定し，群Cs，tと6m×6mを以下の作用で同一視する：

耳＝zJ（♂）（i），甜＝臥，尋＝∬i，yJ＝拘（丁）（i），（i＝1，…，可・ （1）

さてん（S；ズ）からん（t；ズ）へのチルンバウス変換は，方の代数閉体の中ではm！個存在する．我々

はまず，ん（S；ズ）からん（七；ズ）へのチルンバウス変換の定義体（∬の拡大体）を考察する．行列βを
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と定義する（Vandermonde行列）．行列Dの行列式は

det上）＝△S，但し△S：＝　n（zJ－zi）
1≦i＜ゴ≦れ

によって与えられ，βは可逆である．体た（S）（△S）はcharゐ≠2，すなわち体たの標数が2で

ないならば，た（S）の2次拡大を与えていることに注意しよう．体た（X，y）の中で柁個の元の祖

（視0（X，y），…，視れ－1（X，y））∈可X，y，△；1］杓を以下のように定義する：

視0（X，y）

視1（Ⅹ，y）
：＝β‾1

（2）
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クラメールの公式から

叫（X，y）＝△；1・det
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を得る．また，表記を簡略にするために

的‥＝叫（Ⅹ，y），（i＝0，…，和一1）

と書くことにする．ガロア群Cs，tは軌道（正当（J，丁）∈Cs，t）に右から作用するが，この作用は忠実

ではない・ここで，部分群が⊂Cs，tを

ガ：＝（（げ，T）∈Cs，ti甲（α）＝ゆ（丁））三6m

によって定め，否＝鞄をガのCs，tにおける右剰余類とする・このとき（α，T）∈別こ対して祝㌣）＝

叫，（i＝0，…，和一1）であることが下の補題から分かる・これより，群Gs，tは集合（視自首∈ガ＼Cs，t）

に右剰余類からなる集合ガ＼Cs，tへの作用を通して作用する・また，集合再薄日1，7）∈Cs，t）及び

（有事I（J，1）∈Gs，t）はガ＼Gs，tの完全代表系である．実際，たとえばダ＝（J，丁）∈Cs，tに対して

撃（J）＝ゆ（T′）とすれば否＝ガ（α，丁半1g＝ガ（1，（丁′）‾1丁）が成り立つ．

補題2・1・整数i，（0≦i≦和一1），を固定する．もし（α，丁）∈Cs，tに対し視iJ，丁）＝uiであるならば，

p（J）＝ゆ（丁）であり，またその逆も成り立つ・すなわち，ガ＝StabG。，t（視i）である・

証明．［HM］参照．

この補題から，特に＃ガ＼CS，t＝柁！であり，Gs，tの部分群Cs及びCtは集合（㌘l否∈ガ＼Cs，tHこ

忠実に作用する・特に否＝（1，丁）に対して，定義（2）より次の等式が得られる：

y仲）（i）＝視呂＋㍗勘＋…＋祝芝＿1ギ‾1，（i＝1，…，可．

これは各百∈ガ＼Cs，tに対して，集合（（魂，‥イ嶋＿1）l否∈ガ＼Cs，t）がん（S；ズ）からん（t；ズ）へのチ

ルンバウス変換の係数を与えることを意味している．

定義・各百∈ガ＼Cs，tに対して，体∬（魂，…，鳩＿1）をみ（S；ズ）からふ（t；ズ）へのチルンハウス変換

の係数の体と呼ぶ．

また的（X，y）のXとyを入れ換えて

Ui（X，y）：＝叫（y，Ⅹ），（i＝0，‥・，和一1）

と置き，簡単の為にUi＝Ui（X，y）と書くことにする・体∬（略…戒＿1）はん（t；ズ）からん（S；Ⅹ）へ

のチルンバウス変換の係数の体を与える．
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命題2・2・各整数頃0≦豆≦れ－1），及びダ∈Cs，七に対して，（ムSん）g‾1gダ＝∬（略．‥，軋1）＝

∬（Ug，…，祀＿1）＝∬（視ぎ）＝∬（㌘）であり，かつ匿（㌘）：∬1＝柁！が成り立つ．

証明・StabG8，t（視ぎ）＝StabGs，t（㌘）＝ダ‾1月‾タから直接従う（担M］参照）．　　　　　　　　口

系2・3・各ダ∈Cs，tに対して，Splg（u君）揖S；ズ）＝Splだ（帝ふ（t；ズ）である・

証明・多項式ん（S；ズ）とん（t；ズ）は体∬（略・‥，視芝＿1）＝∬（ug）＝∬（Ug）の上でチルンバウス同債

である・よって，商体∬（視紺ズ］／（ん（S；ズ））と∬（祝g）囲／（ん（t；ズ））は∬（祝ぎ）上同型である．　口

命題2．4．次が成り立つ．

（i）が∈Cs，七に対して，ムsng（視ぎ）＝五七n∬（祝君）＝好であり，

（ii）ダ∈Gs，tに対して，エS五七＝エ岳（祝君）＝ム（加ぎ）である．

証明・（i）は（ダ‾1耳ダ）Ct＝（√1耳ダ）Cs＝Cs，tを，（ii）はダ‾1月‘gnCs＝√1ガgnCt＝（1）を示せ

ばよい（［HM］参照）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

さらに，次の命題が得られる．

命題2・5・各整数豆，（0≦i≦和一1），に対して，ム5ムt＝∬（祝日否∈ガ＼Cs，t）が成り立つ．

証明・StabcB舟君）＝ダ‾1鞄であるから，∩百。ガ＼CS，七夕‾1鞄＝（1）を示せばよい（［HM］参照）・□

ここで，次数柁！の多項式を以下のように定義する：

瑚S，t渚）‥＝　n（ズー祝君）∈叫ズ］，（豆＝0，…，和一1）・
す∈ガ＼GB，t

命題2・2より且（S，t；ズ），（i＝0，…，和一1），はた（S，t）上既約である．さらに，命題2．5から次の定理が

得られる．

定理2．6．多項式昂（S，t；ズ）∈た（S，t）匪］は6几×6mに対してた一生成的である．

証明・定理の主張は，Spl打者（S，t；ズ）＝∬（祝自首∈ガ＼Cs，t）＝ムS上′tであること，および，ん（S；ズ）

とん（t；ズ）がそれぞれ6mに対するた－生成的多項式であることから従う．　　　　　　　　　　□

体たの標数が2である場合には，△S∈た（S）となり，た（S）（△S）＝た（S）である．よって，た（S）（△S）は

k（S）の2次拡大体にはならない．そこで標数が2の場合には，Berlekamp［Ber761に従ってBerlekamp

の判別式と呼ばれる

伍：＝∑＝「掌ニ
J－・＋ごj

i＜ブ

を通常の差積△Sの代わりに用いる．このとき，た（S）（伍）はた（S）の2次拡大体となる．



10　　　　生成的多項式の部分体問題に対するチルンバウス変換を用いた幾何学的枠組みについて（星　三宅）

次数和の交代群乳に対して，

（ガ＼Cs，t）＋：＝くす＝打市∈ガ＼Cs，t再（丁）∈玖柁），

（ガ＼Gs，t）‾：＝（否＝百二市∈ガ＼Gs，t座（T）針‰）

とおき，多項式考ト（ズ），jr（ズ）を以下の様に定義する．

密（ズ）：＝　n（ズー帝，（豆＝0，…，和一1）・
百∈岬＼CS，t）士

（4）

命題2・7・多項式月（S，t；ズ）はガの2次拡大体∬（△S／△t）上で（charた＝2の場合は，∬（鳥＋仇）上

で），2つのd／2次既約多項式肴ト（ズ），町（ズ）の積となる．

証明．［HM］参照．

§3．無限体への変数の特殊化

さて〟（⊃た）を無限体とする・ここで考察する多項式ふ（S；ズ），ん（t；ズ）の変数の特殊化（S，t）H

（a，b）∈〟れ×〟犯については，ん（a；ズ），ん（b；ズ）は〟上分離的であると仮定することにする（す

なわち△8・△b≠0）・多項式ふ（a；ズ），ん（b；ズ）の〟の固定された代数閉包の中での最小分解体を

La＝SplMfn（a；X），Lb＝SplMふ（b；X）とおく・またfn（a；X），ん（b；X）のM上のガロア群をそれぞ

れCa，Cbとする，（すなわち，Ca＝Gal（ムa／〟），cb＝Gal（ムb／〟））・さらに，Ga，b：＝Gal（上Jb／〟）

とおく・固定しておいた〟の代数閉包の中で，ん（a；ズ），ふ（b；ズ）それぞれの根α：＝（α1，…，Oh），

β：＝（β1，…，乱）をとる・根の順序を固定することによって，ガロア群C小の各要素は，2つの添え

字集合の置換を引き起こす．よって，Ca，bはCs，tの部分群と見なすことができる．より正確に言えば，

要素ん∈Ca，bがα告＝α甲（。）（i），βク＝β桝丁）（i），（i＝1，…，可，を満たすとき，ん＝（α，丁）∈Cs，tと書く

ことにする．ここで△8・△b≠0が基本的にきいている．

各が＝（α，丁）∈Cs，tに対して，次のようにおく：

（cg，…，C芝＿1）：＝（璃（α，β），…，視芝＿1（α，β）），

（dg，…，d芝＿1）さ＝（魂（β，α），…，視Ll（β，α））．

定義から，云＝1，‥．，犯に対して

β腑）（i）＝Cg＋C宝αや（J）（i）＋‥・＋C芝－1α㌫（i），

αや（舶）＝dg＋d絢（丁）（i）＋…＋軋凋宗（i）

（5）

が成り立つ・したがって，各否∈ガ＼Cs，tに対して，ふ（a；ズ）からん（b；ズ）への〟（cg，…，C芝＿1）上

のチルンバウス変換が存在する・また（cg，‥・，C芝＿1）に対して，（dg，…，d芝＿1）はその逆変換のチルン

バウス変換の係数を与える．
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仮定△a・△b≠0より，次の補題が得られる．

補題3・1・体の拡大〟′／〟に対して，もしん（b；ズ）が〟′上においてん（a；ズ）のチルンバウス変換

であるならば，ん（a；ズ）はん（b；ズ）の〟′上でのチルンバウス変換である．特に，各が∈Cs，tに対

して〟（cg，…，C芝＿1）＝〟（dg，・‥，d芝＿1）が成り立つ．

証明．［HM］参照．

本稿の主題の一つは，ん（a；ズ）からん（b；ズ）へのチルンバウス変換の係数の体〟（cg，…，C芝＿1）の

振る舞いを考察することである．

命題3．2．仮定△a・△b≠0の下で，次が成立する：

（i）g∈Gもtに対し・SplM（tg，…槻二i）h（町X）＝′SplM（tg∴C告＿1）fn（b；X）－；

（ii）ダ∈Cs，七に対し，エa上b＝エa〟（cg，…，C芝＿1）＝ムb〟（cg，．‥，C芝＿1）．

証明・補題3・1より，〟′＝〟（cg，…，C芝＿1）に対して〟′［ズ］／（ん（a；ズ））と〟′［ズ］／（ん（b；ズ））は〟′

上同型である・よって（i）が従う・また（i）より，LaM（cg，…，C芝＿1）＝LbM（cg，…，C芝＿1）であり，（ii）

が従う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

命題2・2と命題2．5から，j，（0≦J≦和一1），を固定したとき，次が成り立つ：

∬（略…，鳩－1）＝∬（視鈷（軽Cs，t），

ムS上′t＝∬（祝自首∈ガ＼Cs，t）

かつ匪叫）：叫＝れ！・しかしながら，式（5）における特殊化の後，一般に成り立つのは包含関係

〟（cg，…，C芝＿1）⊃〟（c鈷（ダ∈G，t），

ムJb⊃〟（C封否∈ガ＼Gs，t）

のみであり，〟（cg，…，C芝＿1）＝〟（㌘）が成り立つかどうかは，特殊化（S，t）－（a，b）∈〟れ×〟杓に

依存して決まる．

式（8）から，次のような多項式者，ゴ（S，t；ズ）∈∬［ズ］が存在する事が分かる：

叫＝者，ブ（S，t；叫）かつ　degズ（者，ゴ（S，t；ズ））くれ！．

よって者，ゴ（S，t；ズ）のガに関する各係数の分母を（重複を除いて）取り出せば，

加i＝

堵J（S，t） 瑞（S，t；叫）かつ　degズ（瑞（S，t；弟）くれ！

を満たすような多項式瑞（S，t；ズ）∈棒，t］関と堵舟t）∈棒，七］が得られる．

（10）
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補題3・3・あるj，（0≦j≦和一1），とa，b∈〟れに対し，もし各五＝0，…，m－1，に対して堵J（a，b）≠0

であるならば，各ダ∈Cs，tに対して〟（cg，…，C芝－1）＝〟（C貫）が成り立つ・

式（5）による特殊化後に対しても，次数柁！の多項式

瑚a，b；ズ）＝　n（ズーCg）∈叫ズ］，（豆＝0，‥・，几－1）
百∈ガ＼GS，t

を用いる．ただし且（a，b；ズ）は〟上既約であるとは限らない．

補遺3．4．あるj，（0≦j≦和一1），に対し，巧（a，b；ズ）は〟上既約であるとするこ　このとき，

豆＝0，…，和一1，に対して堵J（a，b）≠0である．

証明・実際，あるiに対して堵J（a，b）＝0であると仮定すれば瑞（a，b；Cj）＝0でなくてはならな

い．ところが瑞（a，b；ズ）∈叫叫b］拷］の次数はれ！未満であーり，－これはやはりCグーを根に持つ次数柁！の

多項式ろ（a，b；ズ）∈呵a，b］図が〟上既約であることに矛盾する．　　　　　　　　　　　□

命題3．5．あるJ，（0≦j≦和一1），とa，b∈〝れ，（△a・△b≠0），に対して，もし各i＝0，‥．，和一1，

について堵パa，b）≠0であるならば，巧（a，b；ズ）は重根を持たない・

証明．［HM］参照．

更に分析を進める前に，ここで集合tc自首∈ガ＼Cs，t），（0≦豆≦和一1）への群Cs，tと群Cもbの作用に

ついて考察しておく・ここでダ∈Cs，tは右剰余類の集合が＼Gs，tの完全代表系を動き，Cgはcg＝㍗（α，β）

によって定義されたのであった・独立な211変数Ⅹ＝（zl，‥・，恥），y＝（yl，…，のの有理関数的（X，y）

は体ムS五七＝た（X，y）に属し，ガロア群cs，t＝Gal（上5五七／た（S，t））は集合（zl，…，£柁）と〈yl，．‥，ym）

への置換を通して，自然に祝i（X，y）たちに作用する：ダ＝（Jの∈Cs，tに対し，可（Ⅹ，y）＝叫（Xg，yg），

Xg＝（芯や（♂）（1），…，z留（α）（れ）），yg＝（臥所丁）（1），…，∬引丁）（れ））・

しかしながら，群Cs，tはガロア群として直接可の値の集合tc自首∈ガ＼Cs，t）に作用しているわけ

ではない・数値cgは右剰余類鞄の億だけで決まることから，C冒，（否∈ガ＼Cs，t），を，ガ＼Cs，t上定義さ

れた関数ci（の：＝Cgとみなす．このとき，ん∈Gs，tに対し，C的）：＝Cg九はガ＼Cs，t上の九による平

行移動と関数C盲との合成として捉え‾られ，‾者五石完tは値の集合（C自首∈耳＼Gs，t）の置換を引き起こ

す．この様にして，Cs，tはtc自首∈耳＼Gs，七）に可移的に作用している．もし＃tc自首∈ガ＼Cs，t）＝れ！

であれば，＃（ガ＼Cs，t）＝柁！であるからStabGS，t（Cぎ）＝StabGs，t（㌘（X，y））＝ダ‾1月‾タが成り立つ．

ガロア群Ca，bに対しては，状況は異なる・各cgは体エJbに含まれているので，Ga，bは集合tc自首∈

ガ＼Cs，t）に対して直接にガロア群Gal（ムaムb／〟）として作用する．さらに，仮定△a・△b≠0の下で，

Ga，bはGs，tの部分群と見なすことができた．

補題3・6・群Ca，bの集合相棒∈ガ＼Cs，t）へのガロア詳Gal（ムa上b／〟）としての作用と，Gs，tの

部分群としてのCs，tのガ＼Gs，tへの作用から得られる作用とは一致する．
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証明．担M］参照．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

命題3・7・通例のようにa，b∈〟花に対して△a・△b≠0を仮定する．さらに，あるj，（0≦J≦件－1），

に対して多項式巧（a，b；ズ）は重根を持たないとする．このとき，次が成り立つ：

（i）各が∈Cs，tに対して，〟（cg，‥・，C芝一1）＝〟（C”；

（ii）ム8ムb＝凡才（C打否∈ガ＼Cs，七）・

証明．［HM］参照． □

定理3．8．あるJ，（0≦j≦和一1），とa，b∈〟和，（△a・△b≠0），に対して，多項式巧（a，b；ズ）は重

根を持たないとする．このとき，剰余環叫ズ］／（ん（a；ズ））と叫ズ］／（ふ（b；ズ））が〟上同型となるた

めには，巧（a，b；ズ）が〟内に根を持つことが必要十分である．

証明．［HM］参照．

群Caと群Cbが同じ群Cと同型であり，Cの指数和の全ての部分群はC－共役であるとき，巧（a，b；ズ）

を用いて生成的多項式の同型間題に解を与えることができる．

系3．9．整数jとa，b∈〟凡を定理3．8と同様とする．またCaとCbはある群Cに同型であって，C

の指数nの全ての部分群はG一共役であると仮定する．このとき，SplM（fn（a；X））とSplM（ん（b；X））

が一致するた捌こは，巧（a，b；ズ）が凡才内に根を持つことが必要十分である．

もし群Cが，柁次対称群6m，（れ≠6），れ次交代群乱れ，（れ≠6），または，ある素数pに対する，p次

対称群6pの可解な可移部分群であるとすると，指数m（最後の場合にはp）の全ての部分群はG一共役

となる（lHup呵言BJY86］参照）．

さてガ1，が2を6mの部分群とする．定理2．6の類似として，直積が1×ガ2に対する九一生成的多項

式が次のようにして得られる．

定理3．10．基礎体た上の錘＋Z）変数有理関数体を〟＝的1，…，恥rl，…，γ高（1≦た，J≦件－1）

とし，a∈ん（軋…，恥）花，b∈た（γ1，…，γ～）犯に対して，ふ（a；ズ）∈叫Ⅹ］とみ（b；ズ）∈叫ズ］はそ

れぞれ」打1とガ2に対するた一生成的多項式であるとする．さらに，あるJ，（0≦j≦和一1），に対し，

巧（a，b；ズ）∈叫ズ］は重根を持たないとする．このとき，巧（a，b；ズ）はガ1×ガ2に対するた－生成的

多項式である．但し，巧（a，b；ズ）は〟上既約であるとは限らない．

証明・命題3・7より〟（C自首∈ガ＼Gs，t）＝ムa上bが従う・よって定理の主張はん（a；ズ）の仇一生成

性とん（b；ズ）のガ2－生成性から従う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

チルンバウス同値の各同値類に対し，α1＝0かつαm－1＝α犯を満たす多項式ん（S；ズ）が存在する

ことが知られている．すなわち，α1＝0かつαれ＿1＝α花である特殊化Sト寸a∈〟犯が常に選べる

（［JI〃02，§8・2］参照）・よって多項式
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9m（酌，…，恥－1；ズ）

：＝（－1）几・ふ（0，酌，…，恥－2，恥－1，恥－1；一方）

＝ズれ＋92㍍－2＋…＋恥－2ズ2＋恥－1ズ＋恥－1

は任意の基礎体たに対し，6mに対する（和一2）パラメータ92，…，9m＿1付きのた一生成的多項式である．

実際，体たの標数が犯と互いに素の場合には，次の様にして払…，恥＿1をβ1，…，Snを用いて表わ

すことができる：まず，最初にⅩ：＝（ズ1，…，ズれ），

ズ1：＝zl－β1／和，ズ2：＝z2－31／犯，…言㍍：＝∬れ－81／花

と置けば，た（Ⅹ）：＝た（ズ1，…，ズれ－1）⊂た（Ⅹ）及び

．Xl＋ズ2＋‥・＋ズれ＝0

が得られる・体た（Ⅹ）への6が作用はた（Ⅹ）への線型かつ忠実な作用を引き起こし，また等式ゐ（Ⅹ）en＝

た（S）：＝た（gl，g2，・‥，嵐）を得る．但し，税はズ1，…，プ㍍に関する五次基本対称式．特に，ぷ1＝0である．

多項式ん（S；ズ）とん（S；ズ）はた（S）上チルンバウス同値となり，ん（S；ズ）は体の拡大た（Ⅹ）／た（Ⅹ）6几を

生成する・特に，Kemper－Mattigrの定理lKMOO］により，fn（S；X）は6nに対するパラメータS，，…，Sn

付きのた一生成的多項式である．そこで

酌：＝‰／島－1，仇：＝烏／晶（i＝2，…，和一1）

と定義すれば，ゐ（S）＝的1，…，恥－1）かつ

gn（曾2，‥・，恥－1；ズ）＝（－1／のれん（S；－91ズ）

が得られ，ダれ（恥…，qm－1；ズ）とん（S；ズ）はた（S）上チルンハウス同値である．またdeg（の＝1，

deg（ヴi）＝0，（i＝2，…，和一1）であることから，ダれ（92，…，9m－1；ズ）は次数0の体た（Ⅹ）0：＝た（ズ1／ズ2，

…，Xn－1／Xn）Ck（Ⅹ）を体k（Ⅹ）gn＝k（q2，…，qn－1）上生成する（cf．［Kem96］，lKMOO，Theorem7］）．

系3・11・体〟＝的2，…，恥－1，γ2，…，rm－1）をた上の2（和一2）変数有理関数体とする．また

云去‾（d，ヴ2，…，恥二1，9ふ）盲か，b＝（0，γ2∴∴r言，γ言）∈おれ‾‾とすえ∴あるJ，（0≦j≦和一1），

に対して，巧（a，b；X）∈MlX］が重根を持たなければ，巧（a，b；X）は6nx6nに対する2（n－2）個

のパラメータ92，‥．，恥＿1，γ2，…，rm＿1を持った一生成的多項式である．

生成的多項式の部分体問題の解を得るために，各ダ∈Cs，tに対してチルンバウス変換の係数体

〟（cg，…，C箆＿1）の〟上の次数を考察する・我々の多項式薫（a，b；ズ）の〟上の既約多項式への因数分

解の型は，特殊化（S，t）－（a，b）によるふ（a；ズ）とふ（b；ズ）のガロア群の退化の様子，及びん（a；ズ）

とふ（b；ズ）の〟上の根体の共通部分の大きさを，命題3・2のようにして，体〟（cg，‥．，C芝＿1）の〟

上の次数を通じて我々に教えてくれる．
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命題3・12・体凡才の標数が2でない場合には△a／△b∈〟，標数が2の場合には佑＋βb∈〟とす

る．このとき多項式昂（a，b；ズ）は次数d／2の2つの因子に〟上で分解する．但し，これら2つの多

項式は〟上既約であるとは限らない．

証明．命題2．7から従う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

系3・13・もしCa，Cb⊂乳であれば，璃（a，b；ズ）は（〟上既約であるとは限らない）次数d／2の

2つの因子に〟上で分解する．

§4．3次多項式の場合

これまでの§2，§3における一般論を基にして，生成的多項式の部分体問題を3次の場合に限定し，

より具体的に考察する．多項式

カ（S；ズ）：＝ズ3－81ズ2＋β2ズーβ3∈た（S）図，

Sl＝zl＋霊2＋ご3，

82＝∬1∬2＋zlz3＋ご2∬3，

β3＝∬1∬2∬3

を用意し，§3の様に差積△S，またはchark＝2の場合にはBerlekampの判別式P，を取る：

△5：＝（∬2－zl）（z3－霊1）（∬3一∬2），

βS：＝ 岩石＋岩石＋岩石
z雪霊2＋∬鉦3＋zlz…＋霊1霊2ご3

可霊2＋∬錘3＋z拉1＋∬1夷＋∬2夷＋£3夷

差積△S，Berlekampの判別式PSはそれぞれ

△2＝βは－4β主4轟。＋1831β2β。－2現，

畠（βS＋1）＝
S塁＋轟3＋郎2S3＋β…

β雪β…＋33

（11）

を満たし，体た（S）（△S）（たの標数が2の場合にはた（S）（βS））はた（S）の2次拡大となる．剰余類否＝

許可∈ガ＼Cs，tに対応させて，

（出潮
と置く．定義から（恥，触1，視2）は次の形のように直接計算できる．
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z2z3yl z1£3y2

（∬2－zl）（∬3－∬1）（z2－∬1）（霊3－z2）

ul

112

△Jl・det

（l yl　戎

1さ／上．′づ

】1ノ．ぅ．′・三

（∬2＋霊3）yl

（z2－zl）（z3－ご1）

△；1・det

1霊l yl

l z2　y2

1z3　y3

zlz2y3

（£3－zl）（霊3－∬2）’

（∬1＋∬3）y2　　　　（zl＋z2）y3

（㌶2－£1）（£3－ご2）（∬3一㌶1）（霊3－£2）’

）
封2　　　　　．　　　　　〃3

（£2－zl）（∬3－zl）‾（霊2－の（∬3－∬2）＋（£3－訂1）（霊3－㌶2）・

多項式カ（S；ズ）のチルンバウス変換の一般形は

釦（S，uO，祝1，視2；ズ）

：＝Resultanty伍（S；y），ズー（祝0＋祝1y＋視2y2））

＝ズ3＋（－3視0－31均一轟2＋2S2祝2）ズ2＋（3視呂＋2Sl加。祝1＋S2思雷

＋2轟0視2－4β2uO祝2＋β1β2旭1祝2－3β3視1U。＋高上2SlS。視芸）ズ

3　　2　　　　2

一也。－Sl祝。均一52視。視1－3。祝上尋緑玩＋2S2視呂u2－Sl古畑。勘的

2　　　　　　　　　　2　　　　2　23

＋3β3祝0祝1祝2－Slβ。勘祝2－β払。最上2slS細）祝2－β28。勘視2－β。祝2

によって与えられる．また，定義から叫，勘，祝2は

あ（t；ズ）＝釦（S，魂，視冒，祝雲；孝），＿（ダ∈Cs，t）

を満たす．以下において，便宜上，記号

As：＝β上3β2，

月S：＝2S雪－9β1S2＋278。，

G：＝β上4轟2＋古書＋6slS。，

βS：＝Discズカ（S；ズ）＝轟2－43上4轟。＋18卵。S。－2璃（＝△≡）

を使う事にする．直接計算から等式

（12）

（13）

（14）
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4A…一成＝27上）S

が成り立つことが確かめられる．計算代数を用いて，6次多項式

瑚S，t；ズ）＝　n（ズー祝君）∈可動（i＝1，2）
百∈ガ＼Gs，t

を求めると以下のようになる：

（β1β2－33）βt

βS　日　　　　　かS
現S，t潮：＝ズ6－撃方4－

（β1β2－β3）At月tC呈

β乏

ズ3＋箸ズ2
（占1S2－83）2A吾かS－（譜かt

83

軸t；粧＝ぞ三笠聖霊ズ3

＋讐ズ2－4欝ズ＋
A紗S－A亘かt

かき　　’

（15）

（16）

（17）

但しAs，βS，G，psの定義は式（14）による・多項式凡（S，t；ズ）の表示は，その根視呂が者（S，t；ズ）

と為（S，t；ズ）の根から式（20）と（26）を用いて得られることもあり，複雑なので省略する．多項式

為（S，t；ズ）のズに関する判別式は

ps，t：＝
瑠璃（A三月ぎー27A紗S）2

かま5

で与えられる．また，Charた≠2の場合には，式（15）から次のようにも表示できる：

A拍上27A吾かS＝4A…A上27（A吾かS＋A…玖）＝
虎虎－36上）S上）t

（18）

（19）

命題2．7より為（S，t；ズ）の分解

為（S，t；ズ）＝彗ト（ズ）ぢ‾（ズ）

が得られる．但し馬ト（X），ぢ‾（X）はK（△S／△七）上（chark＝2のときはK（βS＋Pt）上）定義された

多項革である．

まずcharた≠2なる場合には，定義（4）より

吋（ズ）＝　n
てiT市∈〃＼Cs，t

や（丁）∈愁3

町（ズ）＝　口
許市∈〃＼Cs．t

や（丁）産別3

である．

またcharた＝2の場合には，

（ズー祝皇1，丁））＝ズ3－等ズ＋

（ズー視皇1，丁））＝ズ3－等ズ＋

βt一月S（△t／△S）

2ps

β七十月S（△t／△S）

2上）S
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吋（Ⅹ）＝ズ3＋箸ズ＋

項ズ）＝ズ3＋箸ズ＋

占1Asβt＋flAtβS＋βSβt（伍＋仇）
月sps

SlAsβt＋享lA七月S＋βSβt（βS＋βt＋1）

βSヱ）S

が得られる．

無限体〟に対して，特殊化（S，七）－（a，b）∈〟3×〟3は，常にカ（a；ズ），お（b；ズ）が〟上分離

的になるように選ばれるものと前提する．すなわち，以下かa・Db≠0を仮定する．また

La：芋SplMjb（a；X），　　Lb：＝SplM、fi（b；X），

Ca：＝Gal（上8／〟），　　Cb：＝Gal（ムb／〟）

と置き，＃Ca≧＃Gbであるとする．さらに，力（a；ズ）は〟上既約であると仮定する，群Caは63

または恥＝Gと同型であり，群Cbは63，G，C云‾またはくけと同型となる・我々は巧（S，t；ズ）を通

してお（S；ズ）に対する部分体問題の解を与える．すなわちa，b∈〟3に対し，エa⊇上bとなる必要十

分条件を与える．

4．1charた≠3の場合．

最初に，体たの標数が3ではない場合を取り扱い，Charた＝3の場合は小節4．4で論じる．

式（13）の多項式をガについて展開し，各項を比較することで

ま1－Sl祝1－β雪視2＋2S2祝2 Ql，2（S，七；u2）

∂1，2（S，t；祝2）

但し，

Ql，2（S，t；u2）：＝3A錘七一At（6A2－月2＋2AsβSβ1）視2＋6上）S（A…＋哉β1）祝塁，

∂1，2（S，t；視2）：＝3月式AsAt－3♪S戎）

が得られる．また，視1を消去することによって

髄0　＝
（fl－轟2＋2g2祝2）♪1，2（S，t；視2ト31Ql，2（S，t；祝2）

3上）1，2（S，t；視2）

（20）

（21）

が得られる．

式（20）と（21）から，命題2・2のようにして，任意のダ∈Cs，tに対して，∬（略視雷，視冨）＝∬（璃），

∬＝た（S，t）であることが直接確認できる・さらには，式（10）を満たす堵2（S，t）∈棒，t］と堵2（S，t）∈

呵S，t］が次のように得られる：まず，

5

∑九本，七両
1　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1

β1，2（S，t；触2）3瑚AsAt－3恥2）可；有事崇

となる堵2（S，t），んi（S，t）∈棒，t］を取る．実際，計算代数を用いて



生成的多項式の部分体問題に対するチルンバウス変換を用いた幾何学的枠組みについて（星　三宅）　　　19

堵2（S，t）：＝3月S（A…威－27A雷践）2

かつ

（ん0（S，t），・‥，ん5（S，t））

＝〈4AZA礪β行27A紘一27如S），

27月t上）S（4A2A君＋9A紗S－9A…仇），

－3AsAt上）S（5塞虎＋135A抄S－54瑠璃），

－270単独埠9軸…威＋27A掬，162AsAtβt叫

を得ることができる・ここで，式（21）から，堵2（S，七）：＝3・82，。（S，t）∈恥七］と定義する．以上に

よって，

視i＝

甥。（S，t）
堵2（S，t；祝2），かつ　degズ（堵2（S，t；弟）＝5

を満たす堵2（S，t；ズ）∈棒，t］［ズ］，（i＝0，1），が具体的に得られる．

変数の特殊化（S，t）－（a，b）∈〟3×〟3においては，次の補題が成り立つ．

補題4．1．（1）もしカ（a；ズ）が〟上既約ならば，βa≠0．

（2）もLAa＝0ならば，朗a；ズ）とズ3一塊は〟上チルンバウス同債である．よ云て，カ（a；ズ）の

〟（√耳）上のガロア群は位数3の巡回群となる．

（3）もLAa＝0ならば，お（a；ズ）とy3－3y－（βa＋1／月8）は〟上チルンバウス同値である．

証明・（1）および（2）は等式

33・カ（S；ズ）＝（3ズー31）3－3As（3ズーSl上島

から従う．ズ3－月8〒0卓ある場合には，y＝ズ＋1／ズ＝刈1＋対私）と置くことによって

y3－3y－（βa＋1／βa）＝0を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

補題4・1（1）によって，カ（a；ズ）が〟上既約という仮定からβa≠0が従う．また，補題4．1（3）に

より，一般性を失うことなく，Aa≠0かつAb≠0と仮定してよい．

式（18）とβa≠0かっかb≠0という仮定の下車は，多項式為（a，b；ズ）が重根をもつためには，

A三月昌一27．鳩β8＝0が必要十分であることが分かる．’

補題4・2・（1）もLA亘β昌一27魂仇＝0ならば，為（a，b；ズ）は〟上次のように因数分解する：

軸b；ズ）＝（ズー孟）2（ズ＋語）（ズ3－
27魂ズ　27魂
A急報

（2魂一月己）

A急報
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但し，最後の項は〟上既約である．

（2）もLAま成一27魂仇＝0ならば，為（a，b；ズ）の重根C＝3A己／（A8月b）はAaAb－3上）ac2＝0を

満たす．逆に，為（a，b；ズ）の根CがAaAb－3上）ac2＝0を満たすならば，Aま月孟－27魂仇＝0が成

り立つ．

証明．凪叫参照．

前節§3における，定理3・8および系3・9の特別な場合として，た一生成的多項式カ（S；ズ）の同型間題

への解が次のようにして得られる．

定理4・3・（1）もLAまβ昌一27魂か8＝0ならば，Spl〟カ（a；ズ）＝Spl〟カ（b；ズ）．

（2）もLAま月昌一27．蝿仇≠0ならば，一次の2つの条件は同値である：

（i）Spl几1わ（血；ズ）＝Spl〟ゐ（b；ズ）；

（ii）6次多項式為（a，b；ズ）は凡才内に根を持つ．

証明・（1）Aまβ昌一27魂仇＝0である場合は，補遺4・2から，あるダ∈Cs，tに対してcg＝

－（6A己）／（Aaβb）∈〟となる．このとき，β1，2（a，b；C雲）＝3月a（AaAb－3上）8（C茎）2）＝▼－9月aAaAb≠0

が成り立つ・よって，式（20）および式（21）より〟（cg讃，Cg）＝〟（cg）＝〟が得られる．

（2）もLAまβ昌一27魂かa≠0ならば，堵2（a，b）・畔。（a，b）≠0が従う．よってとの主張は定理

3．8（または系3．9）から従う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

例4．4．ここで，等式A三月昌一27魂玖＝0が満たされる場合の例を2つ挙げておく．

（1）〟＝哩として，a＝（0，3，－2），b＝（3，－3，3）∈〟をとる．このとき，

ム（a；ズ）＝ズ3＋3ズ＋2，カ（b；ズ）＝ズ3－3ズ2－3ズー3

および（Aa，軋，G，β8）＝（－9，－54，9，－216），（Ab，βb，∂b）＝（18，216，－864）が得られる．多項式

カ（a；ズ）とわ（b；ズ）は共にQ上既約であり，しかもか8＝－23・33と∂b＝－25・33は〟＝哩の中

で平方数ではないので，ゐ（a；ズ）とみ（b；ズ）のQ上のガロア群は共に3次対称群63と同型である．

－ま－たAまβ主27魂仇＝0であることも直接計算によって確かめられる．補題4．2（1）より

榊，b；ズ）＝（ズ＋芸）2（ズー1）（ズ3－等一芸）

が得られる・よってcg＝1を採ると，式（20），（21）から（cg讃，Cg）＝（3，－1，1）が分かる．これによ

りQ匪］／伍（a；ズ））笥沌匝］／（カ（b；ズ））．さらに，ゐ（a；ズ）からみ（b；ズ）へのQ上のチルンバウス

変換は具体的に

み（b；y）＝Resultantズ（革（a；ズ），y－（3－ズ＋ズ2））

として与えられる．また
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軸b；ズ）＝（ズ2－ズ＋芸）（射1）（が＋筈＋呈），

凡（a，b；ズ）＝ズ2（ズー3）（ズ3－3ズ2－4）

も得られる．

（2）〟＝Qとして，a＝（－3，－4，－1），b＝（－1，－2，1）∈〟をとる．このとき，

ゐ（a；ズ）＝ズ3＋3ズ2－4ズ＋1，カ（b；ズ）＝ズ3＋ズ2－2ズー1

であり，（Aa，βa，G，仇）＝（21，－189，259，49），（Ab，月b，Db）＝（7，7，49）である．またム（a；ズ）と

カ（b；ズ）は共にQ上既約であり，β8＝βb＝72であることから，カ（a；ズ）とあ（b；ズ）のの上のガ

ロア群は共に3次巡回群Gと同型に姦る．さらにAまβ主27A已仇＝0であり，補題4．2（1）から

輪読＝（ズ二伸＋2）（ズ3－3ズー等）

が得られる・よってcg＝－2を取れば，式（20）と（21）から（cg，C雷，C雲）＝（4，－7，－2）が直接計算でき

る・これよりの囲／伍（a；ズ））竺QQ匪］／伍（b；ズ））．またム（a；ズ）からあ（b；ズ）へのQ上の具体的

なチルンバウス変換は

み（b；Y）＝Resultantx（f3（a；X），Y－（4－7X－2X2））

によって与えられる．さらに

軸b高＝（ズー植－4）（可（ズ3－37ズー等），

瑚a，b；ズ）＝（ズ＋3）（ズ＋2）（ズー4）（ズ3＋ズ2－14ズ＋筈）

も得られる．これから，ム（a；ズ）からカ（b；ズ）への¢上定義された，3つのチルンハウス変換のうち，

残り2つは

カ（b；y）＝ResultantX（朗a；革），y－＿（－3＋＿3ズ＋ズ2）），

ゐ（b；y）＝Resultantズ伍（a；ズ），y－（－2＋4ズ＋ズ2））

によって具体的に与えられることが分かる．

我々の目標である，た－生成的多項式み（S；ズ）の部分体問題の解は，次のようにして与えられる．

定理4・5・条件A三月主27魂仇≠0を満たすa，b∈〟3に対して，為（a，b；ズ）の〟上の既約因子

毎（ズ）への分解の型により，生成的多項式あ（S；ズ）の部分体問題の解は表1のように与えられる．ま

た，各既約因子hp（X）の根体A4LはSplMpf3（a，X）＝SplMpf3（b，X）を満たす・
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C a G b （の ，d〝＝d eg（毎 （ズ））

6 3

6 3

ムa ≠ ムb ，ムa n エb ＝ ∬ （6）

ム8 ≠ 上b ，甚8 ∩ムb ：現 ＝ 2 （3）（3）

上a 〒 且＿b ・＿ （1）（2）（3）

q 上8 ∩ムb ＝．打 （6）

G
ムa オエb （6）

ムa ⊃ エb （3）（3）

（1－） エ8 ⊃ムb 、 （6）

C 3

G I
ムa ≠・ムb （3）（3）．

ム8 ＝ ムb （1）（1）（1）（3）

G ムa n ムb ＝．打 ． （6）‾1

．（11 ムa ⊃ エb ．（3）（3）

証明．命題3．2と仮定Aま月昌一27．鳩か8≠0から，

ムa上・b＝エa〟（cg）＝ムb〟（cg）br　ダ∈Cs，t （22）

が得られる・よって2つの多項式お（a；ズ）とカ（b；ズ）は為（a，b；ズ）の各既約因子毎（ズ）の根体上で

チルンバウス同値となる．

（i）Ca空63の場合．

（i－1）もしエan上′b＝∬ならば，式（22）より［〟（C芸）：叫＝6が従う．よって為（a，b；ズ）は〟上既

約である．

（i－2）もし甚anエb：叫＝2ならば，命題3・12より為（a，b；ズ）は〟上で2つの3次因子為（ズ）＋，

為（ズ）‾の積に分解する・このとき，式（22）から囲（cg）：叫≧3でなくてはならず，各3次因子は

既約である．

（と3）もUCb望63かつムa＝ムbならば，為（争，ウ；ズ）は〟上で2つの3次因子為（ズ）＋，為（ズ）‾

の積に分解する．また，定理4．3から，少なくともどちらか1つは1次因子を持たなくて、はならない．

よって，命題3・7（ii）より，為（a，b；ズ）の分解の型は（1）（2）（3）となる．

（ii）Ca空（完の場合．

（ii－1）もLCb空C3かつエa≠エbならば，命題3．12から，為（a，b；ズ）は〟上で2つの3次因子

為（ズ）＋，為（ズ）‾の積に分解する．このとき，式（22）から［〟（cg）：叫≧3でなくてはならず，各3

次因子は既約となる．

（ii－2）もLCb⊆≦Gかつエa＝ムbならば，為（a，b；ズ）は〟上で2つの3次因子為（ズ）＋，為（ズ）‾

の積に分解する．また，定理4．3から，少なくともどちらか1つは1次因子を持たなくてはならない．
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よって，命題3・7（ii）より，為（a，b；ズ）の分解の型は（1）（1）（1）（3）となる．

（ii－3）もLGb望C2ならば，式（22）から［M（C雲）＝M］＝6が従う．よってFb（a，b；X）はM上既約

である．

（ii－4）もLGb空く1）ならば，命題3・12からFb（a，b；X）はM上で2つの3次因子Fb（X）＋，Fh（X）‾

の積に分解する．このとき，囲‾（cg）：叫＝3より，各3次因手は既約となる．　　　　　　□

4．2　特別な場合1：ズ3＋耳ムr一一g3．

この小節でもcharた≠3とし，み（0，g2，島；窟）＝ズ3＋g2ズーg3の形で与えらた6。に対するた－

生成的多項式を取り扱う．まずⅩ：＝（ズ1，ズ2，ズ3），

ズ1：＝∬1－Sl／3，ズ2：＝霊2－Sl／3，ズ3：＝z3－β1／3

とする．このとき，た（Ⅹ）：＝た（ズ1，ズ2，ズ3）⊂た（∬1，∬2，z3）かつズ1＋ズ2＋ズ3＝0である．対称群63

のゐ（∬1，㌶2，∬3）への作用は，体た（Ⅹ）への線型かつ忠実な作用を引き起こす・さらにS＝（gl，銭，島），

税はズ1，ズ2，ズ3に関する豆一次基本対称式，とすると，た（Ⅹ）63＝た（S）を得る．またgl，銭，島に対

して，

。＿∩　ロ　＿＿．ム＿－（台上332）口　銭　2β上9β津2＋273。
gl＝0，g2＝一三三 ざ3＝　三＝

3　　　　　3　　　7’▼U　　27　　　　　　　27

が成り立つ・多項式あ（0，g2，馬；ズ）とお（S；ズ）はた（S）上でチルンバウス同値である．さらに，カ（S；ズ）

は体の拡大た（Ⅹ）／た（Ⅹ）63を生成する．変数の特殊化Sト→a＝（α1，α2，α3）∈〟3については，多項式

あ（a；ズ）＝ズ3－α1ズ2＋α2ズーα3とカ（0，A2，A3；ズ）＝ズ3＋A2ズーA。は〟上チルンバウス同値

となる・但しA2：＝－Aa／3，A3：＝月8／27である．またで：＝（0，篭，乃）と置けば，

βS＝Discズあ（0，g2，烏；ズ）＝－4房－27房，

A昌鶴－27丞∂S＝－729（4成増＋27房瑠＋27成増）

が得られる．さらに

咄T；ズ）＝ズ6「豊中警草3
16g狩　v2　32威ち範＋⊥U竺⊥2ズ2

J）基‘－　　J）墓

現S，T湖＝ズ6＋撃ズ4＋禦ズ3＋

64房（瑠璃一房瑠）
璃

9g鈎，′2．81房馬窮策
ズ2＋

堵

（23）

JJs　‥　　Ds　‥　J）基

4成増＋108成増瑠＋729鰯瑠＋275雪瑠

堵

榊，T；ズ）＝ズ6－、三豊ズ4＋慧ズ3
81房7晋，′2　243銭亀乃ズ2
堵‘∵∴　H堵

729（房男「」杵控）
堵

ズ　　（24）

（25）
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であることが分かる．ここで増（g2，範，策，乃；ズ）：＝為（S，T；ズ）と置けば，次が成り立つ．

定理4．6．もし（A2，A3），（月2，哉）∈〟2に対して4A錘書＋27A…房＋27A錘言≠0であるならば，

増（A2，A3，月2，月3；ズ）の〟上の既約因子九の耳）への分解の型によって，生成的多項式ズ3＋g2g一銭

の部分体問題の解は定理4．5の表1のように与えられる．

4．3　特別な場合2；ズ3＋3ズ＋β．

この小節でもcharた≠3とする・また，前小節のようにA2：＝－Aa／3，A3：＝月8／27と置く．こ

のとき，Aa≠0かつ亀≠0であるようなa＝（α1，α2，α3）∈〟3に対して，多項式カ（a；ズ）と

カ（0，α，－α；ズ）＝ズ3＋αズ＋αは〟上チルンバウス同値である；但し

α：＝
A塁　　27Aま　　　27（α上お2）3

胡「‾　一璃　（2α上9α1α2＋27α3）2°

これは，次の等式から直接従う：

ズ3＋A2ズーA3＝一針一等）3＋α仁筈）＋α）・

注意4．7．上記のチルンバウス同値及び前小節のチルンバウス同値は，根のアフィン変換のみによって

与えられていることに注意しておく．すなわち，根の1次式による変換である．

さてa＝（0，α，－α）∈〟3，b＝（0，わ，－わ）∈〟3とすると，

仇＝Discズム（0，α，－α；ズ）＝－α2（4α＋27），

A三成－27A己か8＝－729α2ゎ2（4αわ＋27α＋27わ）

を得る．

定理4．5より，仇・Db≠0であるようなα，わ∈〟に対し，もし4αわ＋27α＋27わ＝0ならば，

ズ3＋αズ＋αとズ3＋わズ＋わは〟上チルンバウス同値である．よって

ズ3＋αズ＋αとズ3‾二‾品ズー品

は〟上で同じ最小分解体を持つ．

例4．8．上の場合，〟＝Qとすれば，以下が得られる：

Spl〃（ズ3－189ズー189）＝Spl〟（ズ3－7ズー7），

Spl〟（ズ3－27ズー27）＝SplAオ（ズ3－9ズー9），

Spl几ダ（ズ3－6ズー6）＝Spl几ダ（ズ3＋54g＋54）．
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また，

紬，一曲一岬＝ズ6－等ズ4－誓ズ3

＋等三ズ2十等三

＋青ズ＋

ズー 6438ま2（3－f）

β塁　’

紬，一曲，一欄＝ズ6＋誓ズ4＋慧ズ3＋筈ズ2
－81β3f2V．β4±2（2782＋729t＋108Sま＋432ま）

かき

榊，…0…ズ）＝ズ6－芸ズ4一芸Ⅹ3
。81S2f2v2．243ざま2v　729β2f2（8－f）＋芋蔓≠一方2＋竺芸Lズー

β冨‘‾　㌧．昭　一1　　　かき

が得られる．但しかS＝－β2（㊤＋27）である．キこで範（β，f；ズ）：＝為（0，3，－S，0，舌，－f；ズ）と置けば，

次の定理が成り立つ．

定理4・9・もしか8・βb≠0であるようなα，わ∈〟に対して4αわ＋27α＋27わ≠0であれば，G2（α，わ；ズ）

の〟上の既約因子毎（ズ）への分解の型によって，生成的多項式ズ3＋βズ＋Sの部分体問題の解は定

理4．5の表1のように与えられる．

論文［HMO7］において，我々はcharた≠3という仮定の下で生成的多項式ズ3＋Sズ＋Sの同型間題

の解を与えた・ここでは，論文IHMO7］の結果を，少し変形させた形で与える（［HMO7］のTheoreml，

Theorem7を参照）・まず，C2（α，わ；ズ）が0を根に持つ，すなわちG2（α，玩0）＝0ならば，α♭（α－わ）＝0

となることに注意する・以下，α≠わを仮定する・剰余類百∈ガ＼Cs，tに対して，Cg≠0であることか

ら，視：＝3cl／C2が定義され，（co，Cl）＝（2αC2／3，祝C2／3）かつ

C2
3（祝2＋9祝－3α）

視3－2αu2－9α視－2α2－27α

が成り立つ．さらに，α（4α＋27）≠0の仮定の下で，祝3－2仇2－9α祝－2α2－27α≠0であることが分かる．

これより〟（恥Cl，C2）＝〟（旭）である・また，直接計算から（α一年nタ。勘Gs，t（ズー視ダ）＝：叫α，わ；ズ）

とするとき，

ガ（α，わ；ズ）＝‾α（吏2＋白文＝3α）3‾－わ（ズ3－2占え2二9誠一2云2－2元）2

が得られる．またDiscXg（α，わ；ズ）＝α10㍍（α－り（4α＋27）15（4わ＋27）3である．

定理4・10（［HMO7］）・上記の記号の下で，α，♭∈〟，（α≠わ，α・わ≠0）に対して，生成的多項式

ズ3＋合方＋βの部分体問題の解はガ（α，わ；ズ）の〟上の既約因子んバズ）への分解の型によって定理4．5

の表1のように与えられる．特に，ズ3＋αⅩ＋αとズ3＋bg＋わの2つの〟上の最小分解体が一致

するためには，次の条件を満たす視∈〟が存在することが必要十分である：

わ＝
α（視2＋9視－3α）3

（㍑3－2α視2－9m－2α2－27α）2．
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注意4・11・KomatsulKo］は，Chark≠2，3の仮定の下で，3次生成的多項式g（t，Y）＝Y3－t（Y＋1）∈

坤）［y］を取り扱っている・Spl軌七。）P（ま1，転Z）＝Splた（fl，t2）詭1，y）・Spl坤1，ま。）ダ（f2，y）を満たす6

次式P（tl，f2；Z）を，降下クンマー理論（［KoO4］も参照）によって構成し，P（ま1，ま2；Z）を用いて上帝，y）

の部分体問題の解を与えている．

4．4　charた＝3の場合

この小節では，Charた＝3の場合を取り扱う．この場合，

As＝S雪，島＝－3号，∂S＝轟主β上帝。

となる．式（13）のズに関する係数を比較する事によって，

鮎0＝

祝1＝

32f上帝2二S2fl（β上卓。）視2－かS戎

帝1
ま1－（β箸＋32）視2

Sl

が得られる．さらに為（S，t；ズ）は

軸t；ズ）＝ズ6＋誓ズ4－孟ズ3＋砦ズ2＋砦ズ＋

で与えられる．また為（S，t；ズ）のズに関する判別式は

ps，t＝

増かS－β雪かt

かき

瑠璃（塞β主27A独）2－S壬8房（胡）2＿壁壁些
かま5　　　　　　　　上）呈5　　　　上）孟5

1（26）

である．

定理4・12・条件α1わ1≠0を満たすa＝（α1，α2，α3），b＝（bl，わ2，む3）∈〟3に対して，生成的多項式

ズ3－β1ズ2＋32ズーβ3の部分体問題の解は為（a，b；ズ）の〟上の既約因子毎拷）への分解の型によっ

て定理4．5の表1のように与えられる．

次にα1＝0の場合を考察する．多項式み（0，β，－β）＝ズ3＋βズ＋Sは，63に対するた－生成的であるので，

ナ般性を失うことなくα1＝0，わ1＝0であると仮定してよい．実際み（S；ズ）＝ズ3－β1ズ2＋づ2ズーS。＝0

に対して

y＝

ーβ2－β1ズ

y3＋ ーβ雪　，′l　　－β宝

βは－β上帝31lS璽古書－S上帝3

と置けば

が得られる・よって，α1・仇≠0を満たすa＝（α1，α2，α3）∈〟3に対して，多項式ゐ（a；ズ）と

ズ3＋ ーα雪　　V．　　－α雪

α雪αヨーαヨーα雪α3イ11α箸α上α塁－α雪α3
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は〟上チルンバウス同値である．

変数の特殊化（sl，り＝（0，0）を行い，式（13）の方に関する係数を比較することで，

t▲1＝
β2（f3－如0－壷）

S3f2　　’

視2＝0

が確認される．式（23），（24），（25）はcharた＝3に対しても成立し，

凡（0，S2，S3，0，ま2，わ；ズ）＝ズ6－f2ズ4＋t。ズ3＋f2g2＋ま2ま。ズ＋

珊β2，刷2，描）＝（ズ2－宝）3，

為（0，S2，β3，0，f2，転ズ）＝ズ6

β誠一頑塁

S塁　’

となる・また叔0，β，－βげ）＝ズ3＋Sズ＋βに対し・Discズ叔0，5，－Sモズ）＝‾－β3である・ここで

Co（S，t；ズ）：＝凡（0，台，－β，0，t，－f）

＝ズ6＿fズ4＿ば3＋f2ズ2＿f2ズ＋塾と二カ
β

と定義する；DiscXGo（β，ま；ズ）＝ま15／33である．

命題4・13・lCo（β，f；ズ）は63×63に対するた－生成的多項式である．

定理4．14．条件αわ≠0を満たすα，わ∈〟に対して，生成的多項式ズ3＋Sズ＋βの部分体問題の解

はCo（α，わ；ズ）の〟上での既約因子毎（ズ）への分解の型によって定理4．5の表1のように与えられる．

§5．3次巡回多項式の場合

巡回置換J＝（123）∈63は体た（∬1，∬2，∬3）に変数の置換

J：Jlト→　㌶2，g2ト‾⇒　∬3，g3ト→　∬1

として作用しているとする．また，

Zl：＝
gl　‾ご2　　　　　　　z2‾z3

＿＿　．＿＿・†　22：＝

ご2一昔3　　　　　　　霊3－∬1

－1

ヱ2＝i了石，Z3＝

，　23：＝

ー（1＋zl）
21

∬3‾ご1

霊1－z2

と置くと，

が得られる．さらに∬1：＝た（21，Z2，23）と置くと∬1⊂た（霊1，z2，z3）であり，∬1のた上の超越次数は

1である．またG＝（J）は体∬1＝た（21）に

ロ‘：Zl　ト→ ＿二Lト→－（1＋21）
1＋zI Zl

ト→　Zl
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として忠実に作用する．そこでC3－拡大∬1／呼3を考察するために，次の多項式gC3（崩；ズ）を導入

する：

ダC3（抗；輝＝　H（ズー£）＝（ズーZl）（ズ＋孟）（ズ＋豊）
z∈Orbくけ〉（zl）

＝ズ3－抗ズ2－（崩＋3）ズー1，

771．＝
Z上3Z1－1＿－（武＋戎＋蚕「3粛∬2－3霊鉦3－3戎zl＋6∬lz2z3）
Zl（zl＋1）　　　　　　（∬2－∬1）（£3－zl）（z3－g2）

このとき，∬F3＝た（句であり，さらにダC3（抗；ズ）のた（前）上の最小分解体は∬1である．

補題5・1・多項式カ（S；ズ）＝ズ3－51ズ2＋S2孝一β3とgC3（萌ズ）＝ズ3－前方2－（玩＋3）ズー1

は体た（霊1，ご2，∬3）C3上でチルンバウス同値である．

証明．多項式がC3（菰；ズ）のた（∬1，∬2，∬3）C3上の最小分解体はた（∬1，∬2，㌶3）であることが次の様に分

かる．

（i）charた≠2の場合：た（£1，∬2，∬3）C3＝た（81，β2，83，△S），但し△S＝（∬2－£1）（£3－∬1）（訂。－訂。）

である．更には，i＝1，2，3に対して

ー△S＋81β2－983－2△S易

2（β雪－332）
こJ　＝

△S－β1β2＋9鞄（β上332）恥

2△。　　　　　　△S
（27）

が成り立つ．

（ii）chark＝2の場合：k（zl，3；2，3；3）C3＝k（sl，S2，S3，Ps），但しβSは式（11）によって与えられた

Berlekampの判別式である．整数i＝1，2，3に対して，

開門－
（β132＋β3）（βS＋zi）

β‡＋β2　　’

Zi＝佑＋
（S雪＋32）zi

81β2＋β3

が成り立つ．

ここで，抗を81，β2，83と△S（charた＝2のときには伍）によって記述することを考える．任意の体

た上において

た（∬1，∬2，£3）C3＝た（sl，S2，S3，zl戎＋訂2粛＋霊3武）

および
ヽ

＿　－3号＋6β待2－1883－3（£1戎＋∬鉦3＋∬2璃）
m＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　－A　　‾，、　　‾　　　　　ハ．　▼’

－3132＋3β3＋2（zl夷＋霊拉3＋霊2夷）

が成り立つ．よってcharた≠2の場合には，

∬1戎＋鋤戎＋£3粛＝（△S＋81β2－3β。）／2

となり，さらに
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3△S＋23萱－9β1S2＋27β3

2△S

3△S＋βS

が成り立つ．またcharた＝2の場合は

zl戎＋∬2戎＋訂。武＝SIS2＋β53182＋鳥83

であり，これより

777．＝
S雪＋sIS2＋βsslS2＋βsS3

β182＋83

81As＋βS月S

βS

が得られる．

定理4．5を〟＝た（霊1，∬2，霊3）C3に対して用いると，ゐ（S；ズ）からgC3（萌ズ）へのた（∬1，z2，訂。）C3

上で定義されたチルンバウス変換が3つ存在することが分かる．多項式為（S，t；ズ）の変数の特殊化

（fl，f2，わ）－（崩，－（崩＋3），1）∈桓1，霊2，∬3）C3によって，お（S；ズ）からダC3（萌ズ）への姫1，∬2，g。）C3

上のチルンハウス変換の係数（cg，C告C雲）を具体的に求めることができる：

gC3（抗；ズ）＝ResultantY（叔S；y），ズー（cg＋C雷y＋C雲y2））・

まずcharた≠2の場合には，式（17）から為（S，抗，－（崩＋3），1；ズ）の具体的な因数分解

為（β1，β2，由，抗，－（抗＋3），1；ズ）

＝ズ（ズー芸）（ズ＋蓋）（ズ3一芸ズ
A…（2Ass1－3β132＋27β3）

△亘

が得られる・よって（cgI否＝（1，丁）∈ガ＼Cs，t，ゆ（丁）∈乳3）＝（0，A冨／△2，－A2／△冨）となる・また，式

（27）からC2＝0を得る．さらに式（20）と（21）によって，Cgの値からcg，C雷が次のように計算できる：

（co，Cl，C2）＝（≒云票，一息0），

（cgl，C告cgl）＝

As（AsS2－32＋3sIS3ト（Asβ1－現）△S－△2As（－2Asβ1＋且S＋△S）AZ
2△冨　　　　　　　　　’ 2△≡

－1芸）・

（C呂2，C雷2，Cg2）＝

－As（ASS2－3∃＋3sIS3）－（AsS1－品）△S－△Z AS（2Assl一月S＋△S）AZ

2△2　　　　　　　　　’　　　2△2　　　’△吾

但しEs＝81β2－9β3，前＝（1，萄）∈ガ＼Gs，t，ゆ（萄）∈乳3＼（1），（豆＝1，2）．計算代数を使って，直接

Z2＝崇票＝Cg1＋亘1zl＋C組勾＝崇莞＝Cg2＋C雷2勘＋cg2武　（28）

であることが確認でき，これよりゆ（Tl）＝（123）∈乳3かつゆ（乃）＝（132）＿∈乳3が得られる・

他方，Charた＝2の場合には，A2月主27A吾かS＝0，但しt＝（fl，f2，わ）＝（崩，－（崩＋3），1），とな

る．よって補題4・2（1）により
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為（β1，β2，β3，崩，－（示＋3），1；芽）

＝ズ（ズ＋
（β璽＋32）2

（β182＋β3）2

が得られる．式（20）と（21）によって

（co，Cl，C2）＝（伍，

（β璽＋32）4

（slS2＋β3）4

（β雪＋β2）3

（sIS2＋S3）4

を求めることができ，その他，式（28）を満たすあと2つのチルンバウス変換の係数も

（C浩C告C雲1）＝

鳥（S雪＋33）（β雪＋32）（β萱＋S3＋伍β撞2＋如3）（β箸＋82）2

βlS2＋53’　　　（β182＋β3）2　　　’（β182＋S3）2

（cg2，C雷2，C冨2）＝

S号＋錮2＋如雪＋伽3（β璽＋β2）（β雪＋β132＋βsslβ2＋βSβ3）（β雪＋β2）2

3132＋β3 （3132＋β3）2

として得られる．

ここでゐ（a；ズ）＝ズ3－α1ズ2＋α2ズーα3の〟上のガロア群はGと同型であると仮定する．補題

5・1において，変数の特殊化S＝（β1，β2，33）－a＝（α1，α2，α3）∈〟3，（但しAa≠0，月8≠0とする），

を行うことで，カ（a；ズ）とgC3（m；ズ）＝ズ3－mズ2－（m＋3）ズー1は〟上でチルンバウス同値と

なる．そのときmは次のように与えられる：

3△8＋2α雪－9α1α2＋27α3

1m

2△8

α雪＋α1α2＋私α1α2＋βaα3

α1α2＋α3

，Charた≠2のとき，

charた＝2のとき．

（29）

以下，a＝（m，－（m＋3），1），b＝（花，－（m＋3），1）とすると，お（a；ズ）＝ズ3－mが」（m＋3）ズー1，

ム（b；ズ）＝ズ3一花ズ2－（柁＋3）ズー1および

∂8＝Discズカ（a；ズ）＝（m2＋3m＋9）2，

A三成－27A已仇＝∂8βb（2m件＋3m＋3秒＋18）（2m柁＋3m＋3m一一9）

が得られる．また△8＝m2＋3m＋9，△b＝柁2＋3元＋9および

為（a，b；ズ）＝馬ト（m，町牙）町（m，穐；ズ），

吋恒，れ；ズ）＝ズ3一会ズー

項m，柁；ズ）＝ズ3－宝ズ＋

（m一犯）△b

△ま　’

（m＋れ＋3）△b

△亘

かつ
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Discズ（吋（m，柁；ズ））＝

Discx（f盲‾（m，n；X））＝

△己（2mγも＋3m＋37け18）2

△ま

△己（2mm＋37花＋371－9）2

△急

となることが分かる．ここでぢ‾（m，柁；ズ）＝ぢト（m，一m－3；ズ）に注意しておく・もしm＋乃＋3＝0

であれば，ズ3－mズ2－（m＋3）ズー1とズ3－mズ2－（柁＋3）ズー1は〟上で同じ最小分解体をも

つ．これより

ズ3－m五2－（m＋3）ズー1と　ズ3＋（m＋3）ズ2＋mズー1

は〟上でチルンバウス同値である．もし（2mm＋3m＋37け18）（2m7レ＋3m＋371－9）＝0であれば，

定理4．3（1）から，Ⅹ3－mズ2－（m＋3）ズー1とズ3－mズ2－（れ＋3）ズー1は〟上で同じ最小分解

体をもつ．

定理5．2．条件

（27mm＋37柁＋37け18）（2m71＋3m＋37も－9）≠0

を満たすm，柁∈〟に対して，2つの多項式ズ3－mズ2－（m＋3）ズ1－1とズ3－mズ2－（柁＋3）ズー1

の〟上の最小分解体が一致するためには，吋（間，柁；ズ）町（刑，柁；ズ）が凡才内に根を持つことが必要十

分である．

例5．3．〟＝Qとする．もし（m，可∈（（－1，5），（－1，1259），（0，54），（5，1259））であれば吋（m，陀；ズ）

は¢上1次因子3つに完全分解する．もし（m，可∈t（－1，12），（0，3），（1，66），（2，2389），（3，54），（5，12），

（12，1259））であれば町（m，柁；ズ）はの上1次因子3つに完全分解する・よって

ム＿1＝ム5＝エ12＝ム1259，エ0＝エ3＝ム54，上1＝上66，ム2＝エ2389

を得る・但し，上m＝Splq（ズ3－mg2－（m＋3）ズー1）・我々は計算機を用いることによって・－1≦

m＜柁≦100000の範囲の整数m，和については，ぢト（m，柁；ズ）町（m，循；ズ）がQ内に一次因子を持つ

の－は，上記の（m，可に限られる－こ－とを確認－している

もしcharた≠2，3であれば，式（29）を用いることによって，吋（m，柁；ズ）と

ダ＋（m，柁；ズ）＝＝ズ3＋
3（m几＋6m－3γけ9） 3（m71－3m＋6m＋9）
2m71＋37m＋371＋18日　　2mm＋3m＋371＋18

は〝上でチルンバウス同債であることが分かる．また，同様にして町（間，几；ズ）と

g‾（m，柁；ズ）：＝ズ3＋
3（mm－3m－3m－18）

2m71＋37m＋3γ1－9

は〟上でチルンバウス同値であることが分かる．

ズー1

3（m件＋6m＋6柁＋9）

21γ的＋3m＋3γl－9
ズー1
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今，Z＝（ズー1）／（ズ＋2）とすると，ズ＝－（2g＋1）／（Z－1）であり，

ん＋（m，柁；Z）：＝
33（m－可

＝Z3＿

ん‾（m，柁；Z）：＝

ー（2Z＋1）

m71＋3γl＋9〝2　m71＋3m＋9

m－γも　　　　　　　　　m－11

ー（2g＋1）

Z－1，

33（m＋れ＋3）

＝Z3＋

が成り立つ．また

Discz（ん＋（m，れ；Z））＝

mm＋3m＋3γl＿ウ　　mm－9

m＋氾＋3　‾’m＋れ＋3

△ま△己

（m一可4
Discz（ん‾（m，柁；Z））＝

Z－1

△ま△孟

（m＋柁＋3）4

を得る．

他方・Charた＝3の場合には，小節4・4の結果を用いて，吋（m，柁；ズ）と㍍（m，柁；Z），ならびに，

町（m，れ；ズ）とん‾（m，m；Z）がそれぞれ〟上でチルンバウス同値であることを直接に確認できる．よっ

てMortonlMorg4］，ChapmanlCha96］の結果の類似として，次の定理が得られる．

定理5・4・体たの棟数は2ではないと仮定する．また，m，柁∈〟に対して

（m一可（m＋柁＋3）（2mm＋31m＋3柁＋18）（2mm＋3m＋3m－9）≠0

とする・このとき・2つの多項式ズ3－mズ2－（m＋3）ズー1とズ3－m牙2－（柁＋3）ズー1の〃上の

最小分解体が一致するためには，次の条件を満たすZ∈〟が存在することが必要十分である：

7盲　＝
m（23－32－1ト9Z（2＋
mz（之＋1）＋Z3＋3Z2－1

または柁＝－ m（23＋322－1）＋3（Z3－3Z－

mz（Z＋1）＋Z3＋3Z2－1

§6．幾つかの6次生成的多項式

－まずcharた≠3とする・また仇，筏を63－－の部分群，一姉f）をた上2変数有理関数体とする－．

群仇に対する・1パラメータβ付きのた一生成的多項式朗a；ズ）∈轍）［ズ］と，群ガ2に対する，

1パラメータま付きのか生成的多項式朗b；ズ）∈坤）関を用意する（a∈綽）3，b∈坤）3）．ま

た，多項式ダ胤が2）（β沃ズ）：＝為（a，b；ズ）は重根を持たないと仮定する．このとき，定理3．10より

ダ（ガ1，g2）恒；ズ）は仇×ガ2に対する2つのパラメータβ，f付きのか生成的多項式となる．ここで，

1パラメータの0生成的多項式は群（1），瑞，G，63に対するものを除けば，存在しないことに注意し

ておく（cf・lBR97日LeO7］，lCHKZ］）・さて・（Hl，H2）∈（（63，63），（63，C3），（63，C2），（63，tl）），

（G，C2））とする・このとき，上8∩エb＝項，t）であり，定理4・5から，ダ（ガ1，城府，ま；坤ま栴f）上

で既約になる・したがって，このとき仇×ガ2は自然に66の可移部分群と見なすことができる．
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（1）（軋戯）＝（63，63）の場合：a＝（0，S，－可，b＝（0，ま，一七）とすると，朗a；ズ）＝ズ3＋βズ＋β，

カ（b；ズ）＝ズ3＋ば＋舌，Aまβ昌一27魂玖＝－729β2ま2匝け27β＋27七）であり，

ダ（醐3）（β，膵）：＝宗瑚0，3，叫0，…3ズ）

ズ6＋

＋

2f　　▼▼A　　　　ま

β（4S＋27）一1　S2（48＋27）

32（4β＋27）2

は63×63に対するた一生成的多項式である．

ズ3

f2　　V，（β－ま）f2

83（48＋27）2‾‾－S4（48＋27）3

（2）（仇，仇）＝（63，G）の場合：a＝（0，β，－S），b＝（王，－ト3，1）とすれば，朗a；ズ）＝ズ3＋βズ＋β，

叔b；ズ）＝ズ3－fズ2－（待3）ズー1，Aまβ主27魂かa＝729S2（t2＋3f＋9）2（㌔＋3f＋9＋β）を得

る．このとき，

ダ（63，C3）（痛ズ）‥＝為（0，S，－β，t，－ト3，1；ズ）

ズ6＿

＋

＋

6（f2＋3ま＋9）

β（43＋27）

！申2＋3f＋9）2

が（4S＋27）2

（2f＋3）（f2＋3f＋9）

β2（43＋27）
ズ3

3（2ま＋3）（ま2＋3f＋9）2

β3（4g＋27）2
．方

（ま2＋3f＋9）2（4Sま2＋27f2 ＋12gま＋鮎＋81舌＋243）

S4（43＋27）3

は群63×Cふ望（ちiC2竺（GxG）×C2に対するた一生成的多項式である．

さらに特殊化（β，f）ら（α，わ）∈〟2のとき，もしわ2＋3わ＋9＋α＝0であればズ3＋αズ＋αと

ズ3－は2－（わ＋3）ズー1は〟上で同じ別、分解体を持つ．すなわち，

ズ3－（♭2＋3わ＋9）ズー（わ2＋3わ＋9）と　ズ3－は2－（わ＋3）ズー1

は〟上でチルンハウス同値である．また，もし4αわ2＋27わ2＋12αわ＋9α＋816＋243＝0であれば

ズ3－＋αズ＋αとズ3－は2－（わ＋3）ズー1は〟上で同じ最小分解体を持つ．よ－って　－

ズ3＿ 27（わ2＋3わ＋

（2わ＋3）2‘－　（2わ＋3）2

塑ズ＿27（わ行3♭19） と　ズ3－は2－（わ＋3）ズー1

は〟上でチルンバウス同値である．これは根のアフィン変換によって得られる．

（3）（仇，筏）＝（63，C2）の場合：a＝（0，8，－β），b＝（0，10）とすると，お（a；ズ）＝ズ3＋βズ＋β，

み（b；ズ）＝ズ（ズ2一抹Aまβ昌一27魂βa＝729S2ま3（4S＋27）となる．このとき，

ダ（63，C2）（S，膵）‥＝芸榊，S，朝刊3ズ）
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2七　　＿J f2　　＿．ウ　　　　f3

β（4β＋27）‾‾l s2（43＋27）2日　　β当4β＋27）3

は63×C2些か6に対するた－生成的多項式である．但しか6は位数12の二面体群である．

（4）（ガ1，ガ2）＝（63，（1））の場合：更に，Charた≠2を仮定する・この場合，a＝（0，台，－S），b＝（0，－1，0）

とすると，み（a；ズ）＝ズ3＋βズ＋β，カ（b；ズ）＝ズ（ズ＋1）（ズー1），A錘昌一27魂かa＝729β2（4S＋27）．

したがって，63に対するた一生成的多項式

が（63・｛1｝恒，膵）：＝右脚，β，一拍－1，0；3ズ）

ズ6＿
1　　　＿＿り　　　　　1

β（4β＋27）‾‾　S2（43＋27）2‾‾　　β4（48＋27）3

が得られる．更には，63に対する1つのパラメータβ付きのた－生成的多項式

ん63（岬：＝（S（4β＋27酌（舶1｝）（S，f；
ズ

＝ズ6－23（4β＋27）ズ4＋β2（4S＋27）2ズ2＋32匝＋27）3

が得られる．2つの多項式ゐ（a；ズ）＝ズ3＋βズ＋βとん63（β；ズ）はた（S）上同じ最小分解体を持つ．

（5）（仇，ガ2）＝（G，G）の場今：a＝（8，－8－3，1），b＝（0，－も0）とすると，カ（a；ズ）＝ズ3－βズ2－

（β＋3）ズー1，カ（b；ズ）＝ズ（ズ2－坊Aま成一27魂払＝－729巧82＋3β＋9）2である・このとき，

ダ（C3，C2恒，t；ズ）：＝為（S，－3－3，1，0，10ズ）

ズ6＿
6ま

82＋33＋9

はC3×q㍉≡C6に対するた一生成的多項式となる．

9f2　　，聖±．＿ズ2－
3）2f3

（62＋3S＋9）2日　（β2＋3台＋9）4

また，Chark＝3の場合，小節4Aの結果から，多項式Fb（a，b；X）をFh（a，b；X）の代わりに用い

なくてはならない．ここでは，各（仇，ガ2）に対する多項式ダ岬1，ガ2）（S，行革）：＝昂（a，b；ズ）の計算結

果のみを記述しておく－：

ダ（63，63）（1／β，ま；ズ）＝ズ6－は4－は3＋ま2ズ2－f2ズーf2（古土一1），

ダ（63，C3）（1／S，ま；ズ）＝ズ6＋ば5＋f（ま＋1）ズ4＋（St3－f2＋1）ズ3

－f（βま3－f＋1）ズ2－中土3＋1）ズ＋82f6＋St4－3ま3＋1，

g（63，C2）（1／β，t；ズ）＝ズ6－は4＋ま2g2＋St3，

g（63，（1））（中産ズ）＝ズ6－ズ4＋ズ2＋β，

ダ（C3，C2）（1／S，ま；ズ）＝ズ6＋
f2　　＿▼ウ　　　S2ま3

β4＋32＋1　　88＋β4＋1
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