
 

 

 

早稲田大学大学院 基幹理工学研究科 
 
 
 
 

博博  士士  論論  文文  概概  要要  
 
 
 
 
 
 

論論  文文  題題  目目  
 

Free boundary problems of the 
incompressible Navier-Stokes equations 

in some unbounded domains 
 
 
 

 
 
 
 

申  請  者 
 

Hirokazu 
 

SAITO 
 

齋藤 
 

平和 
 

数学応用数理専攻 偏微分方程式研究 

 
 
 
 
 

2015年 12月 

 
 



本博士論文では，非圧縮性Navier-Stokes方程式の自由境界値問題を考察し，適

切性や解の長時間挙動に関する研究を行った．自由境界値問題を数学的に解析す

る際には，適当な変数変換を用いて固定領域上の問題に変換する．本論文では，変

換後の固定領域が次の３つの非有界領域に帰着される場合を扱った：

(i)層領域， (ii)半空間， (iii)全空間.

第1章では，非有界領域における非圧縮性Navier-Stokes方程式の自由境界値

問題の研究に関する歴史を述べた後に，本論文を通して用いられる関数空間や補

題，命題等の紹介を行った．

第 2章では，タイプ (i)の自由境界値問題の線形化問題および線形化問題に

Laplace変換を作用させることで得られるレゾルベント問題を考察した．本章の

主要な部分はレゾルベント問題の解析である：






λu−DivS(u,θ)=f, divu=fd inΩ,

S(u,θ)eN=g onΓδ,

u=0 onΓ0.

(1)

ここで，λ∈Σε,γ0={λ∈C||argλ|≤π−ε,|λ|≥γ0}(0<ε<π/2,γ0>

0)であり，u=(u1(x),...,uN(x))
T1)は流体の速度場，θ= θ(x)は圧力場を

表す未知関数である．右辺に現れるf=(f1(x),...,fN(x))
T,fd=fd(x),g=

(g1(x),...,gN(x))
Tは与えられた関数であり，eN=(0,...,0,1)

Tは単位ベクトル,

Ω={(x′,xN)|x
′∈RN−1,0<xN<δ} (δ>0),

Γa={(x
′,xN)|x

′∈RN−1,xN=a}, a∈{0,δ}.

一方，S(u,θ)=−θI+µD(u)は応力テンソルと呼ばれるN×N行列，µ>0は

流体の粘性係数，Iは単位行列，D(u)=∇u+(∇u)Tである．

Abe(2004),Abels(2005,2006),Shibata(2013)により(1)のレゾルベント評

価は得られているが，本研究ではレゾルベント評価よりも強い概念である解作用

素の族のR-有界性を証明した．通常の放物型理論では，任意の0<ε<π/2に対

してγ0>0を十分大きく選ぶことによりΣε,γ0上定義された解作用素の族のR-有

界性が示されるが，本研究結果は0<ε<π/2,γ0>0ともに任意に選ぶことが

できるという点で新しい．さらに，Shibata-Shimizu(2012)に従い，R-有界性の

応用としてタイプ(i)の線形化問題に対する最大Lp-Lq正則性定理を証明した．

第3章では，タイプ(ii)の自由境界値問題に対する次の線形化問題を考察した：






∂tu−DivS(u,θ)=0, divu=0inR
N
+,t>0,

S(u,θ)n+(cg−cσ∆
′)hn=0 onRN0,t>0,

∂th−u·n=0 onR
N
0,t>0,

u|t=0=finR
N
+,h|t=0=g onR

N−1.

(2)

1)Tは転置，N≥2は次元を表す．
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ここで，cg>0は重力加速度，cσ>0は表面張力係数，n=(0,...,0,−1)
TはRN0

の単位外法線ベクトル，∆′=
∑N−1
j=1 ∂

2
j(∂j=∂/∂xj)．Shibata-Shimizu(2012)

では(2)に付随するレゾルベント問題を考察しているが，レゾルベントパラメー

タλがΣε,γ0(γ0≫ 1)に含まれる場合の解析しかされていない．本研究では，λ

が原点近傍にある場合の解析を行い(2)の解作用素のLq-Lr減衰評価を示した．

レゾルベント問題の解表示はShibata-Shimizu(2012)で得られており，その解

表示に現れるLopatinskij行列式の根の漸近展開を調べることでλが原点近傍に

ある場合の情報を得る：

|ξ′|→0のとき λ±=±ic
1/2
g |ξ

′|1/2−2|ξ′|2+O(|ξ′|5/2),

|ξ′|→∞のとき






λ1=−
cσ
2
|ξ′|−

3

16
c2σ+O(|ξ

′|−1),

λ2=−(1−a
2)|ξ′|2+

acσ
2(1−a−a3)

|ξ′|+O(1).
(3)

ここで，a∈Rは0<a<1/2を満たすx4+2x2−4x+1=0の根，ξ′∈RN−1

はFourier空間での変数である．レゾルベント問題の解に逆Laplace変換を作用

させることで(2)の解を得る．さらに，Cauchyの積分定理を用いて逆Laplace変

換の積分路を複素左半平面に移し，(3)と留数定理を組み合わせることで，(2)の

解の高周波部分(|ξ′| ≫1)は指数減衰し，低周波部分(|ξ′| ≪1)は多項式減衰す

ることが示される．以上により，(2)の解作用素のLq-Lr減衰評価を得る．

Theorem1. 1<r≤2≤q<∞とする．このとき，作用素S(t),Π(t),T(t)

(t>0)が存在して，

F=(f,g)∈X, X=(Jq(R
N
+)∩Lr(R

N
+)
N)×(W2−1/qq (RN−1)∩Lr(R

N−1)),

に対して(u,θ,h)=(S(t)F,Π(t)F,T(t)F)は(2)の一意解であり，

∥S(t)F∥Lq≤Ct
−N−1

2

(
1
r
−1
q

)
−1
2

(
1
2
−1
q

)

∥F∥X ((q,r)̸=(2,2),t≥1),

∥∇S(t)F∥Lq≤Ct
−N−1

2

(
1
r
−1
q

)
−min

{
1
2

(
1
r
−1
q

)
,1
8

(
2−1

q

)}
−1
8∥F∥X (t≥1).

Remark2. Π(t)およびT(t)についても類似の減衰評価が得られる．

第4章では，タイプ(ii)の自由境界値問題を考察した：





ρ(∂tv+(v·∇)v)=DivS(v,π)−ρcge3 inΩ(t),t>0,

divv=0 inΩ(t),t>0,

S(v,π)nΓ=cσκΓnΓ onΓ(t),t>0,

∂th+v
′·∇′h−v·e3=0 onΓ(t),t>0,

v|t=0=v0 inΩ0, h|t=0=h0 onR
2.

(4)

ここで，v′·∇′h=
∑2
j=1vj∂jhとし,Γ(t)={(x

′,x3)|x
′∈R2,x3=h(x

′,t)},

Ω(t)={(x′,x3)|x
′∈R2,x3<h(x

′,t)},

Ω0={(x
′,x3)|x

′∈R2,x3<h0(x
′)}. (5)
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さらに，ρ>0はΩ0を占める流体の密度であり，κΓおよびnΓはそれぞれΓ(t)の

平均曲率，単位外法線ベクトルである．

Pr̈uss-Simonett(2010,2011)はNewton流体に対する非圧縮性Navier-Stokes

方程式の二相問題を考察しており，彼らの設定ではΩ(t)およびΩ0は(5)に変わ

り次で与えられる：Ω(t)=Ω1(t)∪Ω2(t),Ω0=Ω10∪Ω20,

Ωi(t)={(x
′,xN)|x

′∈RN−1,(−1)i(xN−h(x
′,t))>0} (i=1,2),

Ωi0={(x
′,xN)|x

′∈RN−1,(−1)i(xN−h0(x
′))>0} (i=1,2).

ここで，Ω10にはあるNewton流体fluid1,Ω20には別のNewton流体fluid2が満

たされている．彼らは半沢変換を用いて二相問題を固定領域 ṘN=RN+∪R
N
−上

の非線形問題に変換し，ṘN上の線形化問題に対する時空間Lp空間での最適正則

性定理と不動点定理を援用することで，十分小さな初期値に対して二相問題の時

間局所的適切性を証明した．特に彼らの設定において，Ω20には流体が存在しな

いと仮定すれば(4)に帰着される．

本研究では，時間Lp空間Lq空間を用いることで十分小さな初期値に対して(4)

の時間大域的適切性および解の長時間挙動を明らかにした．より詳しく言えば，半

沢変換を用いて(4)を固定領域R3−上の非線形問題に変換し，指数p,qに対する

適当な仮定の下，Theorem1，R3−上の線形化問題に対する最大Lp-Lq正則性定

理，不動点定理を組み合わせることで次の定理を得た．

Theorem3.指数p,qは次の仮定を満たすとする：2<p<∞,3<q<16/5,

2/p+3/q<1.さらに，初期値(v0,h0)は次の関数空間に属する：

v0∈B
2(1−1/p)
q,p (R3−)∩B

2(1−1/p)
q/2,p (R3−),

h0∈B
3−1/p−1/q
q,p (R2)∩B

3−1/p−1/2
2,p (R2)∩Lq/2(R

2).

このとき，初期値が十分小さくかつcompatibilityconditionsを満たせば，(4)の

時間大域的強解が一意に存在し，さらにTheorem1と同様の長時間挙動を示す．

第5章では，一般化Newton流体と呼ばれる非Newton流体のクラスに対して，

タイプ(iii)の自由境界値問題を考察した．流体の性質が異なることを除けば，問

題設定は上記のPr̈uss-Simonett(2010,2011)と同様であり，半沢変換により ṘN

上の非線形問題に変換される．一方，fluid1,fluid2が一般化ニュートン流体なの

で，Newton流体の応力テンソルS(v,π)が次の応力テンソルTに置き換わる：

T=χΩ1(t)T1(v,π)+χΩ2(t)T2(v,π),Ti(v,π)=−πI+µi(|D(v)|
2)D(v).

ここで，µ1,µ2:[0,∞)→ Rはviscosityfunctionsと呼ばれ，特にµ1,µ2が定数

の場合はNewton流体の応力テンソルに一致する．Abels(2007)は同様の問題に

対して弱形式を用いたアプローチをしており，解の存在定理が示されている．一

方，本研究ではµ1,µ2に対する次の仮定の下：

µi∈C
3([0,∞)),µi(0)>0 (i=1,2),

時空間Lp空間でcompatibilityconditionsを満たす十分小さな初期値(v0,h0)∈

W
2−2/p
p (Ω0)

N×W
3−2/p
p (RN−1)に対して時間局所的強解の一意存在定理を得た.
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