
博士論文

非一様Bose-Einstein凝縮系の
場の量子論とゼロモードの量子揺らぎ
Quantum Field Theory for Inhomogeneous Bose-Einstein

Condensate System and Quantum Fluctuation of Zero Mode

2016年2月

早稲田大学大学院 基幹理工学研究科

電子物理システム学専攻 凝縮系の理論物理研究

高橋 淳一

Junichi TAKAHASHI





3

目 次

第 1章 序論 5

1.1 背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 本論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

第 2章 基礎理論 9

2.1 一様系の場の量子論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 真空の定義と準粒子描像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.2 真空の非同値性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.1.3 on-shell繰り込みとweak relation . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.4 真空の縮退と自発的対称性の破れ . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.5 連続変換対称性の自発的対称性の破れと秩序変数 . . . . . . . 14

2.1.6 南部-Goldstoneの定理とゼロモード . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 2体接触型相互作用で記述される一様ボソン場 . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.1 非摂動ハミルトニアンの定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.2 Bogoliubov変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 2体接触型相互作用で記述される非一様ボソン場 . . . . . . . . . . . . 21

2.3.1 非摂動ハミルトニアンの定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

内積の定義と固有関数の分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

固有値がゼロでない実数の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

固有値がゼロの場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

ゼロ固有値に属する広義固有関数 . . . . . . . . . . . . . . . . 25

完全性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.2 非摂動ハミルトニアンの対角化と真空の定義 . . . . . . . . . . 27

2.3.3 凝縮体の線形安定性解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

固有値がゼロでない実数であるとき . . . . . . . . . . . . . . . 30

固有値がゼロであるとき . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

固有値に虚部が含まれるとき . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.3.4 2つの不安定性の特徴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



4

Landau不安定性の特徴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

動的不安定性の特徴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.5 ゼロモードの具体形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

例 1 : 大域的位相変換に対するゼロモード . . . . . . . . . . . 32

例 2 : 並進変換に対するゼロモード . . . . . . . . . . . . . . . 33

一様系におけるゼロモード . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

ソリトン解に対するゼロモード . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

第 3章 ゼロモードの量子揺らぎとゼロモード間の相互作用 37

3.1 Lewenstein-Youの方法におけるゼロモードの真空 . . . . . . . . . . . 37

3.2 Interacting Zero Mode Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.3 一様系におけるゼロモードの量子揺らぎ . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3.1 数値計算結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.4 トラップ系に対するゼロモードの量子揺らぎ . . . . . . . . . . . . . . 42

3.5 ソリトン解による非一様系の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

第 4章 ゼロモードに由来する動的不安定モードの解析 51

4.1 設定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.2 励起モードに対するBogoliubov方程式の摂動論 . . . . . . . . . . . . 53

4.3 ゼロモードに対するBogoliubov方程式の摂動論 . . . . . . . . . . . . 54

4.4 1次元ソリトン系に対する永年方程式の解 . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.4.1 具体例１ : Oscillating type potential . . . . . . . . . . . . . . 58

4.4.2 具体例２：ガウス関数型摂動ポテンシャル . . . . . . . . . . . 59

第 5章 まとめ 63

付 録A 南部-Goldstoneの定理の証明 65

A.1 証明の準備 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

A.1.1 変換の生成子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

A.1.2 スペクトル表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

A.2 南部-Goldstone交換関係を用いた証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

A.3 Ward-高橋恒等式を用いた証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

A.3.1 Ward-高橋恒等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

A.3.2 縮退した真空に対するWard-高橋恒等式 . . . . . . . . . . . . 70

A.3.3 南部-Goldstoneの定理の証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71



5

第1章 序論

1.1 背景

場の量子論は量子多体系を記述する基礎理論であり、現在では素粒子、原子核、

宇宙論、量子光学、物性と物理学の幅広い分野で用いられている。場の量子論の特

徴の 1つとして真空が無数に存在し、それらがユニタリ非同値であることが挙げら

れる [1]。この真空の自由度のため、場の量子論では 1つのハミルトニアンから多彩

な物理的状況が導かれる。これが、場の量子論と量子力学が一線を画す点である。

多彩な真空の中にはハミルトニアンの対称性を破る真空が存在する。そうした真

空で記述されるとき、その系は「対称性が自発的に破れている」[2]と称される。物

性物理では例えば、超伝導体や超流動体、結晶、強磁性体などがそれぞれ大域的位

相変換対称性、並進対称性、スピン回転対称性が自発的に破れた状況にあることが

知られている。つまり、超伝導や超流動は位相の方向がそろった真空、結晶は離散

並進対称性しかもたない真空、強磁性体はスピンの方向がそろった真空で記述され

ている。このように対称性が自発的に破れている場合、その対称性の破れに関係し

た波を伴うことが多い。例えば、超伝導体や超流動体には位相の振動モードである

Bogoliubovモード、結晶においては格子振動、強磁性体にはスピン波が現れること

が知られている。さらに、破れた対称性が連続対称性である場合、励起エネルギー

がゼロの素励起が現れる（南部-Goldstoneの定理 [2, 3]）ことが知られている。この

素励起は南部-Goldstoneモードと呼ばれるゼロモードであり、真空が破ったハミル

トニアンの連続対称性を回復するために現れる。しかし、このモードは励起エネル

ギーがゼロであるため、様々な物理量の計算で赤外発散を引き起こすということが

一因で、ほとんどの理論ではゼロモードを単純に無視するBogoliubov近似 [4]が用

いられる。この近似は、ゼロモード（k = 0成分）が運動量積分の 1点のみの寄与

となるという理由で、一様系を解析するときに正当であるとされる。しかし、平面

波展開が有効でなく、ゼロモードの影響が和の 1点となる非一様系においては、明

らかにこの近似の正当性はなくなる。本研究ではBogoliubov近似を超えてゼロモー
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ドを場の量子論として正しく取り扱い、そのゼロモードが与える物理的影響を調べ

ることを主眼とする。

本研究では対象とする系として冷却原子系を用いる。冷却原子系とは低温に冷却

した原子気体を真空中に磁気・光学トラップを用いて捕捉した系である。さらに 1995

年には蒸発冷却と呼ばれる手法を用いて原子気体を µKオーダーまで冷却すること

により原子気体のBose-Einstein凝縮（BEC）が実現された [5, 6, 7]。この系は 4He

の超流動 [8]や半導体中のエキシトン [9]のBose-Einstein凝縮体とは異なり、相互作

用が弱いため摂動論による定式化が有効である。そのため、非一様系の場の量子論の

研究に適した系であると言える。さらに、冷却原子系の重要な性質として、Feshbach

共鳴 [10, 11]の技術を用いることで相互作用の大きさを変えることや、磁気・光学

的に捕捉されるという特性上、トラップを光学格子型や箱型とすることや、トラッ

プの締めつけを調整することにより 1次元や 2次元の系を実現することが可能であ

る。このように冷却原子系は理論の検証を様々な実験パラメータで行うことが出来

る。また、この冷却原子系は量子渦 [12, 13, 14, 15]、超流動-絶縁体転移 [16]、Bloch

振動 [17]、BEC-BCSクロスオーバー [18]、スピン自由度を持った BEC [19]、人工

ゲージ場の実現 [20]、スピン軌道相互作用を持つ凝縮体 [21]、量子ウォーク [22]など

が実現されている極めて特異で有用な系である。

冷却原子系における BECは場の量子論の枠組みでは大域的位相変換対称性の自

発的破れとして説明される。実験においても凝縮体の干渉 [23, 24, 25]が確認されて

いる。これは凝縮体の位相が確定していることを裏付けるものである。また、ダー

クソリトン [26, 27]、ブライトソリトン [28, 29]などが実験で実現しており、並進対

称性を自発的に破る系の実現も期待される。本研究ではこの点に着目し、位相変換

対称性や並進対称性の破れに付随するゼロモードが凝縮体に与える影響を調べる。

ここで、本論文で扱う非一様系というのは捕捉ポテンシャル（トラップ）などの

外部ポテンシャルにより並進対称性が陽に破れた系や、トラップはないがソリトン

の存在により並進対称性が自発的に破れた系を指すことに注意しておく。

1.2 本論文の構成

2章の前半では一様系の場の量子論の一般論を議論し、後半では冷却原子系の場

の量子論での取り扱いについての基本的な議論を行う。場の量子論での真空は互い

に非同値という性質があり、異なる真空は異なる相に対応する。そのため、真空を
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選ぶことによって一つのハミルトニアンから様々な状況の現象を記述することがで

きる。これを実現する一つの機構が自発的対称性の破れである。ここでは、ボソン

凝縮の例を通して自発的対称性の破れ、および、対称性が破れた結果として現れる

ゼロモードについて議論する。その後、冷却原子系のモデルハミルトニアンを導入

し、自発的対称性の破れ機構を用いてこの系のBECを議論する。

3章では、ゼロモードが与える量子揺らぎについて議論を行う。ゼロモードの量子

揺らぎは通常Bogoliubov近似などの処方において無視される。これはゼロモードの

持つ特異性が原因である。LewensteinとYouは、ゼロモードを取り入れたハミルト

ニアンの対角化を行っている。しかし、彼らが行った場の 2次のハミルトニアンの

対角化においてゼロモードは自由粒子型のハミルトニアンとなるため、ゼロモード

の真空を一意的に定義することが出来ないという問題がある。そのため、ゼロモー

ドの量子揺らぎを計算することは出来ない。我々はゼロモードに関しては場の高次

の項まで非摂動ハミルトニアンに取り込むことを提案し、それによってこの困難を

回避することが出来ることを示した。この手法では、ゼロモードの真空が一意的決

めることができるため、ゼロモードの量子揺らぎが計算可能となる。この手法では

ゼロモードの真空が非線形の相互作用項が含まれたハミルトニアンで規定されるた

め、我々はこれを Interacting Zero Mode Formulation（IZMF）と呼ぶことにする。

本論文では IZMFを一様系、トラップにより並進対称性が陽に破れた系、ソリトン

の存在により並進対称性が自発的に破れた系にそれぞれ適応し、ゼロモードの量子

揺らぎについて解析を行った。位相変換対称性の破れに対応するゼロモードの演算

子は凝縮体の位相演算子、ソリトンがあることによる並進対称性の破れに対応する

ゼロモードの演算子はソリトン中心の位置演算子に対応する。そのため、これらの

量子揺らぎを評価したことは凝縮体の位相揺らぎやソリトンの位置揺らぎを評価し

たことに対応する。特に、並進対称性が自発的に破れた系のようにゼロモードが複

数ある系を扱う際、ゼロモード同士の相互作用が量子揺らぎに現れることが示され

るため、その結果をここで示す。

4章では、凝縮体の揺らぎを解析することにより、ゼロモードが系の安定性に対し

て重要な役割を担う場合があることを示す。本論文では、系に対称性を明示的に破

る微小ポテンシャルが存在する系の解析を行い、この系の振動モードと微小ポテン

シャルがない場合のゼロモードの関係を調べる。この議論のために、まずゼロモー

ドに対する摂動論を定式化する。励起モードに対しては通常の摂動論で解析するこ

とができる [40]。しかし、ゼロモードに対してはより注意深い取り扱いが必要であ
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る。この理由は赤外発散に由来する特異性をゼロモードが持つため、通常の摂動論

を用いることができないことにある。ゼロモードに対する摂動論を定式化した後は、

並進対称性を陽に破る摂動ポテンシャルが加わったソリトンのあるBEC系の解析を

行う。この解析により、この系にはソリトンのゼロモード由来の「実モード対」も

しくは「純虚数モード対」が現れることを示す。

5章では、まとめと今後の展望を示す。
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第2章 基礎理論

2.1 一様系の場の量子論

ここでは、場の量子論において重要な「真空の非同値性」、「準粒子描像」、「自発

的対称性の破れ」といった概念を、後の議論のためにまとめておく。

2.1.1 真空の定義と準粒子描像

場の量子論における真空は相互作用描像で定義される。そのため、Heisenberg描

像から相互作用描像に移る必要がある。ハミルトニアンを非摂動ハミルトニアンと

相互作用ハミルトニアンに分ける:

ĤH = Ĥ0,H + Ĥint,H. (2.1.1)

ただし、HはHeisenberg描像を表す添え字である。また、本論文において添え字を

書かない場合、その演算子や状態は相互作用描像に属するものとする。この非摂動

ハミルトニアンを用いて相互作用描像を定義する：

Â(t) = Û(t, t0)ÂHÛ
†(t, t0) , (2.1.2)

Û(t, t0) = T exp

[

− i

ℏ

∫ t

t0

dsĤint(s)

]

. (2.1.3)

ここで、t0は相互作用描像とHeisenberg描像が一致する時刻、Tは時間順序積であ

る。真空は、次のように対角的に書かれた相互作用描像の非摂動ハミルトニアン

Ĥ0 =

∫

dkωkâ
†
k
âk, (2.1.4)

の消滅演算子で消去される状態

âk
∣

∣0
⟩

= 0 , (2.1.5)
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を真空と定義する。このように非摂動ハミルトニアンを選ぶ（相互作用描像を選ぶ）

という行為が、真空を選ぶということである。Fock空間が âに関する真空上に作ら

れている時、â†により生成される粒子のことを準粒子と呼ぶ。そのため、このよう

に非摂動ハミルトニアンを選んだ相互作用描像を準粒子描像と呼ぶこともある。今

後は、この準粒子のことを単に a粒子と呼ぶことにする。

ここで、非摂動ハミルトニアンの選択（相互作用描像の選択）には自由度がある

ことに注意しよう。つまり、非摂動ハミルトニアンは任意のカウンター項 δĤHを用

いて

ĤH = Ĥ0,H + Ĥint,H (2.1.6)

= (Ĥ0,H + δĤH) + (Ĥint,H − δĤH) (2.1.7)

≡ Ĥ ′
0,H + Ĥ ′

int,H (2.1.8)

とすることが出来る。したがって、非摂動ハミルトニアンから定義される真空も一

意的ではなく、様々なものがある。

2.1.2 真空の非同値性

前節では場の量子論における真空が無限にあることを見た。この節では、その真

空同士が互いにユニタリ非同値になることがあることを見る。

ここでは、場の量子論における真空の非同値性をボソン凝縮の例を通して理解し

よう。量子数 kでラベルされる生成消滅演算子の組 {âk}を考える。この演算子に
よって消去される状態

∣

∣0
⟩⟩

を a粒子の真空と呼ぶ。

コヒーレント状態へのBogoliubov変換（ボソン変位）

âk → α̂k(θ) = âk + θk (2.1.9)

を考えよう。この新たな演算子 α̂k(θ)で消去される状態を
∣

∣0(θ)
⟩

と書き、α粒子の

真空と呼ぶ。α粒子の真空と a粒子の真空を結ぶ変換は

∣

∣0(θ)
⟩

= Ûc(θ)
∣

∣0
⟩⟩

(2.1.10)

= exp

(

−1

2

∫

dk|θk|2
)

exp

(

−
∫

dkθkâ
†
k

)

∣

∣0
⟩⟩

(2.1.11)

である。
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この α粒子の真空
∣

∣0(θ)
⟩

と、粒子 aの粒子数mk状態

∣

∣mk

⟩⟩

=
1√
mk!

(â†
k
)mk

∣

∣0
⟩⟩

(2.1.12)

との内積は

⟨⟨

mk

∣

∣0(θ)
⟩

= exp

(

−1

2

∫

dk|θk|2
)

⟨⟨

mk

∣

∣ exp

(

−
∫

dkθkâ
†
k

)

∣

∣0
⟩⟩

(2.1.13)

である。

ここで、真空
∣

∣0(θ)
⟩

は空間並進に関して不変である場合を考える。この場合、θk =

θδ(k)と書けるので
∫

dk|θk|2 = |θ|2δ(0)
∫

dkδ(k) = ∞ (2.1.14)

となる。すなわち、

⟨⟨

mk

∣

∣0(θ)
⟩

= 0 (2.1.15)

が結論される 1。この結果よりα粒子の真空
∣

∣0(θ)
⟩

の中に含まれる a粒子は有限個で

はなく、無限個の a粒子が存在することが分かる。有限個の a粒子の状態ベクトル

と
∣

∣0(θ)
⟩

が直交するという事実は a粒子の Fock空間H = {∑m

∣

∣mk

⟩⟩

} 上で
∣

∣0(θ)
⟩

は表現できないということを意味している。このことを、a粒子の真空
∣

∣0
⟩⟩

と α粒

子の真空
∣

∣0(θ)
⟩

はユニタリ非同値であると呼ぶ。さらに、α粒子の真空
∣

∣0(θ)
⟩

もパ

ラメータ θが異なるもの同士も全く同様の議論によりユニタリ非同値であることが

言える。すなわち、ユニタリ非同値な真空は無数に存在する。これは、系を記述す

るラグランジアンやハミルトニアンの形が同じであっても、無数の非同値な真空そ

れぞれに対して異なる解が存在することを意味している。例えば、常伝導と超伝導

という全く異なった物性を持つ系を 1つの電子系ハミルトニアンからその解として

導くことができる。先に述べた通り、この非同値な真空の存在が量子力学にない場

の量子論特有の特徴である。これは逆に言えば、適切な真空上で議論を行わなけれ

ば全く異なる結果が現れる可能性があることを意味する。

なお、ここで見たボソン変位の例において、真空の非同値性の原因は無限個の粒

子の凝縮である。この粒子の凝縮は後に説明する自発的対称性の破れの一例である

ことを注意しておく。
1厳密には粒子状態について平面波ではなく波束を用いて議論する必要がある [1]。
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2.1.3 on-shell繰り込みとweak relation

ここまで、非摂動ハミルトニアンの選び方が無限に存在することの帰結として、

真空も無限に存在し、さらに真空同士は非同値であることを見た。ユニタリ非同値

な真空はそれぞれが異なる解を導くため、対象とする物理系に属する真空上の粒子

描像を選ばなければ、物理的に正しい結果を得ることは出来ない。適切な真空（も

しくは準粒子描像）を選ぶ操作をエネルギー（質量）の繰り込みと呼ぶ。ここでは、

繰り込みの 1つの方法として、on-shell繰り込みを説明する。これは、自己エネル

ギーΣ(k)|ωk=εk/ℏ = 0となるように繰り込むという方法である。

運動量表示のDyson方程式は

∆(k) = ∆0(k) + ∆0(k)Σ(k)∆(k) , (2.1.16)

である。ここで、∆(k)は 1粒子全Green関数、∆0(k)は 1粒子自由Green関数であ

る。また、k = (ω,k)とした。これを解くと

∆−1(k) = ∆−1
0 (k)− Σ(k) , (2.1.17)

となる。自己エネルギー Σ(k)は全Green関数の極を自由Green関数の極から一般

には移動させるものである。Green関数の極は粒子のエネルギーを表す。すなわち、

Dyson方程式は全Green関数のエネルギーは自己エネルギーの衣をまとった自由粒

子となることを意味している。on-shell繰り込み条件とは、全Green関数の極と自

由Green関数の極を一致させるように準粒子描像を取るべしという条件である。

on-shell繰り込み条件が成り立つとは、全ハミルトニアンと準粒子ハミルトニア

ンとが Fock空間上で一致するということである:

⟨

a
∣

∣ĤH

∣

∣b
⟩

=
⟨

a
∣

∣Ĥ0

∣

∣b
⟩

. (2.1.18)

これを

ĤH
w
= Ĥ0 , (2.1.19)

と表す。記号 w
=は適切なFock空間内でのみ等式が成り立つという意味である 2。こ

の式は、系の全エネルギーは準粒子エネルギーの和で書けるということを意味する。
2式 (2.1.19)は、「理論の元となる Heisenberg描像の演算子」（左辺）の「対象とする系が属する

Fock空間上の準粒子描像の演算子」（右辺）における表現とみることが出来る。このような演算子の

表現のことをダイナミカルマップと呼ぶ [1]。
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繰り込みの有名な成功例としては、量子電磁力学（Quantum electrodynamics,

QED）がある。QEDでは、準粒子が観測粒子となるように繰り込みを行っている。

その結果、実験と精密に一致する正しい理論が出来上がった。紫外発散の回避をす

るために繰り込みを行うというのがよく言われる方便であるが、これは本質を外し

た言い方である。この発散はFock空間として物理的でない裸の粒子のものを取った

ことから結果として現れたものである。問題の根源は正しいFock空間を選んでいな

かったことにあり、紫外発散の有無は関係がない。そのため、紫外発散が起きない

物性においても繰り込みを行う必要がある。電子の例でいえば、真空中の電子の質

量と物質中の電子の質量は異なる。さらに言えば、常伝導相と超伝導相では粒子の

あり方そのものが異なる。このように粒子描像は系によって様々であるため、物性

においても正しい粒子描像を定義する繰り込みは必要な手順である 3。

なお、ここまでの議論は摂動論に依らない、非摂動的な議論であることに注意し

よう。すなわち、準粒子描像及び繰り込み概念は非摂動的な概念である。

2.1.4 真空の縮退と自発的対称性の破れ

場の量子論における真空の中には、ラグランジアンやハミルトニアン（Heisenberg

描像）が持つ変換対称性を、相互作用描像で定義される真空が受け継がないものが

あり得る。この現象は自発的対称性の破れとして知られている。自発的対称性の破

れの背景には真空の縮退がある。縮退した真空から 1つの真空を選ぶ際に、対称性

が自発的に破れるのである。この節ではこの自発的対称性の破れ概念を数学的にま

とめる。

ここでは、ハミルトニアンが ĜHを生成子とする変換 exp(−iηĜH)に対して不変、

すなわち

ĤH = eiηĜHĤHe
−iηĜH , (2.1.20)

である状況を考える。このハミルトニアンの真空期待値を考えよう。

• 真空が縮退していない場合

縮退のない真空を
∣

∣0
⟩⟩

と書く。この真空で、式 (2.1.20)の期待値を取る：
⟨⟨

0
∣

∣ĤH

∣

∣0
⟩⟩

=
⟨⟨

0
∣

∣eiηĜHĤHe
−iηĜH

∣

∣0
⟩⟩

. (2.1.21)

3実際の物性理論では繰り込まれたパラメータを観測粒子のパラメータとするため、この作業が陽

に見えないこともある。
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エネルギーは縮退していないことから、この等式が成立するためには

e−iηĜH

∣

∣0
⟩⟩

= e−iηg0
∣

∣0
⟩⟩

(2.1.22)

である必要がある。これは、縮退していない真空は変換 exp(−iηĜH)に対して

位相因子を除き不変であることを意味する。

• 真空が縮退している場合

縮退がある真空を
∣

∣0(θ)
⟩

と書く。この真空で、式 (2.1.20)の期待値を取る：

⟨

0(θ)
∣

∣ĤH

∣

∣0(θ)
⟩

=
⟨

0(θ)
∣

∣eiηĜHĤHe
−iηĜH

∣

∣0(θ)
⟩

≡
⟨

0(θ + η)
∣

∣ĤH

∣

∣0(θ + η)
⟩

. (2.1.23)

ただし、

e−iηĜH

∣

∣0(θ)
⟩

≡
∣

∣0(θ + η)
⟩

(2.1.24)

とした。ここで、真空
∣

∣0(θ)
⟩

は他に同じエネルギーを与える真空を持つため、

一般に

e−iηĜH

∣

∣0(θ)
⟩

̸∝
∣

∣0(θ)
⟩

(2.1.25)

である。これはハミルトニアンが持つG不変性を真空が受け継いでいないこ

とを意味する。これが対称性が自発的に破れた状況である。この場合、変換

exp(−iηĜH)は真空
∣

∣0(θ)
⟩

の間を行き来する非ユニタリ変換となる。

2.1.5 連続変換対称性の自発的対称性の破れと秩序変数

破れた対称性が連続変換である場合は特に重要である。そのため、ここからはハ

ミルトニアンが ηをパラメータとする連続変換に対して不変である状況を考える。

このとき、変換 exp(−iηĜH)で結ばれる真空はパラメータの自由度だけ存在するた

め、真空は連続無限個縮退していることになる。この節では今後のため、真空が無

限に縮退しているかどうかを区別する変数の導入を行う。

まず、G変換不変でない場の演算子 ÂH(x, t)の生成子 ĜHによる無限小変換

eiεĜHÂHe
−iεĜH ≃ ÂH + iε

[

ÂH , ĜH

]

(2.1.26)
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を考える。この際の場の変化量を

δÂH = i
[

ÂH , ĜH

]

(2.1.27)

と書く。この量は、南部-Goldstoneの交換関係と呼ばれる。次に、δAの真空期待値

を縮退のない真空と縮退のある真空それぞれで計算してみよう。

• 真空が縮退していない場合

式 (2.1.22)より、縮退のない真空
∣

∣0
⟩⟩

は ĜH

∣

∣0
⟩⟩

= g0
∣

∣0
⟩⟩

を満たす。これより、
∣

∣0
⟩⟩

を用いた δAの真空期待値は

⟨⟨

0
∣

∣δÂH

∣

∣0
⟩⟩

= i
⟨⟨

0
∣

∣

[

ÂH , ĜH

]

∣

∣0
⟩⟩

= 0, (2.1.28)

となる。

• 真空が縮退している場合

対して、縮退した真空
∣

∣0
⟩

を用いた δAの真空期待値は一般に

⟨

0
∣

∣δÂH

∣

∣0
⟩

= i
⟨

0
∣

∣

[

ÂH , ĜH

]

∣

∣0
⟩

̸= 0, (2.1.29)

となる。

この議論から、縮退のない真空に属する物理系において ⟨δÂH⟩ = 0であり、縮退の

ある真空に属する物理系において ⟨δÂH⟩ ≠ 0であることがわかる。すなわち、⟨δÂH⟩
は対称性が自発的に破れた相と破れていない相を区別する秩序変数 4 として用いる

ことが出来ることを意味する。なお、前者の相はWigner相と呼ばれ、後者の相は

南部-Goldstone相と呼ばれることもある。

2.1.6 南部-Goldstoneの定理とゼロモード

連続変換対称性が自発的に破れて真空が無限に縮退するとき、励起エネルギーが

ゼロのモードであるゼロモード（特にこの場合は南部-Goldstoneモード）が出現す

る [2, 3]。この定理を示すためには零でない真空期待値
⟨

0(θ)
∣

∣δÂH

∣

∣0(θ)
⟩

̸= 0 が存在

するためには k = 0で ω = 0となるモードの存在が必要であることを示せばよい。
4例えば、強磁性・常磁性相を区別する量として秩序変数は ⟨ŝz⟩、常伝導-超伝導相を区別する秩

序変数は ⟨ϕ̂↑ϕ̂↓⟩である。
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具体的な手順としては、式 (2.1.29)の右辺をFourier変換すればよい。この証明の

詳細は付録に示すが、これを計算すると確かに必ず k = 0で ω = 0に極が現れるこ

とを示すことが出来る。これより、長波長でエネルギー 0の素励起が存在すること

が示される。

2.2 2体接触型相互作用で記述される一様ボソン場

具体例として、２体の接触型相互作用をするスピン０のボソン場を記述するハミ

ルトニアンを考えよう：

　ĤH =

∫

dx

[

ψ̂†
H

(

− ℏ
2

2m
∇2 − µ

)

ψ̂H +
g

2
ψ̂†
Hψ̂

†
Hψ̂Hψ̂H

]

. (2.2.1)

場の演算子は同時刻交換関係

[ψ̂H(x, t) , ψ̂H(x
′, t)] = 0 , (2.2.2)

[ψ̂H(x, t) , ψ̂
†
H(x

′, t)] = δ(x− x′) , (2.2.3)

を満たす。mは原子の質量、µは化学ポテンシャルを表す。後に議論する冷却原子系

のように、十分希薄かつ低エネルギー現象では、このような 2体の接触型相互作用

が有効な記述となる。相互作用 gは g > 0のとき斥力で、g < 0のとき引力である。

このハミルトニアンは粒子数を生成子とする変換に対して不変である：

eiθN̂HĤHe
−iθN̂H = ĤH, (2.2.4)

N̂H =

∫

dxψ̂†
Hψ̂H. (2.2.5)

この変換は場に時空に依らない位相変換

eiθN̂Hψ̂He
−iθN̂H = e−iθψ̂H, (2.2.6)

をもたらすため、場の大域的位相変換と呼ばれる。すなわち、このハミルトニアン

は大域的位相変換対称性を持つ。

量子場 ψ̂Hに対する南部-Goldstone交換関係

δψ̂H = i
[

ψ̂H , N̂H

]

= iψ̂H (2.2.7)
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の真空期待値を

ξ(x) = ⟨ψ̂H(x, t)⟩ (2.2.8)

と置く。これがこの系の秩序変数である。ここで、簡単のために秩序変数は時間に

依存しないとした。また、このときの真空はこの時点では well-definedではないこ

とに注意しておく。真空の議論は後に行う。

ここで、新たな量子場

ϕ̂H(x, t) = ψ̂H(x, t)− ξ(x) (2.2.9)

を導入しよう。この量子場の真空期待値は定義より

⟨ϕ̂H⟩ = 0 , (2.2.10)

を満たす。量子場 ψ̂Hと ϕ̂Hの間は 2章で示したコヒーレント変換で結ばれている。

量子場 ψ̂Hは全粒子数と

N =

∫

dx⟨ψ̂†
Hψ̂H⟩ =

∫

dx
[

|ξ|2 + ⟨ϕ̂†
Hϕ̂H⟩

]

, (2.2.11)

という関係にある。秩序変数 ξと量子場 ϕ̂Hはそれぞれ凝縮体の密度、非凝縮気体

の場の演算子と解釈することができる。

ハミルトニアンを ξと ϕ̂Hを用いて表し、ϕ̂Hの次数ごとに整理すると

ĤH = EGP + ĤH,1 + ĤH,2 + ĤH,3 + ĤH,4 , (2.2.12)

となる。ただし、

EGP =

∫

dxξ∗(x)

[

− ℏ
2

2m
∇2 + V (x)− µ+

g

2
|ξ(x)|2

]

ξ(x) , (2.2.13)

ĤH,1 =

∫

dx

[

ϕ̂†
H

(

−ℏ
2∇2

2m
−µ+g|ξ|2

)

ξ+ϕ̂H

(

−ℏ
2∇2

2m
−µ+g|ξ|2

)

ξ∗
]

, (2.2.14)

ĤH,2 =

∫

dx

[

ϕ̂†
HLϕ̂H +

1

2
ϕ̂HM∗ϕ̂H +

1

2
ϕ̂†
HMϕ̂†

H

]

, (2.2.15)

ĤH,3 = g

∫

dx
[

ξ∗ϕ̂†
Hϕ̂Hϕ̂H + ξϕ̂†

Hϕ̂
†
Hϕ̂H

]

, (2.2.16)

ĤH,4 =
g

2

∫

dxϕ̂†
Hϕ̂

†
Hϕ̂Hϕ̂H , (2.2.17)

である。ここで、

L = − ℏ
2

2m
∇2 − µ+ 2g|ξ|2 , M = gξ2 (2.2.18)

とした。
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2.2.1 非摂動ハミルトニアンの定義

秩序変数を定義する際に用いる真空を決定するために、非摂動ハミルトニアンを

決めよう。ここでは、絶対零度に近く、ほとんどの粒子が凝縮に参加している状況

を考える。すなわち、凝縮原子数N0と非凝縮原子数の関係がN0 >>
∫

dx⟨ϕ̂†ϕ⟩で
ある状況を考える。このとき、非凝縮粒子場の寄与は小さいと考えられるため、非

摂動ハミルトニアンは ϕ̂Hの 2次までとする：Ĥ1,H+ Ĥ2,H. Heisenberg描像から、相

互作用描像に移る。相互作用描像における非凝縮気体の場 ϕ̂に対する運動方程式は

iℏ
∂

∂t
ϕ̂ =

[

ϕ̂, Ĥ1 + Ĥ2

]

, (2.2.19)

となる。上記の方程式の真空期待値をとると、秩序変数 ξは
(

− ℏ
2

2m
∇2 − µ+ g|ξ(x)|2

)

ξ(x) = 0 , (2.2.20)

を満たしている必要がある。これは Gross-Pitaevskii方程式（GP方程式）[32, 33]

と呼ばれる方程式である。

今回は一様解を想定し、秩序変数は定数とする。このとき、GP方程式と N0 =
∫

dx|ξ|2より、

ξ =

√

N0

V
eiθ ≡ √

n0e
iθ , (2.2.21)

µ = gn0 , (2.2.22)

となる。ただし、V は系の体積、θは凝縮体の位相、n0は凝縮原子数密度である。

2.2.2 Bogoliubov変換

非摂動ハミルトニアンを対角化するために運動量空間に移る:

　ψ̂(x) =
∫

dk
√

(2π)3
âke

ik·x , (2.2.23)

ϕ̂(x) =

∫

dk
√

(2π)3
α̂ke

ik·x . (2.2.24)

それぞれの振幅の関係は

âk =
√
n0e

iθ(2π)3/2δ(k)− α̂k , (2.2.25)
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である。

非摂動ハミルトニアン Ĥ2は

Ĥ2 =

∫

dk
[

(εk + gn0)α̂
†
k
α̂k +

gn0

2

(

e2iθα̂†
k
α̂†
−k

+ e−2iθα̂kα̂−k

)]

, (2.2.26)

=
1

2

∫

dk
(

α̂†
k

α̂−k

)

(

Lk M
M∗ Lk

)(

α̂k

α̂†
−k

)

, (2.2.27)

となる。ただし、

Lk = εk + gn0 , M = gn0e
2iθ , (2.2.28)

また、εk = ℏ
2|k|2/2mとした。

非摂動ハミルトニアンを対角化する生成消滅演算子を
(

β̂k

β̂†
−k

)

=

(

uk −vk
−v∗k u∗k

)(

α̂k

α̂†
−k

)

≡ Pk

(

α̂k

α̂†
−k

)

, (2.2.29)

と導入する。この変換をBogoliubov変換 [34]と呼ぶ。Bogoliubov変換後の演算子も

ボソンの生成消滅演算子である。すなわち、ボソンの交換関係を満たすために、Pk

の要素は

|uk|2 − |vk|2 = 1 , (2.2.30)

という関係を満たさなければならない。この制限により、行列Pkはユニタリ行列に

はなりえないことに注意しよう。そのため、非摂動ハミルトニアンの対角化は
(

Lk M
M∗ Lk

)

, (2.2.31)

の固有値問題を解くだけでは達成できない 5。

しかし、P−1
k = σ3P

†
kσ3という性質があることに気づけば

Ĥ2 =
1

2

∫

dk
(

β̂†
k

β̂−k

)

(P−1
k )†

(

Lk M
M∗ Lk

)

P−1
k

(

β̂k

β̂†
−k

)

,

=
1

2

∫

dk
(

β̂†
k

−β̂−k

)

Pk

(

Lk M
−M∗ −Lk

)

P−1
k

(

β̂k

β̂†
−k

)

, (2.2.32)

5フェルミオン系であれば係数の満たすべき条件は |uk|2 + |vk|2 = 1となり、行列 Pk もユニタリ

行列となる。そのため、非摂動ハミルトニアンの対角化はエルミート行列 (2.2.31)の固有値問題を解

くだけで達成できる。
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行列
(

Lk M
−M∗ −Lk

)

, (2.2.33)

の固有値問題を解けばよいことが分かる。すなわち、
(

Lk M
−M∗ −Lk

)(

Uk

Vk

)

= λk

(

Uk

Vk

)

, (2.2.34)

を解けばよく、この固有値は

λk = ±
√

εk(εk + 2gn0) ≡ ±Ek . (2.2.35)

となる。この固有値は長波長 k = 0で λk=0 = 0である。この模型において破れて

いる連続対称性は位相変換対称性であるため、このエネルギー 0の励起は位相変換

対称性の自発的破れの反映として現れる南部-Goldstoneモードである。固有ベクト

ルは

uk = eiθ

√

1

2

(Lk

Ek

+ 1

)

, vk = e−iθ

√

1

2

(Lk

Ek

− 1

)

(2.2.36)

と求まる。ここで、変換行列の要素の分母には Ekが含まれていることに注意しよ

う。Ek=0 = 0であるため、この行列は k = 0で定義されない。そのため、この方法

で対角化できるのは k = 0を除いた部分だけである。そのことを考慮すると、非摂

動ハミルトニアンは

Ĥ2 =

∫

k ̸=0

dkEkβ̂
†
k
β̂k +

gn0

2

(

e−iθα̂0 + eiθα̂†
0

)2

, (2.2.37)

である。調和振動子型である前者の項は β-粒子の励起エネルギーがEkであると解

釈することが出来る。この励起スペクトルはBogoliubovスペクトルとして呼ばれて

おり冷却原子系でも音波測定 [35]やBragg散乱 [36]を通して観測されている。それ

に対して、調和振動子型でない後者の項は (α̂†
0
, α̂0)に対する真空を導入することが

出来ないことを意味している。すなわち、南部-Goldstoneモードに関しては粒子描

像を定義することが出来ない 6。この難しさを回避するため、âk=0を c数と考えて
6本論文ではこの点を考慮して南部-Goldstone 粒子という用語は使用しない。今後は単に南部-

Goldstoneモード、もしくはゼロモードという用語を使用する。モードと準粒子はしばし同等の意味

で使われるが、本論文では区別して用いることにする。今後は一貫して、モードは Bogoliubov方程

式の固有関数 (u v)という意味で用い、その中でもハミルトニアンを調和振動子型とするモードのこ

とを励起モードもしくは準粒子と呼ぶ。
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しまい、α̂k=0を単純に無視することが多い。この近似は Bogoliubov近似 [34]と呼

ばれる。

2.3 2体接触型相互作用で記述される非一様ボソン場

前章までは一様系の一様解にのみ焦点を絞って議論を行った。その状況では波数

kが良い量子数であるため、平面波展開が可能であった。対して、有限サイズ系な

どの非一様系では波数 kが良い量子数でないため、平面波展開が有効でない。その

ため、これらの状況では平面波展開を用いずに議論を行う必要がある。この章では、

非一様系の理論を冷却原子系に対して展開する。

２体の接触型相互作用をするスピン０のボソン場を記述するハミルトニアンは前

章と同じ

　ĤH =

∫

dx
[

ψ̂†
H (h0 − µ) ψ̂H +

g

2
ψ̂†
Hψ̂

†
Hψ̂Hψ̂H

]

, (2.3.1)

と表される。ここで、

h0 = − ℏ
2

2m
∇2 + Vex(x) , (2.3.2)

とした。冷却原子系は原子が外部ポテンシャルにトラップされているため、外部ポ

テンシャル Vexを加えた。本論文が対象とする冷却中性原子気体はこのハミルトニ

アンで記述できるものとする。

2.3.1 非摂動ハミルトニアンの定義

前章と同じく、N0 >>
∫

dx⟨ϕ̂†ϕ⟩とし、非摂動ハミルトニアンは ϕ̂Hの 2次までと

する：Ĥ1,H + Ĥ2,H. Heisenberg描像から、相互作用描像に移る。相互作用描像にお

ける非凝縮気体の場 ϕ̂に対する運動方程式は

iℏ
∂

∂t
ϕ̂ =

[

ϕ̂, Ĥ1 + Ĥ2

]

, (2.3.3)

となる。上記の方程式が各時刻で無矛盾に成立するためには、秩序変数 ξが

(h0 − µ+ g|ξ(x)|2)ξ(x) = 0 , (2.3.4)
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を満たしている必要がある。

非摂動ハミルトニアンを対角化する

Ĥ0 = Ĥ2 ,

=
1

2

∫

dx
(

ϕ̂† ϕ̂
)

(

L M
M∗ L

)(

ϕ̂

ϕ̂†

)

,

=
1

2

∫

dxΦ̂
†
σ3T Φ̂ , (2.3.5)

ここで、

Φ̂ =

(

ϕ̂

ϕ̂†

)

, T =

(

L M
−M∗ −L

)

, (2.3.6)

とした。また、σiは Pauli行列

σ1 =

(

0 1

1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0

0 −1

)

, (2.3.7)

である。行列 T に対する固有値方程式

T

(

un

vn

)

= En

(

un

vn

)

, (2.3.8)

を考えよう。非摂動ハミルトニアンはこの固有関数系を用いることで対角化するこ

とが出来る 7。この方程式はBogoliubov方程式と呼ばれる [38, 39]。あるいはフェル

ミオン系とのアナロジーからBogoliubov-de Gennes方程式という。

ここで、Bogoliubov方程式は非エルミート行列の固有方程式であるという点に注

意しよう。そのため、この方程式の固有値Enは実であるという保証はなくなる。実

際、虚部を含む状況もあり得るが、ここでは固有値には虚部を含まないと仮定する 8。

また、固有関数も右固有関数と左固有関数を独立に考えなくてはならないため少し

扱いが煩雑となる。しかしこれは、Bogoliubov行列の対称性を考慮し内積の計量を

変更することで見通しよく記述することが可能である。

7フェルミオンとは異なりボソンの場合、エルミート行列である σ3T の固有値問題でなく、非エ

ルミート行列 T の固有値問題を考えることで対角化が出来る。
8固有値に虚部が含まれる場合は対角化出来ない。
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内積の定義と固有関数の分類

行列 T には

σ1Tσ1 = −T ∗, (2.3.9)

σ3Tσ3 = T †,　 (2.3.10)

という対称性が存在する。

行列 T は非エルミートであるので固有関数には通常の意味での直交関係はない。

そこで T の対称性を考慮し新たに不定計量の内積

(s, t) ≡
∫

d3xs†(x)σ3t(x), (2.3.11)

を導入する。この内積下で T は擬エルミート性

(s, T t) = (Ts, t), (2.3.12)

を示す。

ノルムもこの内積を用いて

∥s∥2 = (s, s) =

∫

d3xs†(x)σ3s(x), (2.3.13)

と定義する。定義に用いられている計量が不定計量 σ3であるため、2乗ノルム ∥s∥2

が正である保証はない。実際、後で見るように負ノルムを持つ固有関数やゼロでな

い固有関数に対してゼロノルムとなる固有関数が存在する。今後は、ノルムの 2乗

の符号が正である固有関数、符号が負である固有関数、ゼロである固有関数をそれ

ぞれ正ノルム、負ノルム、ゼロノルムと呼び固有関数を分類する。今後、正ノルム

に属する固有関数は yℓ、負ノルムに属する固有関数は zℓと書く。

固有値がゼロでない実数の場合

ここでは固有値Eℓがゼロでない実数の場合について議論を行う。yℓ(x), yℓ′(x)を

固有値Eℓ, Eℓ′に属する固有関数とする。このとき

(yℓ, Tyℓ′) = Eℓ′(yℓ,yℓ′) = (Tyℓ,yℓ′) = Eℓ(yℓ,yℓ′), (2.3.14)
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より

(Eℓ − Eℓ′)(yℓ,yℓ′) = 0, (2.3.15)

となり、Eℓ ̸= Eℓ′の場合 yℓ(x),yℓ′(x)は不定計量の内積の下で直交する。またEℓ =

Eℓ′の場合はGram-Schmidtの直交化法を用いることで、縮退した固有関数yℓ(x),yℓ′(x)

を直交するようにできる。

さらに対称性 (2.3.9)より、固有値 Eℓに属する固有関数 yℓ(x)が存在するならば

逆符号の固有値−Eℓを持つ固有関数

Tzℓ(x) = −Eℓzℓ(x) , zℓ(x) ≡ σ1y
∗
ℓ(x), (2.3.16)

が存在する。この zℓ(x)のノルムの 2乗は

∥zℓ∥2 = −∥yℓ∥2, (2.3.17)

となり、yℓ(x)と逆の符号をもつ。したがって、正ノルムと負ノルムの固有関数は必

ず対で表れる。

yℓ, zℓをそれぞれ規格化すると正規直交関係

(yℓ,yℓ′) = δℓ,ℓ′ , (zℓ, zℓ′) = −δℓ,ℓ′ , (yℓ, zℓ′) = 0, (2.3.18)

を得る。

固有値がゼロの場合

Bogoliubov方程式にはゼロ固有値に属する固有関数

Ty0,i(x) = 0, (2.3.19)

が存在する。iはこの固有関数を区別する添え字である。この固有関数は (2.3.19)と

Bogoliubov行列の対称性 (2.3.9)より

y0,i(x) =

(

fi(x)

−f ∗
i (x)

)

, (2.3.20)

と出来ることが分かる。
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ここでは、ゼロ固有値に属する固有関数として少なくとも
(

ξ(x)

−ξ∗(x)

)

, (2.3.21)

が存在することだけ指摘しておく。これは一様系において唯一現れるゼロ固有値解

である。すなわち、前章で現れた南部-Goldstoneモードに対応する。

(2.3.20)より固有関数 y0,iはゼロノルム

∥y0,i∥2 = 0, (2.3.22)

に属する。また、実固有値に属する固有関数と直交する：

(y0,i,yℓ) = 0, (y0,i, zℓ) = 0. (2.3.23)

対して、自身以外のゼロ固有値に属する固有関数とは一般に直交しない [37]。しか

し、本論文ではゼロ固有値が 1つ、あるいは複数であっても固有関数間に直交性が

成り立つものしか扱わない。そのため、これ以降は直交関係

(y0,i,y0,j) = 0, (2.3.24)

が成立すると仮定する。

ゼロ固有値に属する広義固有関数

ゼロ固有値に属する固有関数が直交関係 (2.3.24)を満たす場合、Bogoliubov方

程式の解 {yn(x), zn(x),y0,i(x)}のみで完全系を張ることは出来ない。そのため、
Boboliubov方程式の固有関数系を用いて完全系を作るには、y0,i(x)とは直交せず

yn(x), zn(x)とは直交する関数を導入する必要がある。T
2 に対する広義固有関数

y−1,i(x):

Ty−1,i(x) = Iiy0,i(x), (2.3.25)

はこれらの性質を持つ。この関数はBogoliubov行列 T とゼロ固有値解y0,iの対称性

より関数 hi(x)を用いて

y−1,i(x) =

(

hi(x)

h∗i (x)

)

, (2.3.26)
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と表される。ただし、Iiは実数であり、これは y−1,i(x)と y0,i(x)の内積を 1にする

ための因子である。ここで導入した広義固有関数を含めればBogoliubov方程式の固

有関数系は完全となる 9。これ以降Bogoliubov方程式の固有関数系にy−1,iを加えた

ものをBogoliubov完全系と呼ぶこととする。

前に示したゼロモード (2.3.21)に対応する広義固有関数と規格化因子はこのゼロ

モードが満たすBogoliubov方程式の両辺をN で微分することで

h(x) =
∂ξ

∂N
(x), I =

∂µ

∂N
, (2.3.28)

と求まる [43]。

完全性

∑

ℓ

{yℓ(x)y
†
ℓ(x

′)− zℓ(x)z†ℓ(x′)}+
∑

i=z.m.

{y0,i(x)y
†
−1,i(x

′) + y−1,i(x)y
†
0,i(x

′)}

= σ3δ(x− x′), (2.3.29)

で仮定する。この完全性を用いると任意の 2重項 s(x)を

s(x) =
∑

ℓ

{aℓyℓ(x) + a∗ℓzℓ(x)}+
∑

j=z.m.

{−iQjy0,j(x) + Pjy−1,j(x)} (2.3.30)

と展開することができる。ただし、その展開係数は直交性より

aℓ = (yℓ, s), a∗ℓ = −(zℓ, s), (2.3.31)

Qj = i(y−1,j, s), Pj = (y0,j, s), (2.3.32)

(2.3.33)

9ゼロ固有値に属する固有関数が複数ある場合は y0,i , y−1,j や y−1,i , y−1,j の間に適切な直交化

を施し

(y−1,i,y0,j) = δij , (y−1,i,y−1,j) = 0, (2.3.27)

とする必要がある。
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2.3.2 非摂動ハミルトニアンの対角化と真空の定義

非摂動ハミルトニアンを対角化する。ここで、虚部を持つ固有値が存在する場合、

ハミルトニアンは対角化できないことが知られている [42]。そのため、ここでは固

有値に虚部がない場合のみ考える。

Φ̂をBogoliubov完全系で展開する:

Φ̂(x) =
∑

ℓ=ex.

{âℓyℓ(x) + â†ℓzℓ(x)}+
∑

j=z.m.

[

−iQ̂jy0,j(x) + P̂jy−1,j(x)
]

. (2.3.34)

係数はそれぞれ

âℓ = (yℓ, Φ̂), â†ℓ = −(zℓ, Φ̂), (2.3.35)

Q̂i = i(y−1,i, Φ̂), P̂i = (y0,i, Φ̂), (2.3.36)

である。ここで、Q̂i, P̂iはエルミートであり, Q̂i, P̂i, âℓ, â
†
ℓの間の交換関係は以下の

ようになる

[Q̂i, P̂j] = iδij , [âℓ, â
†
ℓ′ ] = δℓℓ′ , others = 0. (2.3.37)

式 (2.3.34)を非摂動ハミルトニアンに代入すると

Ĥ0 =
∑

i=z.m.

P̂ 2
i

2I−1
i

+
∑

ℓ=ex.

Eℓâ
†
ℓâℓ, (2.3.38)

となる。第 2項は調和振動子型のハミルトニアンとなっているため、{âℓ}は消滅演
算子と解釈できる。したがって、これらで消去される状態

âℓ
∣

∣0
⟩

ℓ
= 0 (2.3.39)

の直積状態

∏

ℓ=ex.

∣

∣0
⟩

ℓ
=
∣

∣0
⟩

ex.
(2.3.40)

が真空となる。これより、Bogoliubov方程式の実固有値 Eℓは準粒子の励起エネル

ギーであると解釈することが出来ることがわかる 10。ここで、励起エネルギーが負

10固有値 Eℓ を持つ固有関数 yℓ と −Eℓ を持つ固有関数 zℓ は励起エネルギーに同様の寄与を与え

る。そのため励起エネルギーと解釈されるのは Eℓ のみ。
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になる場合があることに注意しておく 11。このときの励起は負の励起エネルギーと

なるため、もしもそのような励起が存在すればエネルギーに下限がなくなり、系は

不安定となる。この機構を起源とする系の不安定性はLandau（熱力学的）不安定性

と呼ばれるものである。実際、Bogoliubov解析においてこのような固有関数が現れ

る状況があることが知られている [46]。これは散逸を伴う不安定性が存在すること

を意味している。なお、このノルムと固有値が異符号となるものは anomalousな固

有関数 [47]と呼ばれる。

それに対してゼロ固有値部分である第 1項目は調和振動子型でないため、真空の消

滅演算子を用いた定義は正当化されない 12。そのため、この真空を決定する原理がな

くなる。ゼロ固有値部分の部分の真空を無理に導入することも可能であるが、後で説

明するようにこれは様々な問題を引き起こす。この問題の解決は後回しにして、ここ

では形式的に真空
∣

∣0
⟩

i
を定義することにする。これは、i

⟨

0
∣

∣Q̂i

∣

∣0
⟩

i
= i

⟨

0
∣

∣P̂i

∣

∣0
⟩

i
= 0 .

を満たすものである。これらの直積状態をこの系の真空

∣

∣0
⟩

=
∏

i=z.m.

∣

∣0
⟩

i
⊗
∣

∣0
⟩

ex
, (2.3.41)

と書いておく。これが、今まで詳細を無視していた秩序変数の導入時に用いた真空

の定義である。その秩序変数はBogoliubov方程式の中に含まれる。すなわち、真空

を定義するのに用いられる。つまり、秩序変数の定義には真空が必要であり、真空

の定義には秩序変数が必要となる。この構造より、場の量子論の真空は自己無撞着

に決められるものであることが見て取れる。

ここで、非摂動ハミルトニアンのゼロ固有値部分は調和振動子型でないというこ

とより、固有値を系の励起モードと解釈することは出来ないことに注意しておく。

2.3.3 凝縮体の線形安定性解析

ここでは凝縮体の線形安定性解析を行い、この安定性解析の方程式が先ほど導出

したBogoliubov方程式と一致することを見る。

まず、凝縮体の時間発展方程式を求める。前章で行った相互作用描像での導出も

可能であるがやや煩雑となるため、ここでは平均場近似を使った導出を行う。場の

11ノルムの符号とその固有値の符号が異符号である固有値・固有関数（∥yℓ∥ > 0かつ ωℓ < 0）が

存在するということ。
12ただし、励起エネルギーがゼロと解釈し、ゼロ（エネルギー）モードと呼ばれることがある。
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演算子のダイナミクスはHeisenberg方程式

iℏ
∂

∂t
ψ̂H(x, t) =

(

h0 − µ+ gψ̂†
H(x, t)ψ̂H(x, t)

)

ψ̂H(x, t), (2.3.42)

に従う。ここで、この式の真空期待値を取り、場の 3次の相関を ⟨ψ̂†ψ̂ψ̂⟩ ≃ |ψ|2ψと
近似すると

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) =

(

h0 − µ+ g|ψ(x, t)|2
)

ψ(x, t), (2.3.43)

となる。この方程式を時間依存Gross-Pitaevskii（TDGP）方程式という。途中で施

した近似は、十分低温でほとんどの粒子が凝縮に参加している領域において正しい

ものである。

凝縮体が定常である場合を考える。凝縮体の波動関数をψ(x, t) = ξ(x)と書くと、
(

h0 − µ+ g|ξ(x)|2
)

ξ(x) = 0, (2.3.44)

を導くことができる。この方程式は前に導いたGP方程式である。

次に、凝縮体が定常解から微小に変位した状況を考える。すなわち、TDGP方程

式において ψ(x, t)を定常状態から ψ(x, t) = ξ(x) + δψ(x, t)と微小変位させる。こ

のとき、微小変位 δψ(x, t)に対して線形化した方程式は

　 iℏ
∂

∂t
δψ(x, t) =

(

h0 − µ+ 2g|ξ(x)|2
)

δψ(x, t) + gξ2(x)δψ∗(x, t), (2.3.45)

となる。この方程式を δψ = (δψ , δψ∗)tを用いて 2重項表記すると

　 iℏ
∂

∂t
δψ(x, t) = Tδψ(x, t), (2.3.46)

となる。ここで、

δψ(x, t) =
∑

n

(

un(x)

vn(x)

)

e−iωnt , (2.3.47)

と変数分離すると、

T

(

un

vn

)

= ℏωn

(

un

vn

)

, (2.3.48)

を得る。この方程式はハミルトニアンの対角化に用いたBogoliubov方程式と全く同

じ方程式 13 である。この方程式の固有値 ωnと固有関数 (un vn)は凝縮体の n番目

の振動周波数と振動モードである。
132 × 2の行列となるのは δψ の変位が δψ と δψ∗ の両方に依存するためである。これは GP方程

式の非線形項の存在により導かれる。非線形項は、凝縮を起こすボソン系特有の項であるため、この

エルミート性は多体ボソン系の性質であると言える。
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固有値がゼロでない実数であるとき

固有値は凝縮体の振動周波数 ωℓであり、固有関数は振動モードを表す。ここで、

先ほどと異なり固有関数は規格化されている必要がないため
∫

d3x (|uℓ|2 − |vℓ|2) = Nℓ , (2.3.49)

となる。

固有値がゼロであるとき

固有値がゼロとなる振動モードをゼロ振動モードと呼ぶ。

GP方程式を不変とする微小変換 ξ → ξ + iδξを考える。このような変換が存在す

る場合、δξの 1次の項が満たす方程式は

T

(

δξ(x)

−δξ∗(x)

)

= 0,　 (2.3.50)

となる。すなわち、GP方程式を不変とする微小変換が存在すればゼロ振動モード

を求めることができる。この変換は凝縮体のエネルギーEGP を変化させない。その

ため、このようにして求められるゼロ振動モードは凝縮体のゼロエネルギーモード、

すなわち、南部-Goldstoneモードである。

ただし、ここで示したのは (2.3.50)を満たす変換は凝縮体のエネルギーを変えな

いということだけであり、その逆を示してはいない。すなわち、ゼロ振動モードは

対称性の破れ由来の南部-Goldstoneモード以外にも存在する余地があることだけ注

意しておく。

固有値に虚部が含まれるとき

固有値に虚部が含まれる場合、微小変位 δψ(x, t)は時間と共に指数関数的に増大

する。すなわち、Bogoliubov方程式の固有値に虚部が 1つでも存在する場合、その

凝縮体は変位に対して不安定であることが分かる。この機構を起源とする系の不安

定性は動的不安定性と呼ばれるものである。

虚部を持つ固有値に属する固有関数の性質について調べる [46]。虚部を持つ固有

値を ℏωµ、固有関数をY µ(x)とおく。この固有関数は

(ℏω∗
µ − ℏωµ′)(Y µ,Y µ′) = 0, (2.3.51)
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という関係を満たす。そのため、Y µ(x)は ℏωµ′ ̸= ℏω∗
µに属する固有関数に対し直交

(Y µ,Y µ′) = 0 , (2.3.52)

し、ℏωµ′ = ℏω∗
µに属する固有関数（Y ∗µ(x)と書く）に対して一般に非直交である 14。

なお、ℏωµ ̸= ℏω∗
µであるため、この固有関数Y µ(x)はゼロノルムに属する。今後は

(Y µ,Y ∗µ) = 1, (2.3.55)

と規格化されているものとする。また、実固有値に属する固有関数との間に直交関係

(yℓ,Y µ) = 0, (zℓ,Y µ) = 0, (2.3.56)

が成り立つことも示すことが出来る。

さて、ここで実固有値の場合と同様の議論で−ℏω∗
µに属する固有関数

TZµ = −ℏω∗
µZµ, Zµ ≡ σ1Y

∗
µ, (2.3.57)

が存在することを示すことが出来る。ただし、固有値が純虚数である場合は ℏωµ =

−ℏω∗
µであるためZµは独立した関数でなくなることに注意しておく。

つまり、固有値が一般の複素数（Re [ℏωµ] ̸= 0かつ Im [ℏωµ] ̸= 0）のとき独立であ

る固有値・固有関数は 4つ組 {ℏωµ,−ℏω∗
µ, ℏω

∗
µ,−ℏωµ}、{Y µ,Zµ,Y ∗µ,Z∗µ}で現れ、

固有値が純虚数のとき独立である固有値・固有関数は 2つ組 {ℏωµ, ℏω
∗
µ}、{Y µ,Y ∗µ}

で現れることが分かる。

2.3.4 2つの不安定性の特徴

ここでは Landau不安定性と動的不安定性の特徴を列記しておく。
14固有関数 Y ∗µ(x)の存在は次のように示すことが出来る：ℏωµが Bogoliubov方程式の固有値で

ある場合

Det|T − ℏωµ| = 0, (2.3.53)

となる。この式の複素共役をとると

0 = Det|T − ℏωµ|∗ = Det|T † − ℏω∗
µ| = Det|σ3Tσ3 − ℏω∗

µ| = Det|T − ℏω∗
µ|, (2.3.54)

となる。したがって、ℏωµ が Bogoliubov方程式の固有値である場合、ℏω∗
µ も Bogoliubov方程式の

固有値であることが言える。
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Landau不安定性の特徴

Landau不安定性による凝縮体の崩壊はエネルギーの散逸を伴う熱力学的な過程

である。3体衝突以上の高次散乱過程を無視できる場合、冷却原子系におけるエネ

ルギーの散逸の原因は熱励起した非凝縮相と凝縮相の間の散乱にある。ゼロ温度に

近い系において、非凝縮相の割合は少なくなり、エネルギーの散逸は起こりにくく

なる。そのため、系の粒子がほとんど全て凝縮していると考えられるゼロ温度の理

論においてこのような不安定性は現れない。

動的不安定性の特徴

動的不安定性を起源とした凝縮体の崩壊はエネルギーの散逸を必要としない（エ

ネルギーの保存した）量子論特有の崩壊過程である。そのため、この動的不安定性

を起源とする崩壊はゼロ温度においても起き得る。動的不安定性が起こる必要条件

として anomalousモードと normalモードの縮退が必要であることを指摘しておく

[40]。

2.3.5 ゼロモードの具体形

ここではいくつかの具体的な状況を想定し、Bogoliubov方程式のゼロモード解を

導出する。

例 1 : 大域的位相変換に対するゼロモード

GP方程式は大域的位相変換に対し不変である。そこで、ここでは大域的位相変

換対称性に対するゼロモードを考える。

ηを微小な定数とすると、大域的位相変換の微小変換は

ξ(x) → ξ(x) + iηξ(x), (2.3.58)

である。すなわち、(2.3.50)より大域的位相変換対称性に対するゼロモードは
(

ξ(x)

−ξ∗(x)

)

, (2.3.59)

である。BECが存在する場合、系は大域的位相変換対称性が自発的に破れている。

そのため、少なくとも位相のゼロモードが存在する [44, 45]。
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例 2 : 並進変換に対するゼロモード

一様系（Vex = 0）のGP方程式は並進変換に対し不変である。そこで、ここでは

並進対称性に対するゼロモードを考える。ここでは簡単のため一方向への並進のみ

考える。

dを微小な定数とすると、x方向への並進の微小変換は

ξ → ξ + d
∂

∂x
ξ, (2.3.60)

である。すなわち、(2.3.50)より並進変換対称性に対するゼロモードは

(

i ∂ξ
∂x
(x)

−i∂ξ∗
∂x

(x)

)

, (2.3.61)

である。

今後はゼロモードを複数持つ場合の議論を行うため、各対称性に対応するゼロモー

ドを見分けるためにゼロモードにはそれぞれの対称性に関するラベルを貼っておく。

例えば、大域的位相変換対称性に対するゼロモードには y0,θ、x方向の並進対称性

に対するゼロモードは y0,xと書く事にする。

一様系におけるゼロモード

凝縮状況でも空間一様性を保つ場合の一様系におけるゼロモードを議論する。凝

縮体の分布（ξ =定数）と化学ポテンシャルはGP方程式を解くことにより

ξ = eiθ
√

N0

V
, µ =

gN0

V
, (2.3.62)

と求まる。この場合のゼロモードは、大域的位相変換対称性の破れに対するもの

y0,θ =

(

ξ

−ξ∗

)

, (2.3.63)

のみである。また、共役モードと規格化因子は式 (2.3.25)より

y−1,θ =
∂

∂N0

(

ξ

ξ

)

=
1

2
√
N0V

(

eiθ

eiθ

)

, I =
g

V
, (2.3.64)

となる。
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ソリトン解に対するゼロモード

g > 0かつ Vex(x) = 0であるGP方程式には定数解以外にも次のような解析解が

あることが知られている：

ξ(x) =
√
nc tanh {κ(x− x0)} , µ = gnc , (2.3.65)

この解はダークソリトン解と呼ばれる [34]。ただし、κ =
√

mgnc/ℏ、ncはバルクの

凝縮体密度である。凝縮原子数Ncは

Nc =

∫ L/2

−L/2

dx|ξ(x)|2 = nc

[

L− 2

κ
tanh

(

κL

2

)]

(2.3.66)

と表される。ただし、系のサイズを Lとした。

このダークソリトン解は明らかに系の持つ並進対称性を破っている。そのため、

ダークソリトン解に対するゼロモードは大域的位相変換対称性の破れと並進対称性

の破れに対するもの 2つが現れる。このときのゼロモードy0,i = (fi − f ∗
i )の成分は

fθ = ξ(x) , (2.3.67)

fx = i
d

dx
ξ(x) = i

√
ncκ sech {κ(x− x0)} , (2.3.68)

となる。また、共役モード y−1,i = (hi h
∗
i )と規格化因子は

hθ =

√
g

2L
[tanh {κ(x− x0)}+κx sech {κ(x− x0)}] , (2.3.69)

hx = − i

4
, (2.3.70)

Iθ =
g

L
, Ix = − g

4κ
, (2.3.71)

と求まる。

それぞれの関数形を図 2.3.1に示す。ダークソリトン解は極形式で

ξ(x) =







|ξ(x)| = |ξ(x)|ei0 (x > s)

−|ξ(x)| = |ξ(x)|eiπ (x < s)
(2.3.72)

と表すことができる。これは、ソリトン中心を境に凝縮体の位相が π飛ぶというこ

とを意味している。
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-4 -2  0  2  4

Fig. 2.3.1: ソリトン解に対するゼロモードと共役モードの概形を示す。この図では ℏ = g = m = 1、

x0 = 0とした。太い実線と細い実線はそれぞれ位相のゼロモード fθ と並進のゼロモード fxを表す。

点線と破線はそれぞれ並進の位相の共役モード hθ と共役モード hx を表す。
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第3章 ゼロモードの量子揺らぎと

ゼロモード間の相互作用

2章ではゼロモードまで取り入れて非摂動ハミルトニアンを対角化するLewenstein-

Youの方法を紹介した。彼らの方法はゼロモードを取り入れた非摂動ハミルトニア

ンの対角化法であるが、ゼロモード項は調和振動子型演算子で対角的でなく、量子

座標で書かれる自由粒子型になる。そのため、ゼロモード項に関しては真空を定義

する明確な基準がないという問題がある。この問題を回避する処方箋として、我々

はゼロモードの高次項を非摂動ハミルトニアンに取り込むことを提案した [48]。こ

の処方で用いるハミルトニアンにはゼロモードと共役モードの間の非線形相互作用

が入るという特徴を持つ。そのため、今後はこの処方を「Interactiong Zero Mode

Formulation（IZMF）」と呼ぶことにする。

この章では、Lewenstein-Youの方法におけるゼロモードの問題を説明し、それを

回避する処方である IZMFの概要を説明する。その後、この手法を用いて一様凝縮

体のゼロモードの量子揺らぎ、トラップ系された凝縮体のゼロモードの量子揺らぎ、

ソリトンにより並進対称性が自発的に破れた凝縮体におけるゼロモードの量子揺ら

ぎについて議論を行う。なお、ここからは簡単のため ℏ = 1とする単位系をとるこ

ととする。

3.1 Lewenstein-Youの方法におけるゼロモードの真空

Lewenstein-Youは共役モードを導入することにより、場ϕの 2次で構成されるハ

ミルトニアンのゼロモード部分の三角化を行った。しかし、三角化までしか出来な

いことの反映により、ゼロモード項は調和振動子型ではなく自由粒子型のハミルト

ニアンとなっている。これは、ゼロモードの真空
∣

∣0
⟩

i
を定義する明確な基準がない

ということを示している。それは次のような事情である。まず、式 (2.3.25)中の規

格化因子が Ii < 0である場合を考えよう。このとき、非摂動ハミルトニアンのゼロ
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モード部分は負の質量を持つ自由粒子ハミルトニアンとなる。このハミルトニアン

は基底状態が存在しないため、真空を定義することは出来ない。一方、Ii > 0の場

合、基底状態は運動量ゼロの平面波 P̂i

∣

∣0
⟩

i
= 0となる。ゼロモード演算子の交換関

係 [Q̂i, P̂i] = iより、両者の間には不確定性関係

∆Qi∆Pi ≥
1

2
, (3.1.1)

が成立する。ただし、∆Oi =
√

i

⟨

0
∣

∣Ô2
i

∣

∣0
⟩

i
− i

⟨

0
∣

∣Ôi

∣

∣0
⟩2

i
とした。この式と∆Pi = 0

より、Q̂iは発散することが結論される。全粒子数などの物理量にも Q̂iが含まれる

ため、この結果ではほとんどの物理量が発散することになってしまう。このように、

この状態は物理的ではない結果を導くため、基底状態として相応しくない。

LewnsteinとYouは論文 [44]の中で、ゼロモードの基底状態に平面波ではなく波

束を選んだ上で∆Qθを評価した。波束を選ぶことで、平面波で起こった物理量の明

確な発散は回避されている。このとき、状態の時間発展演算子は自由ハミルトニア

ンであるため、固有状態である平面波以外の状態は時間と共に崩壊していくことに

注意したい。すなわち、∆Qθは時間と共に増加していくことが分かる。場の展開に

おいてゼロモード部分をTaylor展開の一部

ψ = ξ − iQ̂θξ + · · · ≃ e−iQ̂θξ + · · · . (3.1.2)

と考えると、Q̂θ位相演算子という意味を持つことがわかる。すなわち、∆Qθの評

価は凝縮体の位相揺らぎの評価であると解釈できる。LewnsteinとYouの非摂動ハ

ミルトニアンで、平面波以外の状態を選ぶと、時間と共に位相揺らぎは増大してい

くことになる。彼らはこれを “量子位相拡散”と呼んでいる。ゼロモードの真空に定

常状態は存在せず、そのため凝縮体の位相は時間と共に揺らぎが大きくなるという

主張である。ただし、このように真空を波束とっても波束の崩壊により長時間では

∆Qθ(t → ∞) → ∞となるため、結局物理量の発散は起きてしまうということに注
意が必要である。このように、Lewenstain-Youの方法の範囲内ではゼロモード演算

子が物理量の発散を引き起こすという結果となってしまう。

3.2 Interacting Zero Mode Formulation

Lewenstain-Youの方法において基底状態が定常状態でなくなった背景には非摂動

ハミルトニアンが自由粒子型であるというところにあった。この起源は非摂動ハミ
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ルトニアンを場 ϕ̂の 2次としていたところにある。そもそもこの仮定は場の高次項

から来る補正が小さいときに良い仮定となる。しかし、前節での考察より、ゼロモー

ド演算子の高次項から来る補正は小さくないと考えられる。そこで、整合性を保つ

ためには非摂動ハミルトニアンに含めるゼロモード部分に関しては 2次までではな

く、高次項まで含めるべきである。

この考えの下、非摂動ハミルトニアンを

ĤLY = Ĥ1 + Ĥ2 → Ĥu = Ĥ1 + Ĥ2 + δĤ , (3.2.1)

と定義し直す。ただし、新たに非摂動ハミルトニアンに追加する項は

δĤ = ĤQP
3 + ĤQP

4 −
[

δµP̂ + δνQ̂
]

. (3.2.2)

である。上付き添え字QP は量子座標 Q̂i、P̂iのみの項を集めるという記号である。

つまり、前の 2項は場の 3次、4次のハミルトニアンの中から量子座標 Q̂i, P̂iのみ

の項を集めたものである。

ここではまずゼロモードが 1つ（位相）だけ存在する場合を考える。このときの

非摂動ハミルトニアン ĤQP
u の具体形は

ĤQP
u = δνQ̂+ (2J − µ− δµ+ 2B − 4C + 2C ′′)P̂ +

I − 4D

2
P̂ 2 + 2BQ̂P̂ Q̂

+ 2DP̂ 3 +
1

2
AQ̂4 − 2BQ̂2 + (C + C ′′)Q̂P̂ 2Q̂+

1

2
EP̂ 4

− 2C ′P̂ Q̂P̂ − C ′{Q̂, P̂} − B′Q̂{Q̂, P̂}Q̂−D′P̂{Q̂, P̂}P̂ . (3.2.3)

となる。ここで、{Ô1, Ô2} ≡ Ô1Ô2 + Ô2Ô1とした。また、係数は

A=g

∫

d3xf 4 , B=gRe

∫

d3x |f |2f ∗h , B′=gIm

∫

d3x |f |2f ∗h ,

C=g

∫

d3x |f |2|h|2 , C ′=g

∫

d3xf ∗,2h2 , C ′′=g

∫

d3x
[

|f |2|h|2−Ref ∗,2h2
]

,

D=gRe

∫

d3xf ∗|h|2h , D′=gIm

∫

d3xf ∗|h|2h , E=g

∫

d3x |h|4 ,

J=Re

∫

d3xf ∗ĥ0h , I=
∂µ

∂N0

, (3.2.4)

である。ただし,煩雑さを回避するためここでは位相に関する添え字 θは省略した。

このハミルトニアン中の量子座標の高次項がポテンシャルのように振る舞っている。

そのため、このハミルトニアンの固有状態
∣

∣Ψν

⟩

;

ĤQP
u

∣

∣Ψν

⟩

= Eν

∣

∣Ψν

⟩

(ν = 0, 1, 2, · · · ), (3.2.5)
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は束縛状態であり、∆Qや∆P が発散することはない。すなわち、最低エネルギー

状態が真空という自然な定義が可能となる。今後この方程式はゼロモード方程式と

呼ぶことにする。

ここで、ハミルトニアン ĤQP
u には量子座標の奇数次の項が入っていることに注

意する。この項により、一般に Q̂, P̂ の真空期待値は 0でなくなってしまい、場の分

割条件は満たされなくなってしまう。非摂動ハミルトニアンを再定義する際加えた

δν, δµ項は、この場の分割条件

⟨

Ψ
∣

∣

[

−δµ− 4C + (I − 4D)P̂ + 2BQ̂2

+ 6DP̂ 2 + 2CQ̂P̂ Q̂+ 2EP̂ 3
]∣

∣Ψ
⟩

= 0 , (3.2.6)

を満たすように決めるものである。この式より δν, δµは

δµ =
⟨

Ψ
∣

∣

[

−4C + 2BQ̂2 + 6DP̂ 2 + 2CQ̂P̂ Q̂+ 2EP̂ 3
]∣

∣Ψ
⟩

, (3.2.7)

と取ればよいことが分かる。

さて、新たな非摂動ハミルトニアンにはゼロモードと共役モード間の交差項が自

然に含まれていることに注意しよう。これは、ゼロモードと共役モードが相互作用

する可能性を意味する。我々はこのような意味を込めてこの方法を IZMFと呼ぶこ

とにする。

3.3 一様系におけるゼロモードの量子揺らぎ

ここでは、流れのない一様系の一様解を想定する。このとき、凝縮体の秩序変数

は実数と出来るので、非摂動ハミルトニアン (3.2.1)は

Ĥu = Ĥ1 + Ĥ2 +
[

Ĥ3 + Ĥ4

]

QP
− δµP̂ , (3.3.1)

とできる。このハミルトニアンの Q̂、P̂ 成分は

ĤQP
u = −(δµ+ 4C)P̂ +

I − 4D

2
P̂ 2 + 2BQ̂P̂ Q̂+ 2DP̂ 3

+
1

2
AQ̂4 − 2BQ̂2 + CQ̂P̂ 2Q̂+

1

2
EP̂ 4 . (3.3.2)
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である。係数は一様系であることから fθ = ξ =
√

N0/V , hθ = (2
√
N0V )−1より

A = gV ξ4 =
gN2

0

V
, B = gV ξ3h =

gN0

2V
, C = gV ξ2h2 =

g

4V
,

D = gV ξh3 =
g

8N0V
, E = gV h4 =

g

16N2
0V

, I =
∂µ

∂N0

=
g

V
, (3.3.3)

である。

ここで、変分法に従って
∣

∣Ψ
⟩

を求めよう。試行関数として変分パラメータ αを持

つガウス関数
⟨

q
∣

∣Ψ
⟩

=

(

1

2πα2

)1/4

e−
q2

4α2 . (3.3.4)

を採用する。非摂動ハミルトニアンのエネルギー期待値 f(α) =
⟨

Ψ
∣

∣HQP
u

∣

∣Ψ
⟩

を最小

化する：
∂f

∂α
= 6Aα3 − 4Bα2 − I − 4D

4α3
− 3E

8α5
= 0 . (3.3.5)

N0 >> 1であるとき、Aと Iが主要項となる。そのため、変分パラメータは

α =
6

√

I

24A
=

1
6
√
24
N

−1/3
0 , (3.3.6)

と求まる。この結果は、変分近似の範囲内で、一様系の基底状態は相互作用 gに依

存せず、凝縮粒子数N0のみに依ることを示している。

Q̂の標準偏差は

∆Q =

√

⟨

Ψ
∣

∣Q̂2
∣

∣Ψ
⟩

−
⟨

Ψ
∣

∣Q̂
∣

∣Ψ
⟩2

= α = 6

√

1/24N
−1/3
0 (3.3.7)

である。Q̂は位相の揺らぎと解釈できるため、この結果は凝縮体の位相が凝縮粒子

数の−1/3の冪で揺らぐということを示している。この凝縮原子数が増えると、凝

縮体の位相揺らぎが減少するという結論は自然なものだと言える。

3.3.1 数値計算結果

前節では変分法を用いてゼロモード状態を求めた。ここでは、数値的に式 (3.2.5)

を解くことによりゼロモード状態及び、∆Qを求めよう。その結果を図 3.3.1に示

す。図 3.3.2 (a) は変分計算の結果である (α、点線)。これはこれは数値計算の結果

(∆Q、実線) と良い一致を示している。δの定義は Q̂の指数の変分計算からのずれ

である：∆Q ∼ N
−(1/3+δ)
0 。図 3.3.2 (b)を見るとN0 → ∞ において δ → 0となる
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Fig. 3.3.1: 一様系におけるゼロモードの波動関数の q 表示。細線と太線は凝縮原子数 N0 = 102

と 106 における数値計算結果。点線は変分により求めた波動関数である。軸は αを用いてスケール

している。

ことがわかる。すなわち、∆Q ∼ N
−1/3
0 であることがわかる。指数とは異なり係数

の方は変分の結果とは異なる。図 3.3.2 (c) は係数比を示している。図より、係数比

∆Q/αは 1.20に収束することが分かる。

3.4 トラップ系に対するゼロモードの量子揺らぎ

次に、一様系における結果

• N0 >> 1において∆Q ∼ N
−1/3
0

• 凝縮体の位相揺らぎ∆Qは相互作用に依らない

が Vex(x) ̸= 0である非一様系でも成り立つことを示そう。冷却原子系における実験

はトラップ系であるため、ここでの結果が実験にかかる可能性もある。

g > 0 を持つ d次元系を想定する。g < 0 の場合はN0 >> 1で凝縮体が崩壊する

ため考えない。外部ポテンシャルには Vex(λx) = λνVex(x)という性質があるものを
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Fig. 3.3.2: 一様系における (a) ∆Q、(b) δ、(c) ∆Q/αの N0 依存性。(a)における点線は変分に

よる見積もり α = (1/ 6
√
24)N

−1/3
0 を表す。(b)は分散 ∆Qの −1/3からのずれ δ = −1/3 − d log∆Q

d logN0

を表す。

仮定しよう。ただし、ν ≥ 1である。ここで、virial定理 [34]より、

2Ekin − νEpot + dEint = 0 , (3.4.1)

Ekin =
1

2m

∫

ddx |∇ξ(x)|2 , (3.4.2)

Epot =

∫

ddxVex(x) |ξ(x)|2 , (3.4.3)

Eint =
g

2

∫

ddx |ξ(x)|4 , (3.4.4)
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となる。また、GP方程式より

Ekin + Epot + 2Eint = µN0 , (3.4.5)

であることも示せる。N0 >> 1を考え、Thomas–Fermi近似 Ekin = 0を用いると、

化学ポテンシャルは

µ = Eint(d+ 2ν)/νN0 (3.4.6)

となる。相互作用エネルギーは

Eint =
Aθ

2
≃ c1N

c2
0 , (3.4.7)

となる。ただし、c1 > 0、c2 > 1である。

これらの結果と、式 (3.2.4)と (3.3.6)より

∆Q =
6

√

(d+ 2ν)(c2 − 1)

48ν
N

−1/3
0 , (3.4.8)

を導くことが出来る。この結果は、一様系において示した主張が、有限体積の系で

も成り立つことを示している。

3.5 ソリトン解による非一様系の場合

次に、ソリトンの存在により並進対称性が自発的に破れた非一様系を扱う。今回

の解析では簡単のため１次元系を考える。

Lewenstein-Youの方法でこの系の非摂動ハミルトニアンを表すと

ĤLY =
P̂ 2
θ

2I−1
θ

+
P̂ 2
x

2I−1
x

+
∑

ℓ=ex.

ωℓâ
†
ℓâℓ , (3.5.1)

となる。ゼロモードが 2つ存在することを反映して、量子座標も 2組現れている。

Dziarmagaは論文 [49]において、式 (3.5.1)を古典的な場のラグランジアンから導出

した後に、真空をガウス波束と選び∆Qxの評価を行った。粒子数密度は

⟨

0
∣

∣ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)
∣

∣0
⟩

=
[

1 + ∆Q2
θ(t)
]

|ξ(x)|2+∆Q2
x(t)
∣

∣

∣

dξ(x)

dx

∣

∣

∣

2

+ · · · , (3.5.2)
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と表されることから、∆Qxはソリトン中心を埋める粒子数密度を表す。すなわち、

∆Qx(t)の評価は、ソリトン中心のデプリーションを評価することと等しい。時間

発展は自由粒子型のハミルトニアンで行うため、Lewenstein-Youの議論と同じく、

∆Qxは時間と共に増大していくことが結論できる。つまり、ソリトン中心の粒子数

密度は時間と共に増大していくことになる。彼はこの計算により、ダークソリトン

が消失する過程を記述したとした。また、ブライトソリトンについても同様の解析

が行われている [50]。しかし、やはり適切な真空での解析である保証はない。

そこで、本章では、IZMFを用いてゼロモードの揺らぎの評価を行う。ゼロモー

ドが 2つ存在する場合のハミルトニアンは

ĤQP
u,1 =

∑

i=θ,x

[

−δµiP̂i − δνiQ̂i

]

, ĤQP
u,2 =

∑

i=θ,x

P̂ 2
i

2I−1
i

, (3.5.3)

ĤQP
u,3 =

∑

i,j,k=θ,x

2Re
[

−iAθjkℓQ̂jQ̂kQ̂ℓ +BθjkℓQ̂j{Q̂k, P̂ℓ}−B∗
kjθℓP̂ℓQ̂kQ̂j

+iCθjkℓQ̂jP̂kP̂ℓ−iC ′
θjkℓP̂k{Q̂j, P̂ℓ}+DθjkℓP̂jP̂kP̂ℓ

]

, (3.5.4)

ĤQP
u,4 =

∑

i,j,k=θ,x

[Aijkℓ

2
Q̂iQ̂jQ̂kQ̂ℓ−Im[Bijkℓ] Q̂iQ̂j{Q̂k, P̂ℓ}−Re[Cijkℓ] Q̂iQ̂jP̂kP̂ℓ

+
C ′

ijkℓ

2
{Q̂i, P̂k}{Q̂j, P̂ℓ}−Im[Dijkℓ] {Q̂i, P̂j}P̂kP̂ℓ+

Eijkℓ

2
P̂iP̂jP̂kP̂ℓ

]

,

(3.5.5)

ただし、

Aijkℓ = g

∫

dxf ∗
i f

∗
j fkfℓ, Bijkℓ = g

∫

dxf ∗
i f

∗
j fkhℓ,

Cijkℓ = g

∫

dxf ∗
i f

∗
j hkhℓ, C

′
ijkℓ = g

∫

dxf ∗
i fjh

∗
khℓ,

Dijkℓ = g

∫

dxf ∗
i h

∗
jhkhℓ, Eijkℓ = g

∫

dxh∗ih
∗
jhkhℓ. (3.5.6)

である。この式にはゼロモードと共役モード間の交差項や、異なる起源に由来する

ゼロモード同士の交差項が自然に含まれていることに注意しよう。これは、ゼロモー

ドと共役モードが相互作用をしたり、異なる起源に由来するゼロモード同士が相互

作用する可能性を意味する。後の節で、実際にゼロモードと共役モード間やゼロモー

ド同士の相互作用により物理量が影響を受けることを示す。

真空を決定するためには複雑なゼロモード方程式を解く必要がある。ここで最も

興味があるのはゼロモード間の相互作用である。そのため、本質を抽出するために、
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主要項のみ取り出す近似を行う。まず、式 (2.3.67)–(2.3.70)を見ると fθと hθ は奇関

数であり、fxと hxは偶関数である。そのため、係数 Eq. (3.5.6)の内ほとんどの項

が奇関数の積分となり消える。残る項は順不同で (θ, θ, x, x)の足を持つもののみで

ある。さらに、Lが回復長より長いとき hxは小さくなる。そのため、係数Dと E

は無視できるようになる。また、fxはソリトン中心まわりに局在するため、係数A

とBの寄与も小さいと考えてよい。すなわち、ハミルトニアンの中で主要な項はC

とC ′の項となる。3次の項は 4次の項に比べ無視できるほど小さい。そのため、最

終的にハミルトニアンは

ĤQP
u ≃ ĤQP

u,θ + ĤQP
u,x +3|Cθθxx|Q̂2

θP̂
2
x . (3.5.7)

となる。このハミルトニアンの最終項は大域的位相変換と並進対称性の破れに対する

ゼロモード間の相互作用項である。このハミルトニアン (3.5.7)を用いたゼロモード

方程式 (3.2.5)を用いて真空を計算する。このときの真空のQ表示を図 3.5.1に示す。
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Fig. 3.5.1: 基底状態のゼロモード波動関数の Q表示 |Ψ0(Qθ, Qx = 0)|2。実線はハミルトニアン
を 3.5.7の ĤQP

u としたときの結果で、破線はハミルトニアンを ĤQP
u,θ + ĤQP

u,x としたときの結果。た

だし、g = 1、L = 1000としている。

さらに、この真空を用いて量子座標の期待値を計算したものを図 3.5.1に示す。ゼ

ロモード間の相互作用の影響を示すため、式 (3.5.7)において相互作用項を含めたも
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のと、含めなかったものをそれぞれ計算した。これを見ると、相互作用項によりQθ

方向への広がりが抑制されていることが分かる。

続いて、ゼロモード演算子の分散∆Qiを相互作用 gの強さをパラメータとして計

算したものを図 3.5.2に示す。この結果は

∆Qθ ∼ g−0.092 (3.5.8)

∆Qx ∼ g−0.192 (3.5.9)

となる。すなわち、量子座標の揺らぎは gに対して減少する。

ソリトンのゼロモードは量子座標の揺らぎが小さいとき

ψ̂(x) = ξ(x)− iQ̂θξ(x) + Q̂x
dξ(x)

dx
+ · · ·

≃ ξ(x+ Q̂x)e
−iQ̂θ . (3.5.10)

と近似できることより、Q̂θ、Q̂xはそれぞれこの系の位相演算子とソリトン中心の

位置演算子と解釈出来る。そのため、相互作用 gが大きくなるにつれ∆Qx減少する

という結果は、ソリトンの位置揺らぎが相互作用が大きくなると減少することを意

味している。また、∆Qθは一様系のときとは異なり、相互作用 gに依存することを

示している。これは、位置のゼロモードと位相のゼロモード間の相互作用の影響で

あると解釈することが出来る。

次にゼロモード揺らぎのサイズ依存性について議論する。そのため、ここでは有

限の長さ Lを持つ系を考えよう。

∆Qiののサイズ依存性を図 3.5.3に示す。計算の結果、∆Qiは

∆Qθ ∼ L−0.440 (3.5.11)

∆Qx ∼ L0.115 (3.5.12)

となる。ここで、∆QxがLが大きくなるにつれて増大することに注意しよう。これ

はLが大きいとき、位置のゼロモードが系の物理量に影響を与えうることを示して

いる。

Lが増えるということは凝縮原子数Ncも増えるということであるため、凝縮体の

位相揺らぎ∆QθがL依存するというのは不思議ではない。対して、∆QxがサイズL

に依存するというのは議論が必要である。これは、回復長を超えた部分の情報はソ

リトンに影響を与えないということがGPレベルの解釈から知られているためであ
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Fig. 3.5.2: 標準偏差∆Qθ と∆Qx の g依存性。粒子数は N0 = 103、原子質量と相互作用定数は

m = g = 1とした。黒実線は ∆Qθ であり、グレーの実線は ∆Qx をハミルトニアン ĤQP
u の基底状

態で計算したもの。破線はと点線は∆Qθ と∆Qxをハミルトニアンを ĤQP
u,θ + ĤQP

u,x として計算した

もの。
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Fig. 3.5.3: 標準偏差∆Qθと∆Qxのサイズ依存性。原子質量と相互作用定数はm = g = 1となる。
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る。すなわち、∆Qxは系の端の情報に依らないということが予想される。実際、ソ

リトンのゼロモード fx(x)はソリトン中心に局在する形をしているため、ソリトン

のゼロモードはソリトンまわりの情報しか持ちえない。それではどこからソリトン

は系のサイズLの情報を得るのであろうか。ここで、ソリトンの共役モード (2.3.70)

は系全体に及んでいることを思い出そう。ソリトンの位置 Q̂xに共役な演算子 P̂xの

役割はソリトンの速度と関係すると予想できる。ソリトンに速度を与えるためには

ソリトンの位相の飛びを πより小さくする必要がある。位相の飛びを減らすために

は系全体に広がった関数が必要である。そのため、ソリトンの共役モードは系全体

に広がっているのである。IZMFにおいてゼロモードの真空はゼロモードだけでは

なく、共役モードにも依存する。すなわち、共役モードを通して、系のサイズがソ

リトンの量子揺らぎに影響し得るのである。
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動的不安定モードの解析

対称性が自発的に破れて真空が無限に縮退した場合、ゼロモードが現れる。しか

し、何らかの要因により対称性が明示的に破れた場合、厳密な意味でのゼロモード

は現れなくなる。この章では、「対称性が自発的に破れた系」に「その対称性を微小

に破る外部ポテンシャル」をかけて作られる「対称性が明示的に破れた系」のモー

ド解析を行うことにより、「対称性が自発的に破れた系」におけるゼロモードが「対

称性を明示的に破れた系」においてどのようなモードに変化するか調べる。この解

析により、対称性が明示的に破れた系におけるゼロモードの名残とゼロモードの間

にどのような関係があるか明らかにする。

4.1 設定

今回用いるハミルトニアンは冷却原子系のハミルトニアンに「対称性を微小に破

る外部ポテンシャル」Vbを加えたものを仮定する：

Ĥt,H = ĤH + εĤb,H , (4.1.1)

Ĥb,H =

∫

dxVb(x)ψ̂
†
H(x)ψ̂H(x). (4.1.2)

ここで、ある対称性がポテンシャルにより陽に破れていると仮定している一方で、

全ハミルトニアンの大域的位相変換対称であることに注意する 1。

1対称性を微小に破る項を

Ĥb,H = ϵ̄

∫

dx
[

ξ(x)ψ̂H(x) + ξ∗(x)ψ̂†
H(x)

]

, (4.1.3)

とすれば、大域的位相変換対称性を破るようにすることもできる。
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このハミルトニアンから導かれるGP方程式は
(

−∇2

2m
+ Vex(x) + εVb(x)− µε + g|ξε(x)|2

)

ξε(x) = 0, (4.1.4)

となる。このGP方程式を摂動的に解こう。秩序変数 ξεと化学ポテンシャル µεは両

者とも εの整数冪で展開できると仮定する

ξε(x) = ξ(0)(x) + εξ(1)(x) + · · · , (4.1.5)

µε = µ(0) + εµ(1) + · · · . (4.1.6)

0次の解は、「対称性が自発的に破れている系」の秩序変数と化学ポテンシャルであ

る。1次の解 ξ(1), µ(1)は
(

−∇2

2m
+V (x)−µ(0)+2g|ξ(0)(x)|2

)

ξ(1)(x) + gξ(0)2(x)ξ(1)∗(x) = (µ(1) − Vb(x))ξ
(0)(x),

(4.1.7)

を解けば求まる。

このように秩序変数と化学ポテンシャルが摂動ポテンシャルにより変更を受けた

ことにより、Bogoliubov行列は Tε = T (0) + εT (1) + · · · ここで、T (0), T (1)は

T (0) =

(

L(0) M(0)

−M(0)∗ −L(0)

)

, T (1) =

(

L(1) M(1)

−M(1)∗ −L(1)

)

, (4.1.8)

L(0) = − 1

2m
∇2 − µ(0) + 2g|ξ(0)(x)|2, (4.1.9)

L(1) = −µ(1) + V (x) + 2g(ξ(0)(x)ξ(1)∗(x) + ξ(0)∗(x)ξ(1)(x)), (4.1.10)

M(0) = gξ(0)2(x), (4.1.11)

M(1) = 2gξ(0)(x)ξ(1)(x), (4.1.12)

である。それに伴い Bogoliubov方程式の固有値・固有関数も εに依存するように

なる：

Tεy
ε
n(x) = ωε

ny
ε
n(x). (4.1.13)

以下Bogoliubov方程式を解き固有値、固有関数を求める。
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4.2 励起モードに対するBogoliubov方程式の摂動論

この小節では励起モードの Bogoliubov方程式の摂動展開を論文 [40]に基づき行

う。励起モードは εに関してTaylor展開可能と仮定する：

yε
n(x) = y

(0)
n (x) + εy(1)

n (x) + · · · . (4.2.1)

ただし、ここでは縮退はないものとした 2。このとき、Bogoliubov方程式の 1次の

固有関数は

(T (0) − ω(0)
n )y(1)

n (x) + (T (1) − ω(1)
n )y(0)

n (x) = 0, (4.2.2)

となる。両辺 ym(x)σ3を左から掛けて xについて積分すると

(ω(0)
m − ω(0)

n )(y(0)
m ,y(1)

n ) + (y(0)
m , T (1)y(0)

n )− ω(1)
n (y(0)

m ,y(0)
n ) = 0, (4.2.3)

となる。ここで、m = nとすると

ω(1)
n = (y(0)

n , T (1)y(0)
n ), (4.2.4)

m ̸= nとすると

(y(0)
m ,y(1)

n ) =
y
(0)
m , T (1)y

(0)
n

ω
(0)
n − ω

(0)
m

, (4.2.5)

となる。したがって、y(1)
n (x)は

y(1)
n (x) =

∑

m ̸=n

(y
(0)
m , T (1)y

(0)
n )

ω
(0)
n − ω

(0)
m

y(0)
m (x) + c(1)n y

(0)
n , (4.2.6)

と求めることができる。これは内積の計量が不定形量であることを除き通常の量子

力学の摂動論の公式と一致する。

2論文 [40]では縮退がある場合についても扱っている。この議論を通して、0次で正ノルムに属す

る固有関数 yn(x)と負ノルムに属する固有関数 zm(x)が縮退することが複素固有値（Re[ω] ̸= 0）出

現の必要条件であることを導いている。本論文で注目しているのは [40]で扱っていないゼロモード

部分のため、縮退がある場合の議論については省略する。
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4.3 ゼロモードに対するBogoliubov方程式の摂動論

ゼロモードに対するBogoliubov方程式は

Tεy
ε
0(x) = δωε

0y
ε
0(x), (4.3.1)

である。ここで、「対称性が自発的に破れた系」ではゼロモードと共役モードが対と

なることを思い出そう。共役モードはBogoliubov方程式の固有関数でないため、両

者が満たす方程式は異なる。これに対して、「対称性が明示的に破れた系」では（他

のゼロモードを除いて）全てBogoliubov方程式に従う。励起モードに対して行った

通常の摂動展開ではこのような急激な変化を記述することは出来ないため、前節の

ような議論をゼロモードに適応することは出来ない。

ここでは縮退のある場合の摂動論に倣いモードを δyε
0(x)を 0次の Bogoliubov完

全系で展開する：

yε
0(x) =

∑

i=z.m.

{

Cε
i y0,i(x) +Dε

iy−1,i(x)
}

+
∑

n=ex.

{Aε
nyn(x) + Bε

nzn(x)} . (4.3.2)

これをBogoliubov方程式に代入し、{y0,i,y−1,i,yn, zn}で射影すると

(y0,i, δTεy
ε
0) = δωε

0D
ε
i , (4.3.3)

IiD
ε
i + (y−1,i, δTεy

ε
0) = δωε

0C
ε
i , (4.3.4)

ωnA
ε
n + (yn, δTεy

ε
0) = δωε

0A
ε
n, (4.3.5)

−ωnB
ε
n + (zn, δTεy

ε
0) = δωε

0B
ε
n, (4.3.6)

となる。ただし、δTε = Tε − T (0)である。

(4.3.5)、(4.3.6)を

Aε
n =

(yn, δTεy
ε
0)

δωε
0 − ωn

, (4.3.7)

Bε
n =

(zn, δTεy
ε
0)

δωε
0 + ωn

, (4.3.8)

と書き換える。式 (4.3.2)においてCε
i が主要項であることを考慮すると、A

ε
n, B

ε
nの

リーディング項は

Aε
n = εCε

i

(yn, T
(1)yε

0)

δωε
0 − ωn

+ · · · , (4.3.9)

Bε
n = εCε

i

(yn, T
(1)yε

0)

δωε
0 + ωn

+ · · · , (4.3.10)
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であることが分かる。対して、Dε
i は (4.3.3)より、

Dε
n =

(y0,i, δTεy
ε
0)

δωε
0

=
εCε

i

δωε
0

(y0,i, T
(1)yε

0) + · · · , (4.3.11)

となる。これより、Aε
n, B

ε
nはCε

i , D
ε
i に対し無視できるオーダーであることが分かる。

次に、Cε
i , D

ε
i に対する永年方程式を導こう。Y

(ij)
n,m = (yn,i, T

(1)ym,j)と表記し、

(4.3.4)、(4.3.3)中の内積部分を展開すると、

(y0,i, δTεy
ε
0) =

∑

j

{

Cε
jY

(ji)
0,0 +Dε

jY
(ji)
0,−1

}

+O(ε), (4.3.12)

(y−1,i, δTεy
ε
0) =

∑

j

{

Cε
jY

(ji)
−1,0 +Dε

jY
(ji)
−1,−1

}

+O(ε), (4.3.13)

となる。これを (4.3.4)、(4.3.3)に代入し、まとめるとCε
i , D

ε
i を決定する永年方程式

を導くことができる：

∑

j

{

Cε
jY

(ji)
0,0 +Dε

jY
(ji)
0,−1

}

= δωε
0D

ε
i , (4.3.14)

∑

j

{

Cε
jY

(ji)
−1,0 +Dε

j(Ijδji + Y
(ji)
−1,−1)

}

= δωε
0C

ε
i . (4.3.15)

この節を締める前に、永年方程式中に現れる内積である Y
(ij)
n,m の対称性についてコ

メントしておく。T (1)はBogoliubov行列と同じ対称性

σ1T
(1)σ1 = −T (1),∗ , σ3T

(1)σ3 = T (1),†,　 (4.3.16)

を持つため、Y (ij)
n,m は

Y
(ij)
0,0 = Y

(ij)∗
0,0 = Y

(ji)
0,0 , (4.3.17)

Y
(ij)
−1,0 = −Y (ij)∗

−1,0 = −Y (ji)
0,−1, (4.3.18)

Y
(ij)
−1,−1 = Y

(ij)∗
−1,−1 = Y

(ji)
−1,−1, (4.3.19)

という対称性が現れる。これは、Y (ij)
0,0 , Y

(ij)
−1,−1は実数, Y

(ij)
−1,0は純虚数であることを示

している。

特に、大域的位相変換対称性に関するゼロモードと任意のゼロモードの内積が
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Y
(θi)
0,0 = 0となることが示せる：

Y
(θi)
0,0 =

∫

dx
(

ξ(0) −ξ(0)∗
)

σ3T
(1)

(

fi

−f ∗
i

)

　　　　　　　　　　　　　

　 =

∫

dx
[

(−µ(0) + δV )(ξ(0)∗fi + ξ(0)f ∗
i ) + 2g(ξ(0)∗2ξ(1)fi + ξ(0)2ξ(1)∗f ∗

i )
]

　　　　　　　　　　　　

=

∫

dx
[

fi(−µ(0) + δV + 2gξ(0)∗ξ(1))ξ(0)∗ + f ∗
i (−µ(0) + δV + 2gξ(0)ξ(1)∗)ξ(0)

]

　　

　 =

∫

dx
[

fi(−L(0)ξ(1)∗ −M(0)∗ξ(1)(x) + 2M(0)∗ξ(1))

　 + f ∗
i (−L(0)ξ(1) −M(0)ξ(1)∗(x) + 2M(0)ξ(1)∗)

]

= −
∫

dx
[{

fiL(0) − f ∗
i M(0)

}

ξ(1)∗ +
{

f ∗
i L(0) − f ∗

i M(0)∗
}

ξ(1)
]

　　　

= −
∫

dx
[

ξ(1)∗
{

L(0)fi −M(0)f ∗
i

}

+ ξ(1)
{

L(0)f ∗
i −M(0)∗f ∗

i

}]

= 0, (4.3.20)

式変形の途中では摂動 1次のGP方程式を用いている。

4.4 1次元ソリトン系に対する永年方程式の解

この節では 1次元一様なソリトン系（大域的位相変換対称性＋並進対称性の自発的

破れ）を対象に、その並進のゼロモードがどのように推移するか見ていく。1次元一

様なソリトン系のゼロモード、共役モードと規格化因子は (2.3.67)-(2.3.71)である。

この系において、永年方程式は














Y
(θθ)
−1,0 − δωε

0 Iθ + Y
(θθ)
−1,−1 Y

(θx)
−1,0 Y

(θx)
−1,−1

Y
(θθ)
0,0 Y

(θθ)
0,−1 − δωε

0 Y
(θx)
0,0 Y

(θx)
0,−1

Y
(xθ)
−1,0 Y

(xθ)
−1,−1 Y

(xx)
−1,0 − δωε

0 Ix + Y
(xx)
−1,−1

Y
(xθ)
0,0 Y

(xθ)
0,−1 Y

(xx)
0,0 Y

(xx)
0,−1 − δωε

0





























Cθ

Dθ

Cx

Dx















= 0, (4.4.1)

となる。ここで、対称性より、θの自由度は分離可能。
(

εY
(xx)
−1,0 Ix+εY

(xx)
−1,−1

εY
(xx)
0,0 εY

(xx)
0,−1

)(

Cε
x

Dε
x

)

=δωε
0,x

(

Cε
x

Dε
x

)

+O(ε). (4.4.2)
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となる。この解は、

δωε
0,x = ±

√

εIxY
(xx)
0,0 +O(ε). (4.4.3)

である。この結果はゼロモードに対称性を陽に破る摂動を加えた場合、陽に破られ

た対称性に対応するゼロモードは「実モード対」もしくは「純虚数モード対」に推

移することを意味している。特に、ゼロモードから複素モードである「純虚数モー

ド対」が現れる可能性の示唆は重要である。この機構は、従来の複素固有値出現の

機構であるBogoliubov方程式の正ノルムのモードと負ノルムのモードの縮退 [40]を

必要としない。つまり、新たな複素固有値出現の機構をゼロモードが与えているこ

とになる。この純虚数という制限はモードの数が摂動ポテンシャルにより変わらな

いことからの帰結である。すなわち、ゼロモード部分の退化に関係したモードはゼ

ロモードと共役モードの対であるため、複素モードは 2つの対でのみ存在する純虚

数モードとなったと結論される。

固有関数は、実モードの場合

zε0,x =
1√
2

{

−
∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

− 1

2

y0,x +

∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

1

2

y−1,x

}

+O(ε), (4.4.4)

yε
0,x =

1√
2

{

∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

− 1

2

y0,x +

∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

1

2

y−1,x

}

+O(ε), (4.4.5)

であり、複素モードの場合

Y ε
0,x =

1√
2

{

i

∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

− 1

2

y0,x +

∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

1

2

y−1,x

}

+O(ε), (4.4.6)

Zε
0,x =

1√
2

{

∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

− 1

2

y0,x + i

∣

∣

∣

∣

δωε
0,x

Ix

∣

∣

∣

∣

1

2

y−1,x

}

+O(ε), (4.4.7)

となる。

ゼロモードの係数はO
(

ε−1/4
)

である。したがって、その概形はゼロモードに近い

形である。固有モードは ε = 0とした場合、発散することに注意しておく。この発

散性は、ゼロモードの特異性を反映して必然的に現れるものである。

ここで、ゼロモード由来の純虚数モードが、凝縮体のどのような変化を増大させ

るか考えよう。ゼロモードの名残であるモードの形がほとんどゼロモードであると
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いうことより

ψε(x, t) = ξ(x) + δψε(x, t)

≃ ξ(x) + δ′
dξ(x)

dx
e|Im[δωε

0,x]|t

≃ ξ
(

x+ δ′ e|Im[δωε
0,x]|t
)

. (4.4.8)

とすることが出来る。ここで、δ′は凝縮体への変位により決まるパラメータである。

これは、ゼロモード由来の純虚数モードは凝縮体の微小並進を増大させるように働

くことを示している。

また、ダークソリトン系では規格化定数 Ixが負となるため、ゼロモード由来の実

モードは anomalousモードとなる。これは、ダークソリトン由来のゼロモードは少

しでもポテンシャルが入ると不安定モードに変化することを意味する。この事実は

様々な先行研究で示されている [47]。

4.4.1 具体例１ : Oscillating type potential

ここでは解析的に解ける例を見る。実パラメータ kを持つ、次のようなポテンシャ

ルを考えよう：

δVk(x) = gnc
sin(αkx)

tanh(αx)

(

−3 tanh2(αx) + 1− k2

2

)

, (4.4.9)

このポテンシャルにおいて、1次のGP方程式は厳密に解くことができる

ξ(1)(x) =
√
nc sin(αkx), µ(1) = 0. (4.4.10)

そのため、Y (xx)
0,0 の解析的な表式も

Y
(xx)
0,0 = 2gnc

∫

ds(1− tanh2(s))2
sin(ks)

tanh(s)

{

3 tanh2(s) + 1− k2

2

}

, (4.4.11)

と求まる。ただし、s = αxとしている。固有値はIxとY
(xx)
0,0 の積の符号で決まっている

ため、この値の正負が固有値が実か純虚数かを決める。kc = 1.73 · · · でY
(xx)
0,0 (kc) = 0

となることがわかるため、この値を境に固有値は実から純虚数に変わる.



4.4. 1次元ソリトン系に対する永年方程式の解 59
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Fig. 4.4.1: gnc = 1としたときの振動型ポテンシャル δVk(x)の概形。青破線が k = 1.0、赤実線

が k = 1.73、緑一点鎖線が k = 2.0を示す。

4.4.2 具体例２：ガウス関数型摂動ポテンシャル

原点（ソリトン中心）にガウス型ポテンシャル

δVη =
gnc√
π
η exp(−η2(κx)2) (4.4.12)

がかかった系を考えよう。ここで、ηは実パラメータである。

ポテンシャルは η → ∞の極限でデルタ関数型 δV∞ = gncδ(κx)となる。この極限

においてGP方程式は

ξε(x) =
√
nc tanh (κx) , (4.4.13)

µε = gnc. (4.4.14)

と解析的に解ける。すなわち、ξ(1)(x) = 0、µ(1) = 0である。固有値は

δωε
0,x = ±iε 1

2

gnc√
2
. (4.4.15)

である。ここで、g > 0よりこの場合に固有値は純虚数となる。

ηが一般の場合は解析的に解くことが出来ないので、数値的に δωε
0,xを求める。手

順としては以下の通り：

• 適当な値に ηを設定する。
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Fig. 4.4.2: 摂動ポテンシャルを振動型 (4.4.9)としたときの固有値 δωε
0,x。微小パラメータは ε = 0.01

としている。実線は公式 (4.4.3)を用いて計算した結果である。赤実線は gnc = 1とした結果で、青実

線は gnc = 2としている。プロットはBogoliubov方程式を直接解いた場合の複素固有値である。ダイ

アモンドプロットは gnc = 1とした結果で、三角形のプロットは gnc = 2としている。kc = 1.73 · · ·
は実固有値と純虚数固有値が入れ替わるパラメータである。
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• GP方程式を解き ξ(1)、µ(1)を求める。

• 公式 (4.4.3)に代入し、δωε
0,xを求める。

このようにして求めた δωε
0,xと、公式を用いず直接Bogoliubov方程式を解いた結果

を図 4.4.3に示す。
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Fig. 4.4.3: 摂動ポテンシャルをガウス型 δVη = gncη/
√
π exp(−η2(κx)2) としたときの固有値

δωε
0,x。微小パラメータは ε = 0.01としている。実線は公式 (4.4.3)を用いて計算した結果である。赤

実線は gnc = 1とした結果で、青実線は gnc = 2としている。プロットは Bogoliubov方程式を直接

解いた場合の複素固有値である。ダイアモンドプロットは gnc = 1とした結果で、三角形のプロッ

トは gnc = 2としている。破線は η → ∞としたとき、すなわち、ポテンシャルをデルタ関数型にし
たときの値である。これは gnc = 1に対しては 0.0707 · · · であり、gnc = 2に対しては 0.1414 · · · と
なる。

図は時間発展させたときのスナップショットである。初期のソリトン解を微小に左

にずらしたものを用意すると、そのズレが時間とともに増大することが見て取れる。
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Fig. 4.4.4: パラメータを gnc = 2、η = 5.0、ε = 0.01としたガウス型ポテンシャル δVη（緑実線）

中でのソリトンの TDGP方程式による時間発展のスナップショット。青破線は初期のソリトンであ

り、微小に左にソリトン中心をずらしたものである。赤実線は時間発展後のソリトンを示している。
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本論文では中性原子の BECを対象として、ゼロモードが物理に及ぼす影響を見

た。ここでは、これらの研究成果と今後の課題を述べる。

第 2章ではまず、場の量子論の基本概念のまとめを行った。その後、冷却原子系

の模型を用いて一様 BEC系の導入を行った。非摂動ハミルトニアンを対角化する

Bogoliubov変換を行ったが、この変換は k = 0の長波長モードであるゼロモードを

取り扱うことが出来ない。そこで、Bogoliubov近似と呼ばれるゼロモードを無視す

る近似が行われることを見た。後半は、ゼロモードを含めて記述する非摂動ハミル

トニアンを対角化するLewenstein-Youの方法を導入した。しかし、この方法はゼロ

モードを取り込んだ形式であるが、ゼロモードの真空を明確に定義する基準を持た

ないことを見た。

第 3章では、この問題を回避するための処方箋として IZMFを提案し、ゼロモー

ドの量子揺らぎについて議論を行った。IZMFでは、場の 2次まででなくゼロモード

演算子の高次の項を取り込んだものを非摂動ハミルトニアンと再定義する。この非

摂動ハミルトニアンの基底状態は束縛状態となるため、その基底状態が物理量の発

散を引き起こすことはない。そのため、この基底状態を自然な真空と定義すること

が可能である。ここでは、この真空を用いて一様BEC系、トラップ系、ソリトンの

ある非一様系それぞれに対してゼロモードが与える量子揺らぎを評価した。その結

果、凝縮体の位相揺らぎやソリトンの位置の揺らぎを評価することが可能となった。

また、この手法はゼロモード間の相互作用が自然に含まれる形式であるため、ゼロ

モードが間の相互作用の影響も明らかにすることが出来た。

第 4章では、対称性を陽に破るような摂動を加えたときのゼロモードの名残で

あるモードの振る舞いについて議論した。これを行うため、ゼロモードに対する

Bogoliubov方程式の摂動論を定式化した。Bogoliubov方程式のゼロモード部分に対

してはゼロモードの特異性から通常の摂動展開が不可能である。これはゼロモード

と共役モードは必ず対として存在するため、ε → 0の極限でゼロモードとなるモー
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ドには共役モードが伴わなければならないことから理解できる。そこでゼロモード

の変位を 0次のBdG完全系で展開し、その各係数に対する永年方程式を解くという

手法をとった。その結果、ゼロモードは O(ε1/2)の励起エネルギーを持つ励起モー

ド対か純虚数モード対になることを見た。固有関数はゼロモードは赤外発散由来の

特異な性質を反映し、ゼロモードのO(ε−1/4)となる。特に、ソリトンの存在により

並進対称性が自発的に破れた系を考えた場合、このゼロモードの名残であるモード

は anomalousモードか純虚数モードになることを見た。この章の後半では具体的な

摂動ポテンシャルを用いてこの事実を確認した。

本論文では、ゼロモードが物理に与える影響やゼロモードの役割を見た。今後の

課題としてはまず、3章で与えた新たな非摂動ハミルトニアンから定義した真空の

直交性を調べることが挙げられる。2章で見たように、一様系における場の量子論で

の真空は互いに直交する。3章で与えた真空が非一様系においてもこの性質を持つ

かどうか調べることは重要である。また、本論文の範囲内ではゼロモードの真空し

か議論しなかったが、ゼロモード方程式を解くと励起状態が出てくる。そこで、こ

の励起状態が観測量に与える影響について議論する必要がある。この一部は [57]に

まとめている。また、4章で行った定式化は次元、成分、破れた対称性の種類に依

らない。そのため、2次元以上の系、多成分系、並進以外の対称性の破れた系につ

いても同様の機構による複素固有値が出現する可能性が存在する。この可能性を探

ることも今後の課題である。
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の証明

A.1 証明の準備

A.1.1 変換の生成子

ここでは変換の生成子 ĜHを与えられたラグランジアンから構成する方法につい

て議論する。

一旦古典場に戻る。ある古典場の微小変換

ψ(x, t) → ψ′(x, t) = ψ(x, t) + ηδψ(x, t) (A.1.1)

がラグランジアン密度を

L[ψ(x, t)] → L[ψ′(x, t)] + ηδL(x, t) (A.1.2)

を誘起するとする。

このとき、

ηδL(x, t) = L[ψ(x, t) + ηδψ(x, t)]− L[ψ(x, t)] ,

= η∂µ
∂L

∂(∂µψ)
δψ , (A.1.3)

すなわち、

δL(x, t) = ∂µ
∂L

∂(∂µψ)
δψ ≡ ∂µNµ , (A.1.4)

である。

ここで、ラグランジアン密度が場の微小変換 (A.1.1)に対して不変であったとす

る。このとき、δL = 0より

∂µNµ = 0 , (A.1.5)
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となる。これは、ある種の電荷保存則を表している。そのため、Nµはネーター電流

と呼ばれる。

ネーター電流の第 0成分に注目する。これは定義より

N0(x, t) =
∂L

∂(∂0ψ)
δψ(x, t) = π(x, t)δψ(x, t) , (A.1.6)

と書くことが出来る。ただし、π(x, t)は ψ(x, t)の正準共役な場である。このN0を

空間積分したものをG(t)と書く

G(t) =

∫

dxN0(x, t) , (A.1.7)

G(t)と ψの Poisson括弧を取ると

{ψ,G(t)} = δψ , (A.1.8)

となる。すなわち、ネーター電流の第 0成分の空間積分G(t)は変換の生成子である。

これを量子化すると

[

ψ̂H(x, t), ĜH(t)
]

= iℏδψ̂H(x, t) , (A.1.9)

となる。つまり、変換の生成子 ĜH(t)はネーター電流の第 0成分を用いて

ĜH(t) =

∫

dx′N̂0,H(x
′), (A.1.10)

と書くことが出来る。

A.1.2 スペクトル表示

空間的に一様な場に対する相関関数

⟨

0
∣

∣ÂH(x, t)B̂H(x
′, t′)

∣

∣0
⟩

(A.1.11)

のスペクトル表示を導入する。ここで、ÂH, B̂Hはスカラー場であるとする。この場

は時間・空間的に一様な系なので

ÂH(x, t) = exp

(

− iP̂ Hx

ℏ
+
iĤHt

ℏ

)

ÂH(0, 0) exp

(

iP̂ Hx

ℏ
− iĤHt

ℏ

)

(A.1.12)
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と書ける。相関関数に代入すると

⟨

0
∣

∣ÂH(x, t)B̂H(x
′, t′)

∣

∣0
⟩

=
⟨

0
∣

∣ÂH(0, 0) exp

(

iP̂ H(x− x′)

ℏ
− iĤH(t− t′)

ℏ

)

B̂H(0, 0)
∣

∣0
⟩

=
∑

k

∑

ω>0

eik·(x−x
′)−iω(t−t′)

⟨

0
∣

∣ÂH(0, 0)
∣

∣k, ω
⟩⟨

k, ω
∣

∣B̂H(0, 0)
∣

∣0
⟩

(A.1.13)

となる。ただし、2つめの=では P̂ Hと ĤHの同時固有状態

P̂ H

∣

∣k, ω
⟩

= ℏk
∣

∣k, ω
⟩

, (A.1.14)

ĤH

∣

∣k, ω
⟩

= ℏω
∣

∣k, ω
⟩

, (A.1.15)

で作った 1の分解

∑

k

∑

ω>0

∣

∣k, ω
⟩⟨

k, ω
∣

∣ = 1, (A.1.16)

を挿入した。

ここで、スペクトル関数 σ(+)(k, ω)を

⟨

0
∣

∣ÂH(0, 0)
∣

∣k, ω
⟩⟨

k, ω
∣

∣B̂H(0, 0)
∣

∣0
⟩

≡ 1

V
σ(+)(k, ω)θ(ω) (A.1.17)

と定義すると

⟨

0
∣

∣ÂH(x, t)B̂H(x
′, t′)

∣

∣0
⟩

=
1

V

∑

k

∑

ω

eik·(x−x
′)−iω(t−t′)σ(+)(k, ω)θ(ω)　

(A.1.18)

と書くことが出来る。これを相関関数のスペクトル表示と呼ぶ。

また、相関関数
⟨

0
∣

∣B̂H(x
′, t′)ÂH(x, t)

∣

∣0
⟩

も同様の議論により

⟨

0
∣

∣B̂H(x
′, t′)ÂH(x, t)

∣

∣0
⟩

=
∑

k

∑

ω>0

eik·(x
′−x)−iω(t′−t)

⟨

0
∣

∣B̂H(0, 0)
∣

∣k, ω
⟩⟨

k, ω
∣

∣ÂH(0, 0)
∣

∣0
⟩

=
∑

k

∑

ω>0

eik·(x−x
′)+iω(t−t′)

⟨

0
∣

∣B̂H(0, 0)
∣

∣−k, ω
⟩⟨

−k, ω
∣

∣ÂH(0, 0)
∣

∣0
⟩

≡ 1

V

∑

k

∑

ω

eik·(x−x
′)+iω(t−t′)σ(−)(k, ω)θ(ω) (A.1.19)



68 付 録A 南部-Goldstoneの定理の証明

と出来る。ただし、スペクトル関数 σ(−)(k, ω)を

⟨

0
∣

∣B̂H(0, 0)
∣

∣−k, ω
⟩⟨

−k, ω
∣

∣ÂH(0, 0)
∣

∣0
⟩

≡ 1

V
σ(−)(k, ω)θ(ω) (A.1.20)

と定義した。

A.2 南部-Goldstone交換関係を用いた証明

秩序変数を持つための必要条件を考える。秩序変数を

⟨

0(θ)
∣

∣δÂα,H

∣

∣0(θ)
⟩

≡ ivα ̸= 0 (A.2.1)

とおく。

一般に変換の生成子は時間に依存する。しかし、ここでは ĜHは時間に依存しな

いものと要請する 1。

南部-Goldstone交換関係は

δÂα,H = i

∫

dx′
[

Âα,H , N̂0,H(x
′)
]

, (A.2.2)

この真空期待値を取ると

iv =
⟨

0(θ)
∣

∣δÂα,H

∣

∣0(θ)
⟩

= i

∫

dx′
⟨

0(θ)
∣

∣

[

Âα,H , N̂0,H(x
′)
]

∣

∣0(θ)
⟩

, (A.2.3)

となる。右辺の被積分関数をスペクトル表示すると

⟨

0(θ)
∣

∣

[

Âα,H , N̂0,H(x
′)
]

∣

∣0(θ)
⟩

=
1

V

∑

ω,k

eik·(x−x
′)
{

e−iω(t−t′)σ(+)(k, ω)− eiω(t−t′)σ(−)(k, ω)
}

θ(ω)

=
1

V

∑

ω,k

∫

dk0e
ik(x−x′)

{

δ(k0 − ω)θ(k0)σ
(+)(k, ω)− δ(k0 + ω)θ(−k0)σ(−)(k, ω)

}

(A.2.4)

1時間に依存する場合、このここでの議論は必ずしも成立しない。例えば、クーロン力などの長距

離力が含まれる場合はここでの議論が適応できない。
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となる。ただし、k(x− x′) = k · (x− x′)− ω(t− t′)とした。両辺 x′について積分

すると
∫

dx′
⟨

0(θ)
∣

∣

[

Âα,H , N̂0,H(x
′)
]

∣

∣0(θ)
⟩

=
∑

ω

∫

dk0e
−ik0(t−t′)

{

δ(k0 − ω)θ(k0)σ
(+)(0, ω)− δ(k0 + ω)θ(−k0)σ(−)(0, ω)

}

,

(A.2.5)

となる。ここで、左辺は時間 t′ に依らないので、スペクトル関数はデルタ関数型

σ(±)(0, ω) = c(±)δ(ω)である。これらを合わせると

iv =
⟨

0(θ)
∣

∣δÂα,H

∣

∣0(θ)
⟩

= i
c(+) − c(−)

2
̸= 0 , (A.2.6)

となる。今、この値は 0でないとしているため、c(+) ̸= c(−)でなければならない。

これはスペクトル関数 σ(±)(0, ω)のどちらかは少なくとも δ(ω)であることを意味す

る。すなわち、必ず k = 0で ω = 0に極が現れる。これより、長波長でエネルギー

0の素励起が存在することが示される。

A.3 Ward-高橋恒等式を用いた証明

ここでは南部-Goldstoneの定理の証明の一つであるWard-高橋恒等式を用いた証

明を示す。

A.3.1 Ward-高橋恒等式

次のような変換の生成子 ĜHと場の演算子 ÂHで構成される因果相関関数

⟨⟨

0
∣

∣T
[

ĜH(t)ÂH(x1, t1) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0
⟩⟩

(A.3.1)
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を考える。この関数を時間 tについて微分すると

∂

∂t

⟨⟨

0
∣

∣T
[

ĜH(t)ÂH(x1, t1) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0
⟩⟩

=
n
∑

i=1

δ(t− ti)
⟨⟨

0
∣

∣T
[

ÂH(x1, t1) · · · [ĜH(t), ÂH(xi, ti)] · · ·ψH(xn, tn)
]

∣

∣0
⟩⟩

+
⟨⟨

0
∣

∣T

[(

d

dt
ĜH(t)

)

ÂH(x1, t1) · · · ÂH(xn, tn)

]

∣

∣0
⟩⟩

= −i
n
∑

i=1

δ(t− ti)
⟨⟨

0
∣

∣T
[

ÂH(x1, t1) · · · δÂH(x, ti) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0
⟩⟩

+

∫

dx
⟨⟨

0
∣

∣T
[

δL̂H(x, t)ÂH(x1, t1) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0
⟩⟩

(A.3.2)

となる。ただし、最初の=では dθ(t)/dt = δ(t)を、2つ目の=では南部-Goldstone交

換関係と
∫

dxδL̂H =

∫

dx

[

∂

∂t
N̂ 0

H + divN̂H

]

=
d

dt

∫

dxN̂ 0
H =

d

dt
ĜH (A.3.3)

を用いた。この式の両辺を tについて積分すると

i
n
∑

i=1

⟨⟨

0
∣

∣T
[

ÂH(x1, t1) · · · δÂH(x, ti) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0
⟩⟩

=

∫

dxdt
⟨⟨

0
∣

∣T
[

δL̂H(x, t)ÂH(x1, t1) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0
⟩⟩

(A.3.4)

となる。この式はWard-高橋恒等式と呼ばれる場の理論の基本式である。

A.3.2 縮退した真空に対するWard-高橋恒等式

この節では、ラグランジアンがG−変換に対して不変 (δL̂H = 0)かつ、真空がこ

の対称性を自発的に破っている状況におけるWard-高橋恒等式を示す。

真空が縮退している場合は上記の議論がそのままでは使用できない。これは、divN

の積分の境界を無視できなくなることによる。この様な状況に対応するためには、

G−変換対称性を微小に破る項 Ξ̂H(x; θ̄) (δΞ̂H(x; θ̄) ̸= 0)を加えたラグランジアン

L̂H → L̂tot,H = L̂H + εΞ̂H(x; θ̄) (A.3.5)

を考え 2、一旦真空の縮退を解いてから
∣

∣0(θ)
⟩

→
∣

∣0(θ̄)
⟩

(A.3.6)

2対称性を微小に破る項は、ラグランジアンの持つ対称性を破るものであれば良い。
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前節と同様の議論を行えばよい。ただし、計算の最後で ε→ 0を取ることでラグラ

ンジアンの対称性を回復する必要がある。

この状況において

δL̂tot,H = εδΞ̂H(x; θ̄) (A.3.7)

であるため、Ward-高橋恒等式は

i
n
∑

i=1

⟨

0, θ̄
∣

∣T
[

ÂH(x1, t1) · · · δÂH(x, ti) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0, θ̄
⟩

=

∫

dxdt
⟨

0, θ̄
∣

∣T
[

εδΞ̂H(x; θ̄)ÂH(x1, t1) · · · ÂH(xn, tn)
]

∣

∣0, θ̄
⟩

(A.3.8)

となる。

A.3.3 南部-Goldstoneの定理の証明

この節では、Ward-高橋恒等式を用いて南部-Goldstoneの定理を示す。

n = 1のWard-高橋恒等式

i
⟨

0, θ̄
∣

∣δÂH(x, t)
∣

∣0, θ̄
⟩

=

∫

dx′dt′
⟨

0, θ̄
∣

∣T
[

εδΞ̂H(x
′, t′; θ̄)ÂH(x, t)

]

∣

∣0, θ̄
⟩

(A.3.9)

を考える。左辺は秩序変数である。右辺を Fourier展開すると

v = − lim
ε→0

ε

∫

dx′
⟨

0(θ̄)
∣

∣T[δΞ̂H(x
′)ÂH(x)]

∣

∣0(θ̄)
⟩

= − lim
ε→0

ε

∫

dx′
∫

dkeik
µ(x′−x)µ

∫

dκ
ρ(k, κ)

k20 − κ2 + iη

= lim
ε→0

ε

∫

dκ
ρ(0, κ)

κ2 − iη
(A.3.10)

となる。これより、Ward-高橋恒等式が ε → 0極限でも満たされるためには κが Z

を定数として

κ2 = Zε (A.3.11)

かつ、この点でスペクトル関数が

lim
ε→0

ρ(0, κ =
√
Zε) = ρ(0, 0) ̸= 0 (A.3.12)

となる必要がある。これより、長波長でエネルギー 0の素励起が存在することが示

される。これが、Ward-高橋恒等式を用いた南部-Goldstoneの定理の証明である。
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