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第１章

　1905年にアインシュタインによって提唱された特殊相対性理論はニュートン力学とマックスウェ

ル電磁気学との矛盾を解決することに成功した．それとともに，それ以前の絶対空間・絶対時間

の概念をくつがえし，物体の運動はすべて相対的なものであるとした．アインシュクインは1916

年にさらに理論を拡張して一般相対性理論を発表した．一般相対性理論は重力の理論であり，遠

隔作用として働くニュートン重力とは全く異なった描像を与えている．一般相対性理論によると

時空は質量やエネルギーなどによって歪められ，リーマン幾何学を用いて記述される．そして重

力はその歪んだ時空そのものが担うのである．一般相対性理論の効果は極めて重力の強い時空で

なければ顕著に現れない．そのために地球上ではその効果が非常に小さく，理論の正当性を確か

めるには宇宙や天体を“実験室"，‘‘実験対象"とする必要があった．アインシュタインは太陽系と

いう“実験室"で水星の近日点移動のずれを一般相対性理論の効果で完全に説明し，また重力によ

る光の屈折などを予言した．後にそれらが観測により確かめられ，さらにその他多くの実証によ

り，現在では一般相対性理論は広く認められている．

　一般相対性理論によれば時空の歪みはアインシュタイン方程式によって記述される．アインシュ

タイン方程式はニュートン重力理論の重力ポテンシャルに関するポアッソン方程式に対応してお

り，一般に複雑な非線形連立偏微分方程式である．アインシュタイン自身その複雑さゆえになか

なか解は見つからないだろうと考えていた．ところが最初の解の発見は以外にも理論の発表の翌

年になされた．シュワルツシルトが静的球対称な時空において真空な場を仮定して解を求めたの

である．それは回転のない球対称な星の外部の真空な時空を表しているが，後にブラックホール

という特殊な天体を記述する解にもなっていることがわかった．

　ブラックホールは星が自分の重力を支えることができず，崩壊して特異点につぶれた天体であ

り，星の最終的な姿のひとつと考えられている．その重力場は極めて強く，光でさえも脱出できな

い領域が現れる．これがブラックホールという名前の由来である．現在までにブラックホールの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　３
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存在を確認したという決定的は証拠はないが，観測的には，白鳥座X-1はブラックホールに間違

いないだろうと考えられていたり，最近，ハッブル望遠鏡によりて｢銀河中心部に巨大ブヲック

ホールが観測された｣という報告がされたりといくつもの有力候補がある．

　一方，理論ではシュワルツシルト解の発見後，電荷を持ったライスナー・ノルトシュトルム(ＲＮ)

解，角運動量を持･った，すなわち回転しているカー解，そしてその両方を持ったカー･ニューマン解

が発見された.1970年代にはいるとW.lsrael，S.W.Hawking，B.CarterそしてD.C.Robinson

笛の研究によ･ってアインシュタイン・マックスウェル系ではブラックホール解はカー・ニューマン

解に唯一に決まることが証明された．これをブラックホールの無毛定理(no hair theorem)とい

う．この定理がもとになって，星の持・ていたほとんどの情報はブラックホールになるときの崩

壊過程で失われてしまい，最終的に定常状態に落ち着くと質量一角運動量・電荷の３つの物理量

しか残らないだろうという推測がうまれた.J.A.Wheelerは物理量を‘‘毛"にたとえ，これら３

つ以外には物理量が存在しないことから｢ブラックホールにぱ毛"がない.｣と言い表した，これ

をプラックホールの無毛仮説(no hair conjecture)という．

　では，本当にブラックホールは質量一角運動量・電荷しか持ち得ないのか．プラックホールの構

造はそんなに単純なものなのか．このような疑問から新たな“毛"の候補としてヤンーミルズ(ＹＭ)

場が考えられた.1977年M.J.PerryはU(1)群をSU(2)群に埋め込む形式で静的球対称なブ

ラックホール解を求めた[11.彼はＱＣＤのカラー対称性から名前をとって，その解をcolored black

hnleと名付けた．ただし，この解はＲＮ解の自明な拡張になっているだけで，SU(2)群の非可視

性を含んでおらず，物理的に特別興味を引くものではなかった．

　ところが1989年，SU(2)対称性を持った静的球対称な粒子解１(ＢＭ解)【2】，そして1990年に

かけてそのブラックホール解であるcolored black h｡le解[3,4,5]が求められた．これらは重力と

ＳＵ(２)ＹＭ場が結合した系の古典解であり，アインシュタイン方程式とＹＭ方程式の連立微分方

程式を数値的に解くことにより得られる．これらの解は次の２つの理由により非常に興味深いも

のといえる．第一に真空のアインシュタイン方程式とＹＭ方程式各々には，静的で大域的に正則

な解は，自明なものを除いて存在しないことが確かめられている【6,7】.ところが両方同時に考え

ると非白明な粒子解が存在することが示されたのである．第２に，新しいブラックホール解がプ

ラックホールの無毛仮親の反例になる可能性があるからである．こうしてこれらの解は注目を集

めたが，その後の解析により球対称の線形摂動に対して不安定であることが確かめられた．

　アインシュタイン・ヤン・ミルズ(ＥＹＭ)系におけるcolored black h｡le解の発見により，非

１ここで粒子解とは，時空全体にわたって正則でソリトンのように局所的にエネルギーが集中したものを推している．

５

可換ゲージ揚が新しい“毛”になる可能性が出てきた．その後，この数年の間に静的球対称時空で

非可換揚を伴う様々な新しいブラックホール解が発見された，ここではこれらを非可換ブラック

ホールと呼ぶことにする．本論文の主題はそれぞれの非可換場の存在がブラックホールにどのよ

うな影響を与えるのかを統一的な見地から明らかにすることである．具体的には，以下の課題に

ついて取り組む．

（１）非可換ブラックホール解の計算とその周りの時空（第３章）

　本研究で新たに発見した非可換ブラックホール解を説明するとともに，これまでに導かれた解

の再解析を行い，それらの時空構造を明らかにする．

　最初のcolored black holeの発見以来，多くのモデルで同様の非可換ブラックホール梨が求められ

ている．そして，それぞれの非可換ブラックホールの性質が明らかになってきた．ところが，これら

が統一的に調べられたことはなく，したがって非可換揚がブラックホールにどのように影響するか

が明らかにされていない．そこで，これまでに求められている非可換ブラックホールを再考すると

ともに，それらの性質をまとめて系統立てて議論する．本論文で考察した系は以下のとおりである．

（i）　colored black hole

（ii）　dnatonic colored black hole

（iii）　Proca black hole

（iv）　sphaleron black hole

（V）　new sPhaleron black hole

(vi)

(vii)

(V㈲

(ix)

Skyrme black hole

monopole black hole

cosmic colored black hole

stringy black hole

(重力十ＹＭ場)

(重力十ＹＭ場十ディラトン場)

(重力十プロカ場)

(重力十ＹＭ場十ヒッグス場)

(重力十ＹＭ場＋ヒッグス場)

(重力十スキルム場)

(重力十ＹＭ場十ヒッグス場)

(重力十ＹＭ場十宇宙項)

(重力十ＹＭ場十ディラトン場十ガウス・ボンネ項)

これらの中で新たに発見した解は(ii),(v),(vm),(ix)であるが，これらは次の様な動機から解の

探索を行った．非可換プラックホールが実際に存在したとすると，そのエネルギースケールから宇

宙初期の頃と考えられる．宇宙初期には真空のエネルギーなど宇宙項もしくはそれに相当するもの

の存在が示唆されている．また現在のﾉヽップル・パラメータの観測や，銀河の個数分布(number

count)を見ても，宇宙項が存在する可能性が強くな･ってきている．そこで宇宙項が存在するとき

の非可換ブラックホール解を求め，その性質等の解析を行う．また，宇宙のごく初期段階では重力
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の量子化が必要となる．ところが，アインシュタイン重力はくり込みが不可能で量子重力理論に

はなり得ない．現在のところそのような理論の最有力候補として超弦理論が考えられている．そ

こで超弦理論の低エネルギー近似でのモデルを用いて，非可換ブラックホールの解析を行う．

（２）熱力学的性質かみらた非可換ブラックホール（第４章）

　通常のKerr-Newman black holeはブラックホールの熱力学第１～３法則が成立することが知

られており，したがって熱力学的対象として扱うことができる．これまでに非可換ブラックホール

のいくつかは同様に熱力学法則に従うことが数学的に示されている，ここでは（1）で分類した非

可換ブラックホールの熱力学的性質，特にエントロピー，温度，熱容量について解析をする．ま

た相転移の議論や，熱力学的進化を考え，形成過程も含めた無毛仮説の反例を示す．

（３）安定性からみた非可換ブラックホール（第５章）

　先に述べたように，最初に発見された非可換ブラックホールのcoLored black holeは球対称の線

形摂動に対して不安定であることが知られている．しかし，実際の物理過程においては安定な解

しか定常に存在し得ない．したがって，宇宙論に対する非可換ブラックホールの影響を問題にす

る場合には，解の安定性は非常に重要になる．そこで，ここでは非可換ブラックホールの安定性

の解析を行う．特に環境として，孤立系のものと，熱語中にあるものを考察する．

　通常安定性の解析となると線形摂動を行うのが普通だが，ここではカタストロフィー理論が非

可換ブラックホールに対して有用であることを示し，主にこの理論を用いて安定性の解析を行っ

た．そして，非可換ブラックホールは折り目，くさび，つばめの尾カタストロフィーと多彩な構

造安定性を持つことを示した．カタストロフィー理論は自然界における形態の変化を扱う数学的

手法で，不連続現象を扱うことが可能である．カタストロフィーはこの理論の創始者であるトム

の定理によって，初等カタストロフィーと呼ばれる７つの基本的形態に分類される．トムの定理

は現代数学の微分トポロジーを基礎にしており，その証明は複雑であるが，結論が非常に分かり

易いのと，摂動計算に比べて解析が容易なので多くの分野に応用されている．またAIタイプのブ

ラックホールに対してはカタストロフィー理論と摂動論のそれぞれの長所を用いて，通常よりも

簡単に不安定モードの数を求めることに成功した．

　本論文の構成は以下のとおりである．第２章ではブラックホールの無毛仮説・無毛定理について

まとめる．また，非可換プラックホールとの比較のために静的球対称なSchwarzschild black hole

とRN black holeを簡単に振り返る．第３章から第５章については上に列挙した内容に沿りて研

究成果を述べる．最後の第６章では，本研究で明らかにな・た成果をまとめる．また，付録Ａで

７

は，アインシュタイン・マックスウェル系での無毛定理・唯一定理を証明なしに整理した．付録Ｂ

ではカタストロフィー理論と，その中心となるトムの定理を説明した．
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第２章

ブラックホール物理学

2.1　ブラックホールの無毛仮説

　一般相対性理論によると，エネルギーや運動量が存在することによｰって，時空は平坦なミンコ

フスキー時空からゆがめられる．重力源が重くなるほど場の曲率は大きくなり，そのゆがみが十

分大きくなると光でさえも脱出できない領域が生じる．これがプラックホールである．

　通常，プラックホールは星が重力崩壊した結果形成されると考えられている．もし，全くの球

対称な星が崩壊すれぱSchwarzschnd black h｡leになるし，さらに星が電荷や磁荷をもてぱRN

black holeになる．しかし，そのような簾は理想化されたもので，現実の星ははるかに複雑で非常

に多くの情報を含んでいる．では現実の星が崩壊してプラックホールになった場合，それがつく

りだす時空はどのようになるのか．これに関して次の仮説がある．

仮説１プラックホールは，その形成段階でほとんどの物理量が失われてしまい，最終的な定常状

態では質量，電荷(磁荷)，角運動量の３つの大域的なチャージのみによって特徴付けられる．

これをブラックホールの熊毛仮説（no hair conjecture）という．この仮説が主張するところによ

れば，重力崩壊する星が多様な情報を含んでいたとしても，ブラックホールになる段階では極め

て単純になってしまうのである．

　ブラックホールの無毛仮説を受け入れると，すべてのプラックホールは表2.1のよ引こ分類され

る1.

　当然のことではあるが，これまでにブラックホールの無毛仮説を証明しようとする試みはあっ

た．しかしながら，現在ではまだ問題解決には至っていない．だが，いくつかの非常に重要な結

果が導き出されている．１つはブラックホールの無毛定理（no hair theorem），もしくは拡張さ

　１ここでは物理的に意味のある状況を考えて，榛の特異点は存在しないことを要鵠する．また，宇宙項や一様磁場の

ある場合は考えず，無限遠で漸近的に平坦な時空へ近づくことものだけを扱うことにする．

９
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表2土ブラックホールの分類

第２章ブラックホール物理学

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

2.2.球対称ブラックホール

Ｇｓ＝=．２ｅ 2jΦ″＋(Φ')2＋でー(x5'AI

Ｇφφ＝sin2θGθθ

1!」

１１

(2.5)

(2.6)

ここで’は祠こ関する微分を表す．これら以外の成分はすべてゼロになる．さて，重力源が電荷

Ｑ｡,磁荷Ｑ。を持っているとしよう．このときベクトル・ポテンシャルメ1は

　　　　　　　　　　　　　ｊ＝一言直十Q。cos配φ

のように表され3，場の強さはＦ＝ｄＡより

Ｆ 一

一

レ∧直一Q�jθΛsinθdφ

となる．電磁場のエネルギー運動量テンソルは

仙
一

一

1

-
47r

(孤.几βダβ

(2.7)

(2.8)

１

－
４

(2.9)

で与えられる4.　ここでF2＝ら｡Ｆ″である･(2.8)を用いて〔2.9〕を具体的に書くと次のように

なる。

瓦

7≒

一

一

7偏＝

(Qか-2A＋Qシ2°)

Ξ;(1－e‾2A)

一

一

一

　　2G一

Ｇ(ｍ十r�j

巾－２Ｇｍ)

(2,10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

球対称 軸対称　場

一

真空

電磁場

　　Schwarzschildblack hole　　　　Kerr black hole

Reissner-Nordstr6m black hole　Kerr-Newman black hoLe

れた無毛定理（extended no hair theorem）といわれるもの，もう１つは唯一定理（uniqueness

theorem）といわれるものである．この２つの定理の存在により，無毛仮説の正当性が一般に広く

信じられているのである．多少数学的にはなるが，付録Ａに無毛定理と唯―定理の証明のポイン

トをまとめておいた．

2.2　球対称ブラックホール

　ブラックホールは，無毛仮説で言い表されるように，質量・角運動量・電荷の３つの物理量しか

持ち得ないと考えられ，裸の特異点は存在しないこと，無限遠で漸近的に平坦な時空へ近づくこ

とを要請すると，表2.1のように分類される．ここでは第３章以降に出てくる非可換ブラックホー

ルとの比較のために，よく知られているブラックホール（Kerr-Newman black hole）について復

習する．今のところ球対称な非可換プラックホールしか発見されていないので2，Schwarzschnd

black holeとRN black holeについて考察する．

　静的球対称な時空を考える．一般的に静的球対称なメトリックは次の形を持つ．

心2＝一e2Φ冶2十e2A＆2十r2dθ2十r2 sin2θdφ2

ここで関数ｌ,Ａは動径座標rのみの関数である．重力源より十分離れたところでは，時空は平坦

になると考えられので，Φ,Ａに次の境界条件（漸近的平坦条件）を諜す．

7･→xのとき

剌r)→0 Λ㈲→０

(2.1)で与えられるメトリックに対してアインシュタイン・テンソルの各成分は次のようになる．

Ｇμ
一

一
古e2≒ﾙﾚ(1－e‾2A)]

G-づ/
(1 － e-2Aトこ(I)'

2摂動の範囲でならば，軸対称もしくはそれ以上の多重極をもったブラックホール解を求めたという報告はある[8]

　1

-
87rr4

＝一匹芦(Qド2°＋Qシ2A)

](Qか-2A4＋Qこ)

　　　　　　　　　　　　　らφ＝sin2∂乃θ

アインシュタイン方程式に代入するさいに

Ｇｍけ）

で定義される関数ｍ㈲を用いると便利である．ここでＧは＝ュートンの重力定数である.

(2.3)～(2.6)､(2.10)～(2.13)をアインシュタイン方程式G。＝87rGら.に代入すれば

ら＿(Q?＋侃)

－一一
　面

持

一心

　　3磁気単柚子を考えているのに，ベクトル・ポテンシャルが存在するのは変に思えるかもしれないが，磁気単極子が

デルタ関数的な分右をしている場合には定義可能である．プヲックホールはその条件を十分鵬たしている.

　　゜この論文を通じてギリシャ文字の添え字は０から3，ラテン文字の添え字は１から３を表す．
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となる5･(2.15)､(2.16)を境界条件〔2.2〕のもとで積分すると

ｍ＝Ｍ
引＋幄

2Gr

e2φ ＝１
２ＧＭ　邨＋砿
二十　祠

第２章ﾌﾞ'ラックホール物理学

(2,17)

となる．ここで定数Ｍは無限遠からみたプラックホールの質量である．

／
目
ｙ

　
＝

　
心

２ＧＭ

-
Q2＋弧

う

冶2十
ぐ 2G訂　邨＋侃

二十　r2

）
－１

　　　　　　　(2.18)

したがってメトリックは

＆2十r2面2十一sin２０ｄφ2

　　　　　　　　　　　　　(2.19)

となる。これがＲＮ解である。電磁場が存在しない場合，すなわちＱ｡＝Ｑ。＝０を考えると，

静的球対称真空のシュワルツシルト解

心2＝－
ぐ ２ＧＭ う

冶2十 (1
匹yﾄﾞ）‾七戸十将d02十r‰in2㈲φ2　　　（2,2o）

　『

(G訂)2－(邨十Q1) (2.21)

2.3.ブラックホール熱力学 13

２．ＧＭ＝ｖ／聊二回瓦

　事象の地平線と内部地平線が縮退して１つになる．このRN black holeをextreme RN black

　holeという．

３．ＧＭら/可7Z

　このとき地平舘は存在しなくなり，裸の特異点が出現する．地平線が存在しない以上，もは

　や，これはブラックホールではなくな･ってしまう．現実の宇宙に裸の特異点が存在し得るか

　という問題については,｢宇宙には検関宮がいて，裸の特異点が人前に出ないように見張って

　いる｣と主張する宇宙検関宮仮説111]もあるが，未だに決着はついていない．

2.3　ブラックホール熱力学

　ブラックホールの持つ重要な性質として，熱力学的性質がある．熱力学的対象としてのブラック

ホールというのは，どうも考えにくいのであるが，事の始まりはホーキングによるブラックホー

ルの表面積定理である．これによると，古典的に考える限りではブラックホールの地平線の表面

積は決して減少しないのである．例えば，ブラックホールに物質が落ち込むときには当然表面積

は増大し，また表面積痢メ2を持つ２個のブラックホールが合体して表面積ｊの１個のプラック

ホールになるときには，ｊ≧痢十j2が成立するのである．この性質は，エントロピーの持つ性質，

つまり熱力学の第二法則に似ているというのでいろいろ類推がなされた．そして，J.M.Bardeen，

B. Carter，S, W. Hawking[12]により熱力学の法則とブラックホール物理学の法則の間に特筆す

べき類似があることが示された．つまり，熱力学の法則において

£→Ｍ、７→ご７ｓ、Ｓ→ (2.22)

『

が得られる．

　いまシュワルツシルト解を考えよう.（2.20）から明らかにｒ＝り,＝２ＧＭでメトリックは発散す

る6.　7ゐを事象の地平線（event horizon），または単に地平線（horizon）という．ホライズンの

存在は物理的に興味深い意味を持っている．ホライズンの外側（r＞rjの領域が現在我々のいる

ところである．そこでは如＜Ｏおよびg｡.，!?ss，gφφ＞0が成り立ち，ｚが時間座標で〔rj,φ〕が

空間座標になっている．一方ホライズンの内側（r＜7･A）の領域ではg。〈0で如，狗,，勤φ＞０に

なって，外側と比べてみると如と!1..の符号が入れかわる．つまりｒを時間座標，〔i，∂，φ〕を空

間座標と考えなくてはならない．このときホライズンの外側の領域から入ってきた粒子の時間の

向きはｒ一〇である．したがってすべての物質は内向きに落ち込まざるを得なくなる．このよう

にホライズンの内側の領域は光でさえも脱出できないブラックホールになっている．

　ＲＮ解の場合も同様にRN black holeが考えられる．このときのホライズン半径は

ｎ＝ＧＭ士

になる.RN black holeは(2.21)の根号の中身の値によって大きく３つに分けることができる．

　１．ＧＭン，/司て斑7

　　　　ホライズンが２つ存在し，(2,21)のプラスのほうを事象の地平線(event horizon)，マイ

　　　ナスのほうを内部地平線(innerhorizon)という．内部地平線は事象の地平線に覆われてい

　　　るので外部時空から見ることはできない．また，内部地平線はKerr black hole にも存在す

　　　るが，どちらの場合も摂動に対して不安定であることがわかっている[10]･

5c＝九＝&s＝1の単位系を用いる．記述法|割91に従うものとする.

6本論分を通じて添え宇4h'はホライズン上での値を示すこととする．

λ

-
87rC

の置き換えをすれぱブラックホール物理学の法則【13】が導けるのである，ここでM，9，j4はそ

れぞれブラックホールの質量，表面重力(surface gravity)と表面積である．またＣは定数であ

る．古典的な相対論においてはプラックホールの熱力学的温度は厳癌にゼロのように見える．と

ころが．量子効果を考慮するとプラックホールは温度7＝,c/27rで粒子を吸収したり放出したりす

ることをS, W. Hawkingが示し，この問題を解決した【14】.

　以下にブラックホール熱力学の４つの法則を簡単に示すことにする．

第○法則

　　（平衡状態にある）定常なプラックホールの表面重力ｇはホライズン上で定数である．
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　この性質は112]に定理として証明されている.P. T. Landsberg はより厳密に次のように定式化

している【15】.｢断熱的な分割とlong-range fieldが存在しなければ．平衡状態にある系は一定の温

度になる,｣もし上の条件が満たされないときには，熱的に平衡であっても異なる２つの温度を持

つような断熱的な系を構成することができる【16】･

　質量Ｍ，電荷Ｑ，角運動量yを持．たKerr-Newmanblaek holeでは表面重力は次のようにな

る【17】･

－

- こで，a2

Ｋ－

＝lj12/M2で

Ｉ
一
Ｑ
ｚ

rふ
一(肘

－r＿

＋a2）

　　　　､/M2－α:

2M2－Q2＋2MV

ｒ士＝jW土

一切

一
M2－ぷ

Aj2 － α2－Q2

はそれぞれ事象の地平線（f+）と内部地平線（r_）である．

－Q2
(2.23)

(2,24)

第１法則

　プラックホールに限らず，孤立した系についての言及であるが，系の全エネルギーは保存する．

一般的に定常なブラックホールでは質量の変化は

　　　　　Ｓ．．９　．･９6M＝召£4＋Ω・紅＋Φ6Q (2.25)

のようになることが文献[12]で導かれている．ここで6とΦはそれぞれ事象の地平線の角速度と静

電ポテンシャル，

y1＝4π(研十j)＝87r{訂2－
レ

→- 冊4－J2一冊2Q2｝ (2.26)

は表面積である.Mc2は実質的にプラックホールの全エネルギーを表し，7＝x/27rはBekenstein

Hawking温度である.

　(2.25)からj/4がプラックホールのエントロピーの役割をしていることが分かる．

＆A＝1j (2.27)

(2.25)の右辺の第２項と第３項はなされた仕事，またはブラックホールの角運動量と電荷を変化

させたときに抜き取られるエネルギーである．角運動量と静電ポテンシャルは

Ω 一

一

Φ　＝

吋

七

十α2

Qr士

吋＋α2

(2,28)

(2.29)

2.3，　ブラックホール熱力学

となる[181･〔2.26〕を逆に解くと，質量Ｍをｊ，ｊ，Ｑの関数として表せる【19,20】

第２法則

　全エントロピー

ぐ
　Å　　47rJ2

T谷十ヱ ＋

ぶÅ≧０

δＳ≧０

価
２ ＋

7rQ4
ｊ1/2

1.5

(2･剛

(2.31)

(2.33)

(2.34)

ﾒ1

これはブラックホールの熟力学的状態についてのすべての情報を顕に含んだ熱力学的関係式である．

　同次関数訂にオイラーの定理を用いると[18]

Ｍ＝４７ｊ＋２ａ．ｙ＋(Ｉ)Ｑ

となる．このように？，Ω，ｌは示強変数であり，定常なブラックホールのホライズン上ではいた

るところ定数になる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S＝S6a＋&　　　　　　　　　　　　　　　(2.32)

はいかなる物理過程でも減少しない【13,21，22】.ここで＆,はプラックホールの外部に存在する

通常の物質の全エントロピーである．

S. W. Hawking はプラックホールの表面積ｊは減少しない，つまり

という定理を示した【喘．しかしながら，ホライズン付近で量子過程を考慮すると，この定理は成

り立たない．というのはホーキング轜射の7μは，定理の証明の際に仮定した王エネルギー条件

にしたがわないからである．例えば孤立したブラックホールは完全に蒸発し，表面積がゼロにな

ることもある7.一方，プラックホールの外部にある物質の全エントロピーS,.は，物質がブラッ

クホールに落ち込むことによ･って減少することは容易に理解される．

　式(2.32)の右辺の和を考えると，お互いに一方の減少はもう一方の増加によって補われるよう

に見える．実際，物質がプラックホールに落ち込み，S。が減少すると，プラックホールの面積は

増加する．逆にブラックホールが轜射を出すと，プラックホールの外部の物質はより高いエント

ロピーの状態になる．こうして，どのような過程においても

７これは一般相対性理論の催囲でいえることで，実麟にはブランク・スケールのあたりのことは現在も研究中である．
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になるのである．これは任意の動的過程においても系はエントロピーが最大になる平衡状態へと進

んでいくことを意味している[15J.‰に対する通常の第２法則は(2.34)の特別な場合で，ブラッ

クホールが存在しない場合に成立する．式(2.33)の表面積定理は，ブラックホールヘのエントロ

ピー流が正になる古典極限において用いることができる．

　式肺34)の正当性はいくつかの思考過程によって試されており，準古典的な補正が考慮される

と第２法則が成立することが示されている[23j.これは少なくとも平衡状態からのずれが小さい

準定常な過程においては式(2.34)は成立しなければならないことを強く示唆している[24]･

第３法則

　有限回数の物理過程によって表面重力｡をゼロにすることはできない。

　これはネルンストによって定式化された熱力学の第３法則の類推である．汀→Ｏの極限で任意

の系のエントロピーはある決まった定数（熱力学ではゼロ）に近づく」というプランクの定式化

はブラックホール熱力学では成立しないことは注意すべきである．実際にextreme Kerr-Newman

bLack hole では

ぶ副T＝O） ＝7r(Q2十2め (2.35)

である.D. N. Page は縮退していない基底状態のプラックホールに対してはS(7･＝O)＝0が成

立するべきであるという仮説を立てた【251.　しかしながら，Sehwarzschild black hole であっても

M→ooの極限ではＳ→(ｚになる一方。c＝Oすなわち，71＝0が達成されるのである.

　W.lsrae1はRN black hole においてブラックホール熱力学の第３法則の定式化とその証明を与

えている[26，27].それを要約すると以下のようになる．｢ブラックホールに落ち込んでいく物質

のstress-energy tensor が有界で，･uter apparent h･rizonの近傍で弱いエネルギー条件(week

energy condition)を満たす連続的な道程を考えよう．そのような任意の過程において，先進時間

(advanced time)の有限の間隔ではextreme black hole でないプラックホールはextreme black

holeになることはできない,｣この定式化のより正確な表現は文献[26,27]にある．

　第３法則と宇宙検閲官仮説は密接な関係がある．実際にW.lsraelの補題ぱgravitational con-

finement"と呼ばれる弱い形式でのこの仮説を立証するのに使用することができる.Kerr-Newman

black hole が粒子を放出し，角運動量または電荷がa2＋Q2＝M2になるまで有限のステップで

増加したとしよう．この場合には，さらにα2＋Q2＞M2にすることが可能になってしまうので

ある．その結果，榛の特異点が現れる．特異点はもはや地平面に隠されず，外部の宇宙に影響を

及ぼす．これは好ましくないことから，逆に第３法則の正当性が保証されるのである．しかしな

2.3.　ブラックホール熱力学 17

がら，この仮説はまだ証明されておらず，古典相対論において最も重要な未解決の問題の１つに

な･っている．
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第３章

非可換ブラックホール解

　この章では，これまでに発見された非可換プラックホールを再考し，各々のブラックホールの

周りの時空などの性質を見る．その後で，別々にしか議論されていなか･った各ブラックホール解

を性質別に分類し，統一的な立場から議論を行う．

　表3.1に非可換ブラックホールの名前とモデルをまとめておく．ここでＹＭ場はSU(2)対称性，

でヌキルム場はSU(2)XSU(2)対称性を持っている．また，プロカ場はＳＵ(２)ＹＭ場に質量を

持たせたものである．この中で本研究で発見した新しい解はnew sphaleron black hole，cQsmic

coloredblack hole，dilatoniccol｡red black hole そしてstringy black hole である．

3.1　　中性の非可換ブラックホールＩ(質量を持たない非可換場の場合)[NI

　　　　タイプ]

　U(1)対称性を持った電磁場とアインシュタイン重力が結合した系ではRN black hole解が存在

する．ではゲージ場を拡張してＳＵ(２)ＹＭ場を考えた場合，同様にブラックホール解が存在する

であろうか1.この問題に対しては２つの理由から否定的な見方が多かった．１つはＹＭ方程式，

そして真空のアインシュタイン方程式を独立に解いた場合，全時空での正則性と球対称を仮定す

ると自明な解以外は存在しないからである．もう１つは，ブラックホールの無毛仮説が非可換ゲー

ジ場を持つようなブラックホールの存在を否定しており，静的な解白身も存在しないだろうと考え

られていたからである．このような状況の下でのSU(2)対称性を持った粒子解[2]およびcolored

black hole解[3,4頌の発見は非常に衝撃的な出来事であった.

　�ored black holeはSU(2)対称性を持っているため，その時空構造も複雑で興味深い研究対象

といえる．さらに，他の非可換ブラックホールにおいて，ある極限をとるとcolored black hole が

　　ISU(2)群よりも大きな群での解析もある．例えばSU(3)群ではE28].一般のSU(y1)群では[29]等がある．ただし，

これらの解はすぺてその部分群のSU(2)群のところにだけ非可換性があり，実質的にSU(2)群のみのものと変わらな
い．また.SU(3)群にSU(2)群を埋め込んで，残りのU(1)群に電磁場を適応した解も考えられている13o]･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　19
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第３章非可換ブラックホール解

表3土非可換ブラックホールの名前とモデル

名前 ペクトル場 ヒッグス場 宇宙項 ディラトン場 ガウス・ボンネ項

　　　colored BH

　　　Skyrme BH

　　sPhaleron BH

　new sPhaleron BH

　　　Proca BH

　　monopole BH

　cosmic coloredBH

dilatoniccolored BH

　　　stringyBH

　ＹＭ場

スキルム場

　ＹＭ場

　ＹＭ場

プロカ場

　ＹＭ場

　ＹＭ場

　ＹＭ場

　ＹＭ場

検索２重項

複索２重項

　実３重項

○

○

○ ○

再現されるので，c｡lored black hole についてよく理解しておくことは，非可換ブラックホール全

体を理解する上で重要なことである．

　この節では中性で，かつ非可換場が質量を持たないＥＹＭ系の�ored black hole［3,4,5Jとアイ

ンシュタイン・ヤン・ミルズ･ディラトン（ＥＹＭＤ）系のdnatonic colored black hole【31,32,33,34】

を扱う.

3.1,1　colored black hole

ＥＹＭ方程式と境界条件

　co】oredblack hole解は静的球対称な時空でのみ発見されれいるので，ここでも同様の仮定をお

くことにする．一般性を失うことなく，静的球対称メトリックは次のような形にかける．

心2＝一 ○
２Ｇｍ ｊ

e‾2δ冶2十

ｍ㈲

　似r）

○
２Ｇｍ う －1

＆2十r句θ2十r2sin2∂dφ2 (3.1)

(3.2)

(3,3)

3.1.中性の非可換ブラックホールド質量を持だない非可換場の場合）旅iタイプフ

2.正則なホライズンの存在

２Ｇｍ

　　δ

3.ホライズンの外に特異点が存在しない

　ｒ＞４に対して，

隔）

㈲）

一

一 ｎ

＜（Ｘ）

2Gm(r)く『
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(3.4)

(3.5)

(3.6)

条件１は空間が漸近的にミンコフスキー空間に近づく要請である．物理的には，定数Ｍは無限遠

の観測者からみたブラックホールの質量，関数祠まメトリックの(リ)成分と(ｧげ)成分とのずれ

を表してる．条件２はホライズン上で曲率が発散しないための条件である．ここで我々はδ(≒)＝0

とおく．δ((ｘ))＝０とおくのが普通だが，これは後の数値計算を楽にするためである．両者は単に

時間座標のスケールの違いだけで関係づけられており，本質的には差異はない2.条件３はホライ

ズンの外では空間が正則であることを要請している．条件１～３はこの後，cosmic colored black

holeを除いたすべての非可換ブラックホールで用いることになる．

　最も一般的な球対称ＳＵ(２)ＹＭ場は次の形で与えられる3[35,36]･

ゝ

-

λ 一

一 aT冠t十瞳3面十叫ア1十か2)�十(cotθ73十切T21－か1)sin㈲φ

～

- で，･z，いzj，･1はい･の関数であり，7･，(i

【1'igfj】

をみたす．パウリ行列とは

一

一

一

一

1､2､3)はsu(2リー代数の生成子で

Σ εり･ｋＴｋ

　　　１

７ｉ゛云″i

(3,7)

(3.8)

(3.9)

で関係づいている．-゛クトル・ポテンシャル(3.7)は次のU(1)ゲージ変換に対して不変である．

j→jt‘ 一

一 び-1jび十ひ-1dび (3.10)

ここで，び＝explφ(り)73]である。このゲージ自由度を用いて，我々は６ＥＯとおくがことでき

る。静的な場合，すなわちa,ゐ,t｡,dが。にのみ依存しているときは，ＹＭ方程式からd＝Ctgが

　2ただしエネルギー等の時間が関与する量には注意が必要で，１((ｘ)≠ｏのとき座標ｉは無限遠の観測者の固有時間

とは異なる．スケール変換により無限遠の観測者の固有時間に戻すことができる．

3ボールド体の文字はSU（2）アイソスピンの４クトルを表す．

『
『

ここで，ｍ,δは動径座標．にのみ依存する関数である．この２つの関数に次の境界条件をおく.

　1.漸近的平坦条件

　　7→cx]のとき

→jぼ＝const.

→δo＝const.
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示される4，ここでＣは任意の定数である．そこでＣ＝０すなわち，ｄヨ０とする．こうして，一

般的な静的球対称ＳＵ(２)ＹＭ場をα㈲,g(r)のみからなる形で得ることができた．

　　　　　　　　　　　Å＝ａｱ3dt十lむ71㈲十(cot∂73十u/72)sin㈲φ

場の強さはＦ＝ｊＡ十Å∧ﾒtより次のようになる．

　　　　　Ｆ＝ａ'･ｒ３ｄ。∧冶＋�7�r∧㈲十彷'72＆∧sin㈲φ

(3.11)

(1－ジ)T3deΛsinθ向十に7凶∧dO－aul一油∧sin配φ　　(3.12)

　ここでU(1)対称性をも・た場，すなわち電磁場と比較するのは有意義である．中心に電荷Ｑ。，

磁荷Q。をもった泌では，ベクトル・ポテンシャルと場の強さはそれぞれ(2.8)，(2.17)になる.

(3.12)と比'ヽ゛るとａが電荷に相当する部分に，そしてu,が磁荷に相当する部分になっているのが

わかる．

　次に更なる単純化をしよう．ＹＭ場に'tH･oft-P�yak･vの仮定：ａ≡０をおいて，静電荷による

効果を消す．この結果，場の強さは次の様に関数ａ(りだけで書き表される5.

Ｆ＝ｙア1＆∧dθ十J72＆∧si�dφ－(1‾゛2)73dθ八si�か

uJ≡出1のときQ。＝Oで，tむ≡ＯのときQ。＝1に対応していることがわかる

　アインシュタイン方程式を導く作用汎関数は，

／　
＝

　
ざ 八万=j

ら=云･

ド

汐

nl

一

一

ﾚとげ(ｼﾞ)－

ぐ

(1-や)

一回

ｆｌ
耳

trF21

づ

(1岬

＋e‾ 一

一

一回2

匹

(3.13)

(3.14)

(3.15)

０

―

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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ここでホライズン半径r｡を用いて関数r，Mを無次元化した．つまりf＝．/7｡,il＝Gm/り,であ

る．また心＝4/11p/灸］，1,はプランク長である．定義からわかるように心は系の典型的な大き

さとブラックホールとの比を表している．’はfによる微分を表している.（3.16）を変形すると

サ
誉）

?♂＋

［ 1（1一心）2
2･l一盾
　　河

一
『

｣

�十tむ(1－1j)＝0 (3.19)

のようになり，ｕと雨の式にはδは入ってこなくなる．

　基礎方程式を(3.16)～(3.18)のように書き表すとパラメータとしてみの１つだけになるという

利点かおる．当然のことであるが，同じ尨の値をもつブラックホールは同じ解によって表される．

ただし，それらのサイズは結合定数の値によって違ったものとなる．大きなサイズのブラックホー

ルを考えたいときは(勁を固定したまま)尨→(x⊃とすればよい．

　次に副r)の境界条件を考えよう．局所エネルギー密度戸＝ダペ≡一対/ぺ,は

で王
冠

　
こ

　
一
μ

　
π
　
４ 寸∩ノ)肩 -

-

乖/

一戸
(3･絢

である．これはｒ＝･'ﾑで有界なので，祠r)に制限をつけない．漸近的に平坦な系では，ホライズ

ンの外での全エネルギーは有界でなければならないので，

訂－ｍ㈲)＝緋ﾌ芦2＆くcx⊃ (3.21)

となる．　したがって(3.20),(3.21)よりrが大きくなるにつれて�＝Ｏつまりｗはある定数に近

づかなければならないぺ3.18)は漸近的に解けて次のようになる．

剛 心

一 １－

Ｃ

－
『

Ｃ＞０ (3.22)

また自明な解として，ｇョ1。ilョ�，6E const.があろ．この解はシュワルツシルト解にな・て

いる．もう一つ11∃o。il＝£－1/2λひ，6≡const.がある．このときの磁荷は任童にとれるので

はなく．理論を決めればある値(1/灸)に定まりてしまう.

　(3.22)よりFSφは1/fで漸近的にゼロに近づく．つまりＹＭ場の‘‘毛"は遠くになるとその存在がわ

からなくな，てしまい，大域的なパラメータは質量Ｍのみになる．遠方から見れば，Schwarzschild

black hole と見分けがつかなくなるのである．

ＥＹＭ方程式の解と時空の性質

　次に(3.16)～(3.18)または(3.19)の方程式を条件(3.2)～(3.6)，(3.22)のもとで解く．方法は２

点境界値問題の標準的なシューティング法を用いて行う．このためにはr＝r九に対して４つの境

ヱ

4戻

である。ここでg2＝87rG，Rはリッチ・スカラー，g｡はＹＭ場の結合定数である。作用関数Ｓを

変分すれば，ＹＭ方程式ｄ・Ｆ＝０とアインシュタイン方程式G。＝87r7,－がでてくる。こzニネル

ギー運動量テンソノ1･7;｡は(2.9)と同様に

Ｆり卵β‾ｼﾌ四Ｆう

で定義される．以上より，単鈍化されたＹＭ場を源にもつ場合のＥＹＭ方程式は次のようになる．

四(1－�)

Ｉ
】
２

　
＋

　
Ｑ

　
切

う

－
『

(l

一一

　４どのような系でもｄ＝Ｃｇが成立するとは限らない．例えば，後に出てくるように，ヒッグス場が入るとこのよう
な線形関係は成り立たなくなる.

　5電荷αと磁荷tむが同時に存在するようなダイオン解はＹＭ場の対称性がSU(2)のときには存在しないことが証明
されている[37,38,39]･



24

Ｓ

１

0.5

０

0.5

５

４

３
　
　
２

　
q
]
/
u
l
D

むＣ

１

０

０

-0.5

１

１．５

２

１

１

(a)

第丿章非可換ブラックホール解

☆

v0.2　　　　　　

1　　　　　　　

－

　　｜　り1.4

－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　　　　　　　　｜

1
0
2

　
倣
ｉ
．

　
　
ぐ

１
０

１０

１０

政h

(c)

｢/rh

102

１０２

103

103

103

図.3.1: 71＝1のc･lored black hole の場の振舞いを示した.tl＝士１はSchwarzschild black

holeに，IJ＝0はRN black hole に相当する．中心付近に非自明が構造があり，遠方では

Schwarzschild black h｡leに近づくのがわかる．
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界条件４．向l，

t4，

喊が必要になる.6に関しては式(3.18)と(3.19)を解いて，と，を求めた

後に式(3.17)を積分して得られるので，６は積分定数となる．したがって，数値計算では４は任

意にとれる．そこで，前に述･゛たように6hl＝0にする．また(3,4)より心＝1/2になる･・.と喊

に関しては(3.19)より次の関係式が成り立つ．

ｔ
卜ぺ)2
匹｢

―

ペバ1－ぺい４＝ｏ (3.23)

したがって結合定数尨を決めれば，シューティング・パラメータとして心ただ一つを持つことに

なる．

　さて，ある半径rで関数uﾉが極値をとると，（3,19）よりこの点で

sgn切″＝sgn(〉2－1)uﾉ (3.24)

となる．これよりtjJ＞1のときは極大値.tZII＜－1のときは極小値をもたないことがわかる．ま

た，同様に(3.23)より

sgn賊＝sgn(ペー1ト (3.25)

となる．もしｔ４＞１ならば，喊＞０でｇが増加する方向に打ち出される．　しかし，tlJ＞1のとき

極大値は存在しないので，ｇは士1に近づくことはできない．剔,く－1のときも同様である．した

がって|祠＜１および㈲≡１の解のみが存在する．

　こうしてt4をシューティング・パラメータとしてlt41く１の条件でうち出し，佃((x)〕|＝1に

なる解を求めた．結果は図3.1のようになった．図3.1ではいくつかのλﾑの値に対して解を描いて

いる．これはプラックホールのホライズン半径を変化させているとも，ＹＭ場の結合定数灸を変

化させているとも考えられる．Ｑ-→ｏの極限ではＢＭ解になる.col｡red black h｡le解はＹＭポ

テンシャルtjJのノード数6nに対して一つずつ離散的に存在する．表3.2に心＝１としたときの，

それぞれのノード数を持つ解のt4と�，δ,の値を示す．ノード数が大きくなるほど大きな質量を

持つことがわかる．また，図3.2に,z＝2の解を示す，図3.2のｎ＝２の解では，71＝1の解に比

-゛て㈲|～０にある範囲が広がっているのがわかる．つまり，ホライズン付近でＲＮ解に似た時空

が広がっているといえる．そして，ｎ→．．の極限では，解析的に解がわかり，RN black hole に

なることが示されている[40,41].

　図3.1からcolored black hole のつくる重力場の性質を見ることができる．まず中心の方から見

ていくと，ホライズン付近の領域ではtzjQ,0で，ＲＮ解に似た場をつくる．それからＹＭ場はべ

き関数的に減衰して，その外側ではシュワルツシルト解に近づいていく．こうしてcolored black

６ＹＭポテンシャルlむがゼロをきる回数
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トン（ＥＹＭＤ）系でのブラックホール（dilatoniccoloredblackhole）を考察する7［3!,32,33,34］･

これはＥＭＤ系でゲージ場をU（1）からSU（2）に拡張したものになっている．またdhtonic colored

black holeはcolored black holeにディラトンの重力をさらに結合した解になっている．ＥＭＤ系

のブラックホールは熱力学的に特徴のある性質を備えているが，dilato�c coloredblack holeも同

様に，もしくはさらに複雑な性質を持つことが本研究によって確かめられた［33］･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　（a）　　　　　　　　　　。。　　　　　　　（b）

ＥＹＭＤ方程式と境界条件

　次の作用を持つモデルを考察する.

　　　　　S＝/d4ら/ニづ古副癩一古（▽02一心e-7TrF2卜　（326）　　40

ここでこyはディラトン場，ＦはＹＭ場の強さ，バ≧O）はディラトン場の結合定数である．この

型の作用は超弦理論を含む様々な統―理論で登場する．例えば，７＝１は超弦理論，7＝vjは５

　　　｜　　　　　　｜
　　　　　　上宋
＼　

□

　　り.U

　　O､6

　　0.4

り

　0.2

　　0

　｜　　　　　　｜
∧

ニ

ド0.5　　　　　　　　　　　　　　　　‾

言上 T=0

　　　　　　　｜　　　　　　｜
　　　　　　　　　　　　　次元カルツ７‾゜クライン理論に相当する･詳しくは［45］を参照してもらいたい．また，７＝０で　　　　　　　1　　　　　1o　　r/r

h　　　
102　　　　　103　゛’‘1　　　　　10

「/rh　　　102　　　　　103

1　　　　　　　　　　　

(7ΞOのときには，ＥＹＭ系が再現されることを注意しておく．したがって，この場合はcolored　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

l

　　　　　　　　　　　　　black hole解が得られるのである.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　（c）　　　　　　　　　　，､。　　　　　　　　（d）

　(3.26)のモデルで静的球対称なブラックホール解を考える．そこで，coloredblack holeの場合

と同じように，メトリックを(3.1)の形にとる，また，ＹＭポテンシャル，ＹＭ場の強さも，それ

ぞれ(3.11)，(3.12)を採用する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。

　作用汎関数(3.26)の変分をとると，以下の方程式系が得られる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　
ｊ

　　　　゛言ﾚ旱坤づ首ﾊﾟﾚﾂﾄﾞ。ム(レづ}　　(3.27)

　　　　　　　一　　　n　-゛Yfy

ｎｏ　　Ｔづ)ｊ
　　　.Q

　　　O

　　-0.2

り

　　-0.4

　　-0.6

　　n□

｜　　　　　　｜

　　　　　Schwarzschird b.h.

/‾‾

　　　　　　　　，　　　　　　　　7°I

‾　　　ぐ　　　　　　　　　7＝召　－

　　　　　　　　　　　　　T=l（n=2）

Nﾐぐ

｀sヽヽ､、　　　　　　　　　?1（n=2）
１ゝＸ　心

　　　　　　　　　　　　　　　　7=背

　　　　　　　　　　　　　　　　T=l

‾

二　　　　　　　

T-0.5　　　　　‾

－　　　　　　　　　　　T゛o　　　　　。

SchwarzschjFdb.h.

　　　　　が＝－j�2一元乙ﾃﾞﾆ�2　　　　　　　　　　　(3.28)　　　　　゛≒　　　　　lo　　r/r

h　　】02　　　　　　　103　　'
1　　　　　10

r/r　　102　　　　　103

　　　　　1e‾与2(1‾竿)♂y十jy7e‾(δ十7″)|(1－牛)�2十六(1一切り2｣＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.29)　　　　　　　　図.3.3:　n＝1のdilat,onic colored black hole の場の振舞いを示した･叫)はYMポテン

　　　　　　ー(j　　　　　　2示　　'　　　　１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　シヤぷ'･(b)はディラトン場むr，(c)は質量関数ｍぺd)は関数δである.≒＝1.0に固定

　　　　　レ　4‾7)(1‾ﾏ)�J十eづ+７)戸切(1‾切2)゜o･　　　　　　　(3.3o)　　　　　　し･７ニo･ o.5･ 1， ぷの場合を描゜｀た･７＝ｏはcolored black h･le解になっている，７＝１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　と７＝岬は，それぞれ超弦理論と５次元のカルツァ・クライン理論から予言される値である

ここで無次元変数゛゜G゛/7･4，f＝r/4および≒＝4/か/刈を用いた，　　　　　　　　　　　　　　　　　[45]･7==1で４＝２の解も鋼線で描いたづc)ぺd)を見るとわかるように7→xの極限で

　基礎方程式(3.27)～(3.30)でブラックホール解を計算するために，ホライズン上と無限遠での　　　　　　　　は，解はschwarzschild black hole に近づいていく．

境界条件を考えなければならない．まず，物理的な要請として，漸近的平坦条件(3.2)，(3.3)，正

以記‰昌昌な豊晨靉昌訂昌ﾂﾞ≒に瓢こ雪ぷ回昌万万o7呂乙
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図.3.4:　72＝1のdi】atonic colored black llnleの場の振舞いを示した.(a)はＹＭポテン

シャルｇぺ♭)はディラトン場f7，(c)は質量関数171s　(d)は関数j5である．･ｙ＝１に固定

し，４＝1，2，10の場合を描いた．比較のためにSdlwarzsd,i】d black hole も記してある．

４一〇cの極限では，非自明なＹＭポテンシャルを持･ったまま，時空はSchwarzschild black

h｡leへと近づいていく．
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則なホライズンの存在(3.4)，(3.5)，ホライズンの外での正則性の条件(3.6)を課す，また，系全

体のエネルギーが有限になるために，無限遠で，

cy－→0

とする．ホライズン上では(3.29)，(3.30)より

べ 一

一
-

切/1　＝　‾

耀→士1

7eつら(1－tぺ)２

　　　　　　　　　-一一

減11 － 42r7り1－咄2

　(匹ぺ)心

痛2e-7回1－ぺ)
ｌ　ｌ－２．＿、．、／．．．９１２

(3.31)

(3.32)

(3.33)

の関係が導ける．こうしてシューティング・パラメータはＱとtzJAの２つだけになった．さらにt4

にはつぎの条件をおく．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t4≧0　　　　　　　　　　　　　　　　(3.34)

これは基礎方程式〔3.27〕～(3.30)がtZJ→－gの変換に対して不変なので，一般性を失わずにこの

ようにおけるのである．また，tjJ -→-tjの変換はゲージ変換で結ぱれている．

ＥＹＭＤ方程式の解と時空の性質

　ＥＹＭＤ方程式(3.27)～(3.30)を前述の境界条件のもとで解くのであるが，方程式系の力学的な

自由度は２つ，それに対して６つの境界条件がある．したがって，col｡red biack hole の場合と同

じく，固有値問題を解くことになる．数値計算を行うにあたって，今回は２つのシューティング・

パラメータ：Ｑ，ｔ４が存在する.3.2.2節のsphaleron black hole のところで述べるように，シュー

ティング・パラメータが複数個のときには単純なイテレーションの方法は使えないが，ＥＹＭＤ系

ではディラトン場の方程式の性質を利用してイテレーションを用いて解を求めることができた．

　こうして方程式系(3.27)～(3.30)を解いた結果，colored black h�eと同様にＹＭポテンシャ

ルのノード数によって特徽づけられる離散的なブラックホール解が得られた．心＝１で様々な7

の値に対するｎ＝１の解を図3.3に示す．また，４＝１，７＝１，ｎ＝２の解も同じく図3.3に示

す．図3.3から，結合定数･yが大きくなるにつれて，ディラトン場とyも増すことがうかがえる．

しかし，さらに７を大きくしてくと，yは再び小さくなっていった．これは7→cx3の極限では

Schwarzschild black hole 倆＝1/2， 6＝o)が再現されなけれはならないことから予想されてい

たことである．また，同様の理由でＹＭ場も消える叫EI)と予想される．図には示さないが，

数値計算の結果これらの振舞いがすべて確かめられた．
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図.3.5:　dilatonic cQI｡red black hole の質量Ｍとホライズン半径rhの図である.7＝

0，0.5，1.0にした．･ｙ＝ｏの解はcolored hlack ho】eである．比較のためにSchwarzschild

black hole とRN hlack bole も記した．定性的な振舞いは･yの値に依存しないことがわかる．

　つぎに，７＝１に固定して厄の値を変化させた解を図3.4に示す．Ａ→ａ)にした場合はcolored

black holeのときと同じように，ＹＭポテンシャルは非自明のままで残るがディラトン場は消え，

時空はシュワルツシルト解に近づいた．

　図3,4を見ると脳が大きいブラックホールのほうが，小さい質量を持っているように見えるが，

これは質量をホライズン半径で規格化しているためで，もとに戻すとやはり大きい似のブラック

ホールのほうが大きな質量を持つ．実際に図3.5にブラックホールの質量とホライズン半径との図

を描くと，グラフが単調に増加してることからその様子がよくわかる．図3.5にはcolored black

holeも含めて7の値が異なるものを３つ描いたが，定性的に大した差違は見あたらなかった．

　ブラックホールが大きくなっていくと，エネルギー密度分布はどうなるのであろうか．粒子解

は，各々のノード数に対して，それぞれmhZg，と1/g｡のオーダーの質量ど‘ＹＭ荷"を持っている．

その解の中心にホライズンが形成してブラックホールになると，ブラックホールはＹＭ場の一部を

飲み込み，そして残りはホライズンの外側に‘‘雲"のようにとりまく．粒子解の典型的なサイズは

岡9.で与えられる．　したがって，プラックホールの大きさがこの値よりも小さいときには，ＹＭ

場の一部だけがホライズンの内部にあり，残りぱ‘雲"になっている．ここで，以下の議論に必要

3.j.中性の非可換ブラックホールＩ〔質量を持たない非可換場の場合〕μVJタイプj

Ｈ

如

１
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図.3.6:　dilatoniccolored black h（）leの有効磁荷Ｑｍを示した．粒子解の典型的なスケー

ル（～ら泳）以下ではＱ心は≒とともに増加するが，それを超えると俵だはある有限

の値に収束する．
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図.3.7:　プラックホールに外部にあるＹＭ場のエネルギーを示した．同時に粒子解のある半

径よりも外側に存在するエネルギーE〔7〕も描いた．２つの曲旅は似ているので，ＹＭ場の非

自明な構造はホライズンの存在にほとんど無関係であることがわかる．
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な物理量として，プラックホールの有効磁荷Ｑりfを定義する．

応召≡
ｅ‾yrhl

１

�

ぺ

ー
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(3.35)

これはマックスウェル理論で電荷を定義するときのように，ホライズン上でＹＭ場を表面積分し

て定義した．ブラックホールが大きくなるとＹＭ場の“雲"は次々にホライズンに飲み込まれ，そ

の結果，有効磁荷の値も増していく(図3.6).粒子解は無限遠の観測者にとって中性なので，ブ

ラックホールが昂/少よりも大きくなると有効磁荷はゼロになると思うかも知れない．しかし，こ

の予想は間違っている．図3.6からわかるように，ブラックホールが粒子解のサイズよりも大きく

なると有効磁荷はある有限の値に収束する．ＹＭ場のすべてがブラックホールに飲み込まれるわ

けではないのである．しかしながら，ブラックホールの外部にあるＹＭ場のエネルギー

は漸近的に

ＥＹＭ(な)
○
　
八

万　
Ｉ

　
Ξ

恥鍬な)～

TW=徊与，

9泌
-
r九

(3.36)

〔3.37〕

の形をしており，･ﾑ→cx3の権限ではゼロになる（図3.7）.こうしてプラックホールが大きくな

ると，ＹＭ場のエネルギー密度からくる時空構造への寄与はなくなり，前に述べたように，シュ

ワルツシルト時空になるのである．また，プラックホールは粒子解の構造のすべてを飲み込むわ

けではないことと，有効磁荷が有限に収束することから，ホライズンの外にあるＹＭ場のエネル

ギーは，元々の粒子解のそれよりもかなり大きくな,っていることがわかる．

3.2　　中性の非可換ブラックホールII（質量を持つ非可換場の場合）［NII

　　　　タイプ1

　この節では前節と同様に中性の非可換プラックホールの時空構造について潤べる．ただし，ここ

で扱うプラックホールは非可換場が質量を持つものである．これには，Procablack hole，sphaleron

black hole， new sphaleron black hole， そしてSkyrme black holeの４個の非可換プラックホー

ルが属する．

3.2.1　Proca black hole

　プロカ場とは，あまり聞き慣れない名前だが，一言でいうと質量を持ったベクトル場のことで

ある．質量を持っているので当然ゲージ不変性を持たず，くりこみ不可能などの問題が出てくる

が，ちょうど非線形シグマ模型を再現する場になりており，現象論的な議論では役に立･っている．

3､2.中性の非可換ブラックホール行（質量を持つ非可換場の場合）旅行タイプノ 35

質量項をゼロにすると電磁場やＹＭ場と等しくなり，対称性を回復する，また，質量を持った非

可換場のブラックホールを理解するのに単純でありながら，その本質を明らかにしてくれるよい

モデルになっている．ここではＳＵ(２)ＹＭ場に対応するプロカ場とアインシュタイン重力との系

(EP系)でブラックホール解を考える[48,49]，

ＥＰ方程式と境界条件

重力と結合したプロカ場の作用汎関数は次の式で与えられる．

／　
＝

　
Ｓ

d4ら/二万 皆剛力一石 trF2十
工

8司?
μ‘ (3.38)

ここで灸はプロカ場の結合定数，μはプロカ場の質量である.

　colored black hole では球対称なＳＵ(２)ＹＭポテンシャルとして(3.7)を用いた．　しかし，ここ

では次の形のポテンシャルを扱う8.

Å 一

一

ａＴμｔ十げ'み＋{が‾(1十゛)7φ}�＋{(1十㈲乃十心'φDi�が (3.39)

ここで，a,ゐ,d,uJはちrの関数であり，(7.,f｡7φ)は以前に用いたsu(2)リー代数の生成子1･冶

1,2,3)を次のように球座標に変換したものである。

交換関係は以下のよ似

？。＝　？l sin∂cosφ＋？2sin∂sinφ＋？3cosθ，

1's　＝　71cos∂cosl＋1･2cos∂sinφ－･r3sin∂，

Ｔφ　゛　－1'lsinφ＋f2cosφ，

こなる．

[７ａ，７&|＝ΣＥａｂｃ７ｃ (a､り＝r､∂､φ)

(3.

(3.

(3.

一

一

40）

41）

42）

(3,43)

　次にダイオンが存在しないという仮定，すなわち，’tHooft-Polyak｡vの仮定：ａ≡０をおく．こ

うしてＹＭ場は磁場に相当する部分だけになる．次にゲージ自由度を用いてゐをゼ・にする．ま

た，colored black holeのときと同様に，基礒方程式を求めると，ｄ＝Ｃｇ（Ｃ：任意の定数）とな

るので，あらかじめｄョＯとしておく．こうしてポテンシャルは

　　　　　　　　　　　　λ＝－(1＋祠fφd∂＋(1＋副fssin∂dφ

となる．場の強さＦを計算すると，

(3.44)

j1=－加’Υφd『Λ㈲十�ｧμΓΛsinθ向－(1一回)7μ∂ハsinθdφ

sプロカ場はゲージ不変でないために．ポテンシャルの敢り方に注意が必要である．

(3.45)
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図.3.8:　a型のProcablack boleの場の鰻舞いを示した.71＝1，μ＝0.01mS｡とし，ホラ

イズン半径をλ,l＝0.2（実腺）0.6（点腺）1.0（鎖腺）とした･【a】はプロカ場･･．圈は質量

関数ｍ．〔ｃ〕は関数δである．
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が得られる．

　静的球対称メトリック(3.1)を仮定して，〔3.38〕の変分をとると，次のEP方程式が導ける．

m＝ ⑤
が=一

匹 ）

ｊ

2?il

一 ﾄﾞ2+人言言

e‾勺y」

坤

初だ＝

十μ2 (1十㈲2

牛)謳－2(1一回2)回十μ2｢1十副2戸｣＝ｏ

　(1一肩)心一戸無(1十ら)

１づ1－ぺ)2/ぺ十2μ2(1十ら)2

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

である．
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一
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ここでμ＝μ/灸である．その他の上線付きの変数と心はdilat｡nic colored black holeのときと同

様の無次元量である．プロカ場はＹＭ場に質量項を付け加えただけであるから，μ一〇ではＥＹＭ

方程式に一致する．

　境界条件はcolored black holeの場合とほとんど同じである．ただ１つだけ異なるのはホライズ

ン上でのｕと�との関係で，（3.48）より，

こうしてシューティング・パラメータはt4ただ１つになる．

ＥＰ方程式の解と時空の性質

　計算の結果，２種類の解が存在することがわかった．場の振舞いを図3.8，図3.9に示す．これ

らはμ＝o.1om｡gに固定し，λ.＝0.2，0.6，1.0と変化させている.m。＝1/Vgはブランク質量

である．図3.8をａ型，図3.9をｂ型と呼ぶことにする．図3.8と図3.8を比較すると，まず，ＹＭ

場のポテンシャルからａ型の方が内側に構造ができる傾向にあることがわかる．また，同じホラ

イズン半径でも，質量関数ｍはａ型の方が大きくなっている．関数６は♭型はａ型に比べて非

常に小さくな・ているのがわかる．δは重力ポテンシャルに関連した量であり，これから♭型は

重力ポテンシャルが浅く，ａ型は深くな･っている．

　図3.10，図3.11にホライズン半径を尨＝0.5に固定し，非可換場の質量μを変化させてみた．

ａ型の方にはμ＝０のcolored black hole も描いてある．ここでμがブランク質量ｍ。よりも小さ

い近似を考えよう．これを低エネルギー近似と呼ぶことにする．低エネルギー近似ではａ型の解

はcolored black holeに，ｂ型の解はSchwarzschnd black hole に近づいているのがわかる．また，

ａ型のＹＭ場の変化を見ると，Procablack hole とcolored blaek holeではその減衰の仕方が定性

的に異なっている．これはProcablack holeでは非可換場が質量を持つので，理論にスケールが

入ったためと思われる．
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図.3.9:　b型のProca black holeの場の振舞いを示した.71＝1，μ＝0.01mg｡とし，ホラ

イズン半径を尨＝0.2（実線）0.6｛点線｝1.0（鎖攘）とした･（a）はプロカ場tむ，（b）は質量

関数m，〔c〕は関数δである．図3.8と比-゛ると，ａ型の方のｍが大きくな･っているのがわか

る．また，ぶの絶対値も大きく，重力ポテンシャルが深くなっている．

3.2、中性の非可換ブラックホールＨ（質量を持つ非可換場の場合）閃1クイプノ
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図.3,10: a型のProcablack holeの場の振舞いを示した.n＝1，λh＝0.5とし，非可換場

の質量をμ/g。＝0.05（実線）0.10（点線）0.15（銀線）とした･（a）はプロカ場ｇ．〔♭〕は質

量関数ｍ．〔ｃ〕は関数ｊである．また，比較のためにcolored black hole （一点鎖線）も描い

た．μ-→Ｏの低エネルギー極限ではａ型のProca black hole はc｡lored black hole になる．

均
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図.3.11:　♭型のPr｡ca black hole の場の振舞いを示した．ｎ＝１，み＝0.5とし，非可換温

の質量をzj/g，＝0.05（実線）0.10〔点線〕0.15（鋼線）とした･〔a〕はプロカ場凹，（b）は質

量関数m，〔c〕は関数δである．また，比較のためにcoloredblack hole（一点銀線）も描い

た．μ→０の低エネルギー極限では♭型のProcablack hale はSchwar2sdlnd black ho】eに

なる．

j.2.中性の非可換ブラックホールＨ（質量を持つ非可換場の場合）LNIIタイプノ

４

３

　
２

♂
Ｊ
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０ ０．５ 　１

ｇｃＧＭ

１．５ ２

図.3.12:　71＝1のProcab】ack hole の質量Ｍとホライズン半径り,の図である.μ/g。＝

O.n5mJ･，0.10mj･，0.15m・の場合である．比較のためにSchwarzschild b】ackh｡leとcol｡red

black hole も記した．実線は♭型，点線はａ型の解である．点Ｃでａ型と♭型の解は一致し，

くさぴ構造を作る．そして，それよりも大きな質量の解は存在しなくなる．
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　質量とホライズン半径の関係を図3.12に示す.Proca black hole は次の性質を持つ．ｒ｡→０の

極限では２つの粒子解が存在する．１つは重力がない場合，すなわちミンコフスキー時空でも存

在する粒子解（これを，プロカオンと呼ぶ）．もう１つはＢＭ解と似た性質を持つ解である．こ

の２つの粒子解から延びているブラックホール解の枝〔ａ型，ｂ型〕はある臨界ホライズン半径

rh,.で一致している．そして，質量は最大値Ｍ。になる．この臨界点をこえると非自明な解は存

在しなくなる．また図3.12は臨界点でくさび型を形成している．

　以上のように大きな半径の解が存在しないことは，Pr･ca black h･1eの進化に対して次のような

シナリオを与える．ここではプラックホールの蒸発などの量子効果は無視とすることにする．た

だし次章で議論するように量子効果は非可換プラックホールの進化において重要な役割を果す．ま

ず，ブラックホールの周囲に物質が分布しているとする．すると，それらはホライズン内に落ち

込み，その結果として，ブラックホールの質量及び，ホライズンの半径は増大する．そして，ホ

ライズン半径が上述の臨界値を超えるとProca black hole はSchwarzschnd black hole に変化す

る.Procablack hole の質量ＭがＭ｡を上まわるので，Procablack holeのままでいられなくな

るのである．このときプロカ場の“毛”はホライズンの中に落ちていくと考えられる．このような

意味においては，周りの環境が真空でないかぎりProca black hole は安定でないと考えられる．そ

して次章で議論するが，興味深いことは臨界値のときのProcablack holeの表面積が，同じ質量

のSchwarzschnd black hole の表面積よりも小さいことである．したがってProca black hole から

Schwarzschnd black hole に進化するとき，プラックホールの表面積，すなわちエントロピーが鋭

くジャンプする．これは，１次相転移と考えられる．

　図3.12を見ると，低エネルギー近似でａ型の解がcolored black hole に，ｂ型の解がSchwarzschild

black holeになる様子がよくわかる．逆に高エネルギー近似をとると，μ～mj･/!7,のあたりで両

方の解は消えるている．

3.2.2　sphaleron black hole

　グラショウ・ワインバーグ・サラムの標準理論は電磁相互作用と弱い相互作用を統一すること

に成功したが，さらに多くの興味深い現象も提供した．それらの１つがスファレロンである．ス

ファレロンはD.Dashen，B.Hasslacher，A.Nuveu　（DHN）によってヤン・ミルズ・ヒッグス

（ＹＭＨ）系におけるエネルギー汎関数の鞍点として発見された［50, 51, 52１.鞍点上の解なのでス

ファレロンはトポロジー的に不安定である．スファレロンはインスタントンのように真空と真空

の間の遷移を引き起こすので，多くの注目を集めた．標準理論ではインスタントンによる遷移確

率は指数的に極めて小さく抑えられているので，実質的にゼロであるが，スファレロンによるも

3.2.中性の非可換ブラックホールＨ（質量を持つ非可換場の場合）旅Ｈタイプy 43

のは，系の温度が十分に高ければフェルミオン数の破れの大きな振幅を持っている【53,54,55】･

　以下ではアインシュタイン重力を考慮したアインシュタイン・ヤン・ミルズ･ヒッグス(ＥＹＭＨ)

系で，スフアレロン解について議論する【48,49】･

ＥＹＭＨ方程式と境界条件

sphaleron black hole解を導く出発点は次の作用汎関数である．

タ＝ ﾌﾞd4へ/二八古 副詞－

１

順1
6

ｙ

- で

ｐ
μ

TrF2 －
去(ら１)↑(ｐり)

一

一 ∂μ十？・Åμ

Ｆ　=ｚ　ｄＡ十Å∧Å

Ｆ（・）＝λ (が4にj)2

六郷剌」 (3.50)

(3,51)

(3.52)

〔3.53〕

である．Ｆ，λはそれぞれＹＭ場の強さ，ＹＭポテンシャル，liは複素２重項ヒッグス場，λと・

はそれぞれヒッグス場の自己結合定数と真空期待値である.〔3.50〕は標準理論のポソンの部分で

ワインバーグ角をゼロにしたものである･(3.51).〔3.53〕を用いると(3.50)は

／　
＝

　
Ｓ d4J､/ﾆづ古到g)一浪 －TyF2一二

ヨ　　　47r
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となる．ゲージ場の質量はμ＝!7Jで与えられる．

　ＳＵ(２)ＹＭポテンシャルは(3.39)で'tHooa-Polyakovの仮定：ａ≡０をおいた

Åニド々十{血に{1十〇7φ}J十{{1十割7″十かφ}si�白

(3.54)

(3.55)

を用いる.colored black hole のときはゲージの自由度を用いて６をゼロにしたが，ここではその

まま残しておくことにする．

　系が静的なときには&,j,�ま動径座標rのみに依存した関数となり，場の強さＦを計算すると，

ぐー

＋

わ一字）
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となる．

　最も一般的な複素２重項のヒッグス場は，関数ハとSU開の値を持つ4を用いて

剌ぷ)＝
ふexp【－7･

･ むj】1

―
０

た(j)/『

ｊ

(3.57)

で表わされる．球対称なＥＹＭＨ解を見つけるときには，（3.57）をつぎのように書き換えておくと

便利である．

ゆげ） 一

一

土
石

―

総(の十叫1げ)

φげ)－iめげ)

ｊ

(3.58)

ここで４つの自由度をスカラー関数φとベクトルψに分けた･(3,58)を作用汎関数(3.54)に代入す

ると，

ダ　
＝
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一言(φ2十|網2－j)白

∂憚十φ∂聚一φ∂″Γφ）

となる，ここで球対称解を求めるためにヒッグス場に次のヘッジホッグ型を採用する．

　
＝
　
　
＝

φ
　
φ

これは(3,57)の形のヒッグス場に対しては

似ぶ）

だけ）

ハ(7，

φ(r，

1)、

印

一
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一一

MΓμ)、

･y(r､印

(3.川

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

に相当する．

　ここでＹＭ場ポテンシャルの関数６を消さなかったことを思い出してもらいたい．そのために

ゲージの自由度がまだ１つ残っている．これをヒッグス場のほうで用いることにする．つまり，

とする．これは･y E 27rに対応する9.

ψ(r,幻
一

一

一

０
(3.64)

　9(3.64)の代わりにφ(ｧｊ)≡Ｏとしてもよい，この場合は7≡利こ対応しており，２つの関係はゲージ変換で結ばれ

ている．
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　静的球対称なメトリックとして(3.1)を用いて，作用汎関数(3.59)の変分をとると，次のＥＹＭＨ

方程式が得られる．
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(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(M9)

(3.70)

ここで3.1節で定義した無次元の結合定数心,および無次元関数fl,fを用いた.2X＝rひである．

　これまではすべて一般的な場合について述べてきた．しかし，この節ではもう少し簡単化を行

い，ＤＨＮスファレロンタイプのブラックホール（sphaleron black hole）を考えることにする．よ

り一般的な場合については次節で議論する.

　sphaleron black holeでは次を仮定する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d＝0，6≡0　　　　　　　　　　　　　　　(3.71)

要するに，colored black holeに複素２重項のヒッグス場が加わ．たことになる．こうして力学的

な自由度はみとｇの２個になる．

　次に境界条件を考える．まず，関数ｍとδの境界条件としては(3.2)～(3.6)を用いる．またｇ，

＆の無限遠での振舞いは，系のエネルギーが有限にならなければいけないので，

ｗ　→　士1 (3.72)
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図.3.13:　yl＝1のspha】ernn black hole の質量Ｍとホライズン半径･,1の図である.1＝

n.125/jとし，IJ＝0.1,71.，0.2,71.，0.3,n。の場合である．比較のためにSchwarzschild hlack

hnleとcol｡red black hole も記した．実線はｈ型，点線はａ型の解である．定性的にPraca

b】ackholeの場合とよく似ている．

た　→　Ｕ (3.73)

となるべ3.73)は無限遠でヒッグス場の対称性が破れていることを表している．ホライズン上で

は(3.67)と(3.69)より，

の関係がある．こ
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(3.74)

(3.75)

(3･陶

である．したが・て，数値計算を行う際のシューティング・パラメータはむJj,と心の２つになる．

ＥＹＭＨ方程式の解と時空の性質

　実際に数値計算で方程式系を解いていくのだが，シューティング・パラメータが複数個になる

と，一般的にcolored black hole で用いたような反復法は使えない．もしくは，反復法は可能なの
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かもＬれないが，反復するときの判定条件が明らかでない．したがって，ここでは次の方法を用

いた．

　まず，シューティング・パラメータtQと尨の最大値(tむr°，昭‘)と最小値(tjrl"･，弓削

を決める．そしてこの２次元ﾉ゛ラメータ空間をｍｘｎ個の格子に分けて，{(４｡，４．ｊ)１１≦ｉ≦

ｍ，１≦ｊ≦ｎ,哨.1＝喊“71，9j,．.＝gr¨，収1＝ゐrj‘'l，1りj..1＝たr2}とする．つぎに，それぞ

れを初期値にして場の方程式〔3.65〕～(3.70)を解いていく．そうすると，真のパラメータの値か

ら離れた境界値を与えたところでは，場の関数が発散するなり，質量が負になったりと物理的に

あり得ない振舞いを示す．そこで，以下の条件のうち，どれか１つでも該当したら，それは解の

候補から除外していく．

1･圃＞１

２．八＞り

３．ｙ＜０

４ ｍ″＜０

5づ1－列くｏ

１はＹＭ場が（3.72）の境界条件を満たすための必要条件である，２と３はヒッグス場が単調に真

空期待値に近づくための条件である．４は局所的にマイナスのエネルギーが存在しないことを表

してる．５はホライズンより外では時空が正則になることを保証している．

　このようにして積分していくうちに，ほとんどのものは除外され，例えば（剔,,,.油り,）の初期

値で打ち出したものが最も大きな積分変数ｆの値まで生き残る．しかし，これも真のパラメータの

値ではないので，そのうちに上の１～５の条件に抵触する，そこで（切,,.,.,ゐ1,j.）を解のパラメー

タの候補とし，これを中心にgri”･＝g･･j･ -1， tlJr“＝哨l,･･+1. 1Zr“＝IZ･1,･･-･，llr“＝4･･÷･

（&はm/2J以下の，1はn/2以下の整数）の間でﾉ巧メータ空間をとり，同様のことをしていく．こ

うしてパラメータ空間で最もらしい境界値をしぽっていきsphajeron black hole解を求めていくの

である．

　こうして解を求めた結果Proca black hole のときと同様に２つのタイプの解が存在した．重力

質量Ｍとホライズン半径r,,の関係を描くと図3.13のようになる．いくつかの真空期待値のものを

描いた．図より，２種類のタイプの解が存在しているのがわかる．ホライズン半径が大きいほう

をａ型，小さい方をｂ型と呼ぶことにする．このａ型とｂ型はProcablack holeでの分類と同

じで，似た性質をしている．ａ型と♭型は臨界重力質量j1らで一致してその先は解がなくなって
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いる．これもProca black hole と同様の構造で，進化などに関しても似たような結論が得られる．

また，図3.13の解はＹＭポテンシャルのノード数ｎ＝１の解のみを示したが，パラメータによっ

て，ｎ＝２，３等の解も存在する．ただし，ｎは有限である．

3.2.3　new sphaleron black hole

　ＤＨＮスファレロンが発見された後に，より一般的な仮定，つまり(3.56)のままのゲージ場で新し

いタイプのスファレロン解が発見された｢56｣.この解はヒッグス粒子の質量が大きいところでしか

解を持たないが，場の振舞いは複雑で，ＤＨＮスファレロンに比ぺてエネルギー的に低い値を持つ．

そのために新しい解はＤＨＮスファレロンより安定といえる．また，新しい解はnon-contractible

loopを持たないので，フェルミオン数非保存の過程には寄与しないことがわかっている．

　この節では自己重力をともなった新しいタイプのスファレロンを考え，粒子解とブラックホー

ル解について議論する【57】.用いる方程式は(3.65)べ3.70)であるが，シューティング・パラメー

タは粒子解の場合はd'(0)，♂(0)，ll'(0)，ブラックホール解の場合は心，９｡心といずれにして

も３個存在し，パラメータ空間は３次元になる．原理的にはsphaleron black holeの場合と同じ様

に解くことはできるが，３次元パラメータ空間で解を求めることは，コンピューターの計算時間

の問題や解の候補の判定の問題もあって，なかなか難しい．そこでヒッグス場の結合定数λに次

の仮定をおく，

λ→∞ (3.77)

この極限では場の方程式を1/Åで展開するとわかるように，ヒッグス場は全時空で定数：刎ｧ)≡む

となり，ＹＭ場の関数帥')と剣r)のみが非自明になる．このような仮定をおいたことには数値

計算が簡単になるという以外にも理由がある．１つは，重力を考えない場合ヒッグス粒子の質量

が結合定数に依存したある臨界値よりも小さくなると，新しいスフアレロン解はなくなってしま

うことがわかっている[56卜そこで重力を入れた系でも同様のことが期待され，大きなλを用いる

ことにする．新しい解とＤＨＮスファレロンとを比較する場合に，入→(x)のときが最も顕著に違

いが現れるからである．もちろん人が有限の場合と入→∽では解の振舞いは定性的に同じになっ

ている．また，実験から自己結合定数λの制限はなく，どのような値にとっても一概に間違ってい

るとはいえない．
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粒子解と時空の性質

　まず，粒子解から求めることにする．メトリック関数の境界条件は〔3.2〕ぺ3.3)，(3.5)，(3.6)を

用いる．中心でのｍの値は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m(0)＝0　　　　　　　　　　　　　　　(3.78)

となる．場の関数のほうは，中心で正則であり，系のエネルギーが有限にならなければいけない

ので，

j＝O、uﾉ＝－１

ｄ＝０、ｕ７＝－１

ａｔ　。＝０

aS　r→CX）

(3.79)

となる．また�(0)はゼロになることが中心での展開でわかり，したがって，シューティング・パ

ラメータはd'(o)，�'(0)の２つになる．

　数値計算の結果２つのタイプの解が得られた．それぞれａ型，ｂ型と呼ぷ．図3.14と図3.15に

gゐ＝1.0，tJ＝0.2の粒子解の周りの時空構造を示す．図3.14がａ型，図3.15がｂ型である．

両者を見比ぺるとａ型よりもｂ型のほうがＡＤＭ質量が小さく，♭型の方が安定であることを暗

示している．ｂ型の解の時空は平坦な場合の解と質的によく似ており，これは重力が弱い近似では

両者が一致することをよく表している．一方ａ型の解は重力があるときにのみ存在する解で，し

たが．て，本研究で初めて求められた解である．

　図3.14，図3.15にＹＭ場のコンプトン波長(～1/灸tJ)を矢印で示した．ｂ型では非自明な構

造は矢印を越えて広がっているが，ａ型ではコンプトン波長よりも内側に構造が集中している，こ

れから，ａ型では重力が効果的に働き，構造をコンパクト化していることが予想される．そのため

に重力が弱くなると解がなくなってしまうのである．メトリック関数δを比較してみると，ａ型

の方がｂ型よりも非常に大きくなっている．如が重力ポテンシャルに関係していることを考える

と，ａ型の解の周りの重力ポテンシャルがとても深くなっていることがわかる．これは中心への構

造の集中化と一致した振舞いといえる．

　粒子解の場合，ＤＨＮスファレロンと新しいスファレロンには明らかな違いがある．図3.16に

new sphaleron black holeのＹＭ場のj42とF2をrの関数として示した．結合定数と真空期待値は

gJP＝1.0とIJ＝0.2にしている，またｂ型の解だけ描いた．新しいスファレロン解では原点で

j42もF2も有限の値を持ち，それからrのべきの関数で減衰している．しかし，ＤＨＮスファレロ

ンでは〔3.67〕を1/λで展開すればわかるように，原点ではll＝0，その他すべての点では11＝・こ

ならなくてはいけない．そのためヒッグス場の運動量項やポテンシャル項は発散し，原点は特異

になってしまう．新しいスファレロン解ではそのような不連続性や特異点などは見られない．
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ブラックホール解と時空の性質

　次にブラックホール解(new sphaleron black holeと呼ぶ)について議論する，

　メトジック関数の境界条件は(3.2)～(3.6)を用いる．場の関数の境界条件は，無限遠では粒子解

の場合と同じであり，ホライズン上では，

リ八

心

の関係がつく．ここで，

(み

一

一

一

一

＝１

奴心

屁1収

卜山一
司一応一琴.2(1＋4

-

ﾄ(1一司一心)-･昏2.

　
凪

／Ｊ
川
－
Ｊ

／白

(3･鯛

Ｇ瓦

ｿt{レ(ぺ＋吋)}≒誉い卜(1＋ぺ)2}

(3.81)

(3.82)

したがヽて，シューティング・パラメータはtQと心の２つになる．

　数値計算の結果，粒子解と同様に，自明な解の仙に２つのタイプの解が存在した．それらを図

3,17，図3.18に示す．両方ともl,＝0.2とし，いくつかのホライズン半径の値の解を描いた．図3.17

をａ型，図3.18を♭型とする.sphaleron black holeと比較をするために点線でDHN sphaleron

black hole解も加えた．このときのDHN sphaleron black holeはλ＝cx,のものを描いている．こ

こで/は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/＝，/j埓7　　　　　　　　　　　(3.83)

で定義されるものでＹＭポテンシャルの･‘大きさ"に相当するものと考えてよい.sphaleron black

holeでは･1≡0なので／＝|祠となる．したが･って，ｇ＝０になる点で折れ曲がって常に正の領域

に存在するのである．一点鋼線はnew sphaleron black hole解の/である.new sphaleron black

holeではこのように微分不可能な点は見あたらない．また，ａ型では，sphaler｡n bla＆holeと

new sphaleron black holeとはほとんど違いがないことがわかる．

　図3.19にそれらの質量をホライズン半径の関係を示した.rA＝0は粒子解になっている．ブラッ

クホール解は粒子解につながっている．そこで，粒子解のａ型，ｂ型のタイプ分けをそのままブ

ラックホール解にも適応する．ａ型と♭型の解はM｡．＝1.088!7.m。，(t･＝0.2m･/g｡)で一致し，

くさぴ型をつくる．これよりも大きな質量の非自明解は存在しない．図3.19にはＤＨＮスフアレ

゜ンも描いた．同じホライズン半径ではnew sphaleronblack holeの方が小さなＡＤＭ質量を持

つことがわかる．つまり，new sphaleron black hole の方がエネルギーが低いので，より生成され

易いということである．この性質については宇宙論との応用なども含めて現在議論中である．真

空期待値IJを小さくしていくとａ型の解はc･lored black holeへ，ｂ型の解はSchgyarzschild black
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1.0 1.2

図.3.19:　new sphaleron black hole の質量Ｍとホライズン半径711の図である.1＝0.2，

λ/j＝(x⊃にした．ｃにくさぴ構造が現れ，ここで質量が最大になっている．これを超えると

非白明解は存在しない．比較のためsphaleron black hole も描いておいた．点線がａ型，実線

がｂ型である．どちらもne誦zspllaleron black hole の方が大きなホライズン半径を持つこと

がわかる．
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holeに近づいていくことを確かめた．逆に77を大きくしていくとある臨界値で非白明解はなくなっ

た．これは非可換場の質量がμ=こﾀ.むで与えられるため，Proca black hole の議論での低エネル

ギー近似，高エネルギー近似に対応している.

3.2.4　Skyrme black hole

　1960年の初め，スキルムにより，核子は中間子場のソリトン解として記述されるというソリト

ン描像に基づく核子の模型(スキルム模型)が提案された[581.現在のハドロン物理学の基礎理

論は量子色力学(QCD)であると考えられているが，スキルム模型は，低エネルギー領域で物理

量がＱＣＤと一致する有効理論という地位を持っている．

　曲がった時空でのスキルム理論，つまりアインシュタイン・スキルム(ES)系で，ブラックホー

ル解か存在するのではないかと，摸索が始まったのが1986年[59,60,61jごろ，そして，数値計

算でSkyrme black hole解が求められたのが1991年である[62,63,64,49].Skyrme black hole

はcolored black hole の次に発見された非可換な‘‘毛"をもつブラックホールであるが，以下で説

明していくように，かなり異なった性質を持っている．その中で最も注目すべき特徴は，動径方

向の線形摂動に対して安定な解が存在することである[66,67J.　したがって，より現実味があり，

Skyrme black holeはブラックホールの無毛仮説の反例になる可能性のある有力な候補といえる．

ES方程式と境界条件

スキルム模型では次のようなSU(2)XSU(2)不変な作用を考える1o.

s＝/たい万古R(g)＋jﾄﾞT42一言T,F2｣ (3,84)

ここでＦとÅは，それぞれ場の強さとそのポテンシャルである．また，八と93は結合定数である．

スキルム場を原子核のモデルとして扱う場合には，ムは7r中間子の崩壊定数という物理的な意味を

持つ・91は以前に出てきた結合定数9cと次の関係がある．

　
＝

。
石 4摺

４クトル場の質量μはムと93を用いてμ＝yふで与えられる．

　ＦとÅはSU(2)の値を持つ関数びを用いて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Å　==　じ↑▽び

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｆ　＝　Å∧４

loSkyrme black hole でもSU(3)群を考え，その部分群を用いた解が考えられている叫51

(3.85)

(3.86)

{3.87}
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と表せる．ここでは静的球対称な解を求めるので，関数r7はヘッジホッグ型

じ岡
一

一 cosχ㈲＋isinχ(r)f7･f

をしているとする．ここでf7iはPaun行列で次の交換関係を満たす．

[cyj(ｱﾊﾟﾆ2iΣ巴月kCyk

　　　　　λ

(3.88)

(3.89)

Ｘは動径座標･のみに依存した関数，そして,=＝りrである･（3.88）を（3.86）と（3.87）に代入す

ると，

Å

Ｆ

＝　ixりy,み＋i(sin x cos xgys ＋sin2 ×47φ)dθ十ベーsin2xgys＋sinχcosxzyφ)sin∂dφ

一

一 4f (ysin2

十4i

がｱθ－ysinxcosMｱφ）

(x'sinχcosχfys＋x″sin2χfyφ

＆∧jθ

)＆∧sin㈲9－4isin2X(7μ0Λsin配φ

(3.90)

(3,91)

とな･って，ポテンシャルλと場の強さＦをXを用いて表すことができる．また，メトリックに関し

ては(3.1)を採用する．

　作用汎関数(3.84)の変分をとると，ES方程式：

ｊ戸
Ｔ

」　
り
Ｉ
ｊ

　
リ

　
＝�

ｙ
一

一 －Ｘ’
が２

レ λ/2

2示

一

１

ｊ

χ

ぞ2

z2ユ．ｓ

ｉｎ２

　　-

Ｅアー
岐

一
２

｛
e‾り2（

　　　　　+･

1煙ﾄ
ｙ

ソ

２

－e‾‰in2λ

ﾐsinx l ぐｔ １一差

Ｘ
１

２
Ｉ
几

λ２
sin2

)χ'sinx}j－e･

づ ○
2示

-

ざｿkcosxsin2

う

λ

ｊ

/2_L Sin2

2一

＝0，

Ｘ

１１

(3,92)

(3.93)

(3一列

が得られる．ここで，再びホライズン半径rゐでスケールを規格化して，無次元変数ﾃﾞ，71を用いた．

また，心≡7･A/[1//,!?,]であり，この理論の典型的なスケールとホライズン半径との比を表して

いる11･ /,/心＝g,り,を一定のままでj｡→0の極限をとる操作をし，cosxをｇとおいて，(3.85)

の関係を使うと，上の方程式系(3.92)～(3.94)はＥＹＭ方程式(3･圃～(3.18)に一致する．した

がって，Skyrme black hole はこの極限でe･lored black hole になるのである．

11前節の心とは定義が異なるので注意してもらいたい．
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　χに関しては．まずホライズン上でl-7r,7r]の範囲に限る．場の方程式(3.92)～(3.94)，または，

同じことであるが作用(3.84)は

　　　　　　　　　　　　　　　Ｘ→Ｘ十2h　O:integeo

の変換で不変である．ゆえに，Ｘに関するこの条件は一般性を損なうものではなV

　つぎに系のエネルギーが有限になることが必要なので，ｒ→ｘで漸近的に，

ﾊﾞr)一2扮

(3.95)

(3,96)

に近づくようにする．ここで１は整数である･111は，粒子解であるスキルミオン解のまつわり数

(windjng number)を表してる．ブラックホール解のときは粒子解の場合と時空のトポロジーが

異なっているために，全く同じようにはまつわり数を定義できない12.したがって，ここでは次の

量を考える.

　　　　　　　　　　　　　　w1≡去lxi－x([x])－sin(XJ　　　　　　　　　(3.97)

こうして定義されるW1は，粒子解に対しては整数であり，まつわり数に一致するが，ブラック

ホール解ではもはや整数ではない．しかし，W1は|ゐ|に近い値をとるので，ここではブラックホー

ル解においても１を“まつわり数"と呼ぶことにする，

　ホライズン上では(3.94)から次の関係が導ける．

威 一

一

sin2X瓦 Ｏ守）
(3.98)ぐ

１十辿宋う(匹g2がsin2M 脊 sin4

したが･って，ホライズン上での自由なパラメータはX｡ただ１つとなる。

・）

ES方程式の解と時空の性質

　上に述べた条件のもとでES方程式(3.92)～(3.94)を解く．シューティング・パラメータはＭ

ただ１つなので，colored black hole のときと同様に解を求めることができる．数値計算の結果，

２つのタイプの解か存在することがわかった．これらはProca black holeのａ型，ｂ型と似た性

質を持つので同様にａ型，ｂ型と呼ぶことにする．

　また，他の解と同様にスキルム場χのノード数ｎによって特徴づけられる有限個の解が，それ

ぞれａ型とｂ型に存在することがわかっているf64].さらにSkyrme black holeはまつわり数た

によっても特徴づけられるために，２個の指標を持つことになる．

　12粒子解の時空のトポロジーは茫である．ところがブラックホール解の場合にはホライズンがあるために、時空の

トポロジーは異なって、R3－B｀となる．まつわり数はトポロジー不変量であるか、R3 － B3のトポロジーでは自明に

なってしまうため、通常の定義で計算するとまつわり数はすべてゼロになる、
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３．３　　帯電した非可換ブラックホール｢CIIタイプ｣

　マグネティック・モノポールまたは単にモノポールは最初U(1)ゲージ場の系でディラックによヽ

て議論された[681.'tHo�tとPolyakovはＳＯ(３)ＹＭＨ系で異なるタイプのモノポール解を発見

した169].その後，大統一理論(ＧＵＴｓ)基づいた相転移でこの種のモノポールが必ず現れること

が分かった．それはＹＭＨ系における非自明な構造なので，多くの興味深い研究がこれまでにな

され，さらに，現在も進められている．

　それらの研究の重要な結果の１つは初期宇宙におけるインフレーション･シナリオである【70,71】･

宇宙初期におけるモノポールの熱的生成は通常のビッグ・バン・シナリオと相入れないので，こ

のモノポール問題を解決するためにインフレーションが提案された．その結果，現在我々の宇宙

では観測できないぐらいの量までＧＵＴモノポールは少なくなっている．しかしながら，宇宙の

初期段階で，まだ知られていない重要な効果が存在するかもしれない，例えば最近A.LindeとA.

vnenkinは．ブランク・スケールではモノポールのような位相欠陥の内側でインフレーションが

起こるという新しいシナリオを提案している【72,73】.

　GUTs理論またはブランク・エネルギーでのモノポールは非常に重いので，その重力的効果を無

視することはできない．そこで最近P.Breitenlohner等【74】，K.Y.Lee等[75]，M.E.0rtiz[761

はＥＹＭＨ系で自己重力を伴うモノポールやそのブラックホール解(monopole black hole)を発

見した．宇宙の歴史におけるこのような天体の役割はまだ明らかになっていないが，基礎的な観

点からいくつかの重要な結果が得られている．例えば非自明な構造の存在のために，自明なRN

black hole解は不安定になるなどである．

　この節では非自明な構造の普遍的な描像を与え，宇宙初期における役割を議論するために再解

析を行う【77】，

ＥＹＭＨ方程式と境界条件

　ＳＯ(３)ＥＹＭＨ系は次の作用汎関数によって表される13.

－

-

ｙ

- で

Ｓ ドハ=jl玉 沢一

　j憐

Z)μ(P

そ瓦．

一一

一一

Ｆ゛凹 1p
μΦ4£)μΦ゛－

{((I〉“(P－j)2｣

ら司一心陽一み戸cべ甫

∂μφ“十あざみc/1tΦc

3,3.帯電した非可換ブラックホール岬Ｈタイプブ 63

である．Φ゜は実３重項のヒッグス場である.Z).は此変微分，!?.はゲージ場の結合定数，ｌとλは

ヒッグス場の真空期待値と自己結合定数である．

　メトリックは(3.1)を用いる．物質場に関しては，いわゆるヘッジホッグの仮定を用いる．
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　アインシュタイン方程式と場の方程式は作用汎関数{3.99}から導かれる．
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0.37088

図.3.22:　λ＝0.1の場合のモノポールのj－M図．点線はextreme RN b】ackhole である．

となる．ここでc。とＱは定数である．ブラックホール解の境界条件は，無限遠では粒子解と同じ

である．ただしホライズン上では(3.4).(3.5)を採用する．さらにホライズン上では

？ん

似

一

一

一

一

心(レペーた沢)
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2而2引2ぐ(1－ぺ)2＋4岬かE紬(九卜副一尨

(3.n5)

(3.116)

となる．粒子解ではらとcゐ，ブラックホール解ではlj1と心がシューティング･パラメータになる．

　現在までに幾つかのグループが自己重力を伴うモノポールとそのブラックホール解について調

べ，複雑で微細な構造を明らかにしている．ここではそのような性質をまとめてみることにする．

モノポール解と時空構造

　P, Breitenlohner等【74】，K. Y. Lee 等【75】とM. E. 0rtizl761 は基礎方程式(3.107)～(3.110)

を境界条件(3.111)～〔3.114〕の下で解き，自己重力を伴うモノポール解を求めている。その結果，

真空期待値剖こは最大値i3，。があり，それ以上の値では自明なRN black hole を除いて非自明

な解は存在しなくなる．Ｘ＝０の場合ではj。｡。～0.3958になる14.臨界値の存在は以下のように

14P.Breitenlohner等が用いている真空期待値刄,とここで用いているIJとはjf，＝yiigの関係がある．
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図.3.23:　monopole b】ackh�eの質量とホライズン半径の図．

腺はRN black hole の場合である．
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１でi＝0.05である．点
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考えられる．モノポールの質量とその核の半径はそれぞれ～47rむ/ぬと～頃いである．したがっ

てむが大きくなるとモノポールの半径は小さくなり，逆に重力半径(87rG好g｡)は大きくなる，そ

してモノポールの半径は実質的に重力半径より小さくなり，lﾉ～ｍバゾ蘇辺りでブラックホール

解へと崩壊する･ﾀ,≪１の場合エネルギー密度は～ゐj4≪mちで表されるので，量子重力の効

果を無視できる．

　ビックス場の結合定数λが小さいときには臨界値偏．付近では異なる質量を持ったモノポー

ル解が存在する(図3.22).質量が大きい方の解はi}＝瓦大．.(＜‰．)でなくなる．このとき解

はextreme black hole になる．

　２つの興味深い極限的な場合が考えられる．１つはＧ＝Ｏである．基礎方程式でj＝oにする

とG＝0，すなわち，重力なしのミンコフスキー空間での解になる１５．ｊ＝Ｏかつ入＝0，すなわ

ちBogomo1'nyi一Prasad-Sommerfeldの極限では[鯛，解析解

剣F)＝

－
「

sinhf

ﾊげ） 一

一 cothデー

１

一
’
ｒ

(3.117)

が得られる，

　もう１つはl,→0である。非可換場の質量はμ＝g｡･なので，これは低エネルギー極限であ

lりはIJをを含んでいるので石＝Ｏはむ＝０を表してはいない．
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る．Ｇを固定してtj -→0の極限では，上にあげた境界条件を満たす解はなくなる，そのかわりに

み≡０とおくと．もはやモノポール解ではなくＥＹＭ系の粒子解になる[２]．ＢＭ解の典型的な質

量はV/石Fmj･/!?,でこれは磁荷1/!?,を持ったextreme RN black hole と同じである．

　動径座標rの関数であるtjとＡが単調に変化する基底解の他にも，ＹＭポテンシャルuJのノー

ド数で特徴付けられる励起モードが存在する[74].i･→0の極限では中心付近の方はＢＭ解に近

づくが，．が大きいところでは境界条件が異なるので，違う振舞いを示す．

monopole black hole解と時空の性質

　ＲＮ解

　　　　　　　　　　祠r〕≡0，ぬ(r)≡1，m(r)－M一芸，列r)≡o　　　　(3.118)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　男『

は任意のiとXで常に存在する．ここでＭは重力質量である．一方，非自明なブラックホール解は

モノポールの場合と同様にある限られた真空期待値でしか存在しない.

　P. Breitenlohner等【74】は基礎方程式(3.107)～(3.110)を数値的に解き，m｡nopole black h｡1e

解を示した.K.Y.Lee等【75】は単純化したモデルにより，monopole black hole 解の存在を暗示

した．彼らはエネルギー密度分布を次のように仮定した．

ρ

１

po（＝const,）（rく瓦）

1/2ﾀｼ4　　（r＞珀

ここで7£はモノポールの核半径を表す．質量関数はこれを積分して

万　
㈲

　
ｍ 477う(r)＆＋m(o)

〔3,119〕

(3.120)

と衰せる．

　大まかに言うとmonopole black hole はそのホライズン半径（～ＧＭ）がモノポール半径〔～

1/,7,tJ〕よりも小さいときに存在する．そして，パラメータＸとｊによ．て様々な解が存在する．Ｘ

が大きい場合，例えばX＝1のとき（図3.23），RN解の枝16に加えてmonopole black hole解の

枝が１つ存在する．２つの解は分岐点Ｂで交わる，しかしながら，Ｘが十分に小さい場合，例え

ば瓦＝0.1のとき（図3.24），m･n･p･le black hole は２つの解の枝が存在し，くさび構造を形成

する.monopole bLack hole とRN black h｡leが交わる分岐点Ｂはこの場合も存在する．したが,っ

てＸが小さいときには３種類の解があることになる．

lsM－r5図に解をプロットすると趙ができるので，これを枝と呼ぶことにする．
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図.3.24:(a)monopole hlack hole の質量とホライズン半径の図，X＝0.1でi＝0.05であ

る．点綴はRN hlack hole の場合である.

{b}分岐点Ｂ付近でのmonopole b】ackhole のホライズン半径とRN black h｡le のホライズ

ン半径との差を示した．小さなくさぴ構造Ｃが存在するのがわかる．
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３．４　宇宙項入りの非可換ブラックホール[ΛIタイプ]

　これまでに見てきたように非可換ブラックホールは極めて小さいことがわかる．そのために，も

し実際にそれらが存在するならば，それは宇宙の初期の頃であろう．そして，宇宙初期には真空

のエネルギーがあると予想される．真空のエネルギーは宇宙項と考えても良い．また現在の宇宙

の観測において小さな宇宙項の存在が，銀河の数の観測をうまく説明することが指摘されている

[81]，したがって，この節では宇宙項のある系での非可換ブラックホール(cosmic colored black

hole)について考察する[82].またＢＭ解圖に対応する粒子解も同様に議論する．これらの解で

はコスモロジカル・ホライズンの存在を仮定し，その内側に局在化した粒子またはブラックホー

ルがあるとする17.そしてコスモロジカル・ホライズンの近くでは漸近的にシュワルツシルト・ド

ジッター解またはライスナー・ノルトシュトルム・ドジックー(RNdS)解に近づくとする．それ

ゆえに，新しい解はU(1)ゲージ場でのRNdS解からSU(2)ゲージ場への一般化になっている．

基礎方程式

まず，次の作用汎関数から始める．

／　
＝

　
タ

d与V/二万 |百と石(召－2Λ)－☆TrF21 (3.121)

ここでＦはＳＵ(２)ＹＭ場の強さ，g｡はＹＭ場の結合定数，Ａは宇宙項である．

　宇宙項が存在するため，時空は漸近的にドジッター解に近づく．そこで，メトリックは次の形

を用いる．

心2＝ (1ノ庶ﾌﾞｻｰｼうe-2吟)�十(1 －2G7㈲－1
う １

　面2十r2(dθ2＋sin2θか2)･

　　　　　　　　　(3.122)

これは，（3.1）と同様に静的球対称で最も一般的なものである．

　ＹＭ場は（3.13）の形を用いる．これはcolored black hole のときと同じく，静的でかつ電荷がな

い場合には最も一般的な形と言える18.（3.121）の変分をとると次の基礎方程式が得られる．
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(3125)

　17同じ系でコスモロジカル・ホライズンのない解も求められている[83,84].それらはちょうどアインシュタイン宇

宙(Einstein universe)に相当する解である.

　18colored black hole の場合と同様に，電荷と磁荷が両方存在するようなダイオン解は存在しないことが証明できる

[85]･

j.d.宇宙項入りの非可換ブラックホール/ΛJタイプj
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図，3.25:　粒子解のＹＭポテンシャルtgとメトリック関数ｍとδを座標χの関数として描い

た．実線はa＝g八/ax＝2.5，点線は．＝4.0の場合である.x＝．/2はコスモロジカル・ホ

ライズンである．これらの解は半球（0≦χ≦7r/2）で１つのノードを持･っている．中心付近

では場の振舞いはＢＭ解に似ている．図からわかるように，これらの関数のχに･⊃いての微分

はコスモコジカル・ホライズン上でゼロになっており，＝スモロジカル・ホライズンについて

対称になっている．
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ここで宇宙項Ａによって無次元化した量Ｆと飛を用いた．つまり、j=∃、/X､･。ilョ､/XGmで

ある．’はＦに関しての微分を表す．．ョ灸ﾊ/?7Xは規格化された結合定数で基礦方程式にただ１

つ出てくるパラメータである19.

粒子解と時空の性質

　基礎方程式(3.123)～(3.125)の解として，２つの種類を考える．１つはＢＭ解のような粒子解，

もう１つはcolored black h｡leと同じブラックホール解である．先に粒子解から扱うことにする．

　コスモロジカル・ホライズンがあるために，境界条件はこれまでのものとは異な･ってくる．ｒ＝０

の中心では

m（O）＝0

uﾉ（O）＝土1

l°ブラックホール解の場合はホライズン半径もパヲメータになる．

(3.126)

(3.127)
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u'(0) 一

一

０
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(3.128)

とする．基礎方程式(3.123)～(3.125)は7iJ一一ljの変換に対して不変なので、一般性を失うこと

なしに祠0)＝1を遭ぶことができる．数値計算においてはt♂〔0〕がシューティング・パラメータ

になる．

　コスモロジカル・ホライズン(r＝り)では関数ｇの値は自由にとれるように見えるが注意して

扱わなければならない．ここで新しい座標Xを導入するのが便利である．

ｒ二 j?sinx，（xE（0,7r/21）
(3.129)

ここでJRはコスモロジカル･ホライズンの半径（１＝４）でコスモロジカル･ホライズンはx＝7r/2

に位置する．時空は漸近的にRNdS解に近づくと仮定するので，X＝7r/2での境界条件は

必

一哉 こ
２Ｅ

＝０
(3.130)

となる，メトリック関数は研r｡)＝δ(x＝7r/2)＝Oとおく，実際の数値計算では6(0)＝0とおき，

後で座標ｔのスケール変換で元にもどす．また，Ｘ座標で書くとコスモロジカル・ホライズン上

でＹＭ方程式は特異になりているので，数値計算をするときには，原点付近では7･座標で，そし

てコスモロジカル・ホライズン付近ではトータス座標(tortoise coodinate).*を用いる．トータ

ス座標は
面

一面*

一

一 １－

２Ｇｍ

-

Λ一

一　３

(3.131)

で定義される．トータス座標を用いるとコスモロジカル・ホライズンは無限遠(r*一(x3)になる

ので，正則性を謨しやすい．基礎方程式(3.123)～(3.125)を書き直すと

d吼

一面*

�

-が*

ぐ う

一

一

一

一

一

-

１

-
ａ２

-

（ ⊇t
l
7
j

２

-
α貼

２

-α即

ぐ

寸寸
１

2丞

一

し午

-

う
戸

１
一
９
り

ぐ

１

－
３

（

dw

-＆*

白

が*

(1

う

２

２

－u内2

J戸‾

ぐう

(3.132)

(3.133)
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『

１ 子牛牛
(3.134)
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図.3.26: cosmic colored black hole のＹＭポテンシャルIJとメトリック関数ｍとざを座標X

の関数として描いた．実線はａ＝９ﾉyごX＝2.5，点線はa＝4.0の場合である．ホライズン半

径はともにr｡＝3oyxにしている･χ＝7r/2はコスモロジカル・ホライズンである．これらの

解は半球（o≦χ≦7r/2）で１つのノードを持っている．中心付近では場の振舞いはcolored

black hole に似ている．粒子解の場合と同じように，時空はコスモロジカル・ホライズンにつ

いて対称になっている．
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がある．これはドジッター解である．

　図3.25に非自明な粒子解を示す．これはＢＭ解のある意味での拡張になっている．ＹＭ揚が局

在している原点付近ではＢＭ解に似ている．解析の結果ＹＭポテンシャルのノード数ｎで特徴付

けられる離散的な解の族を発見した．漸近的振舞いは宇宙項の存在のためにＢＭ解とはかなり異

なるものとなった．ＢＭ解のＹＭ場はr-2よりも速いべきで減衰して，そのために大域的な磁荷

を持だなかった．しかしながら新しい解ではＹＭ揚は消えず，コスモロジカル・ホライズンを越

えて分布し続ける．そのためにr＝r｡で次の有効磁荷が定義される．

Ｑ｡汀 ゜ｽﾞﾉこ戸戸sil1θmφ (3.136)

したがって実際に時空は漸近的にRNdS解に近づいていくのがわかる．また，結合定数ａが小さ

くなると有効磁荷が大きくなることを確かめた．αが小さくなるのは＆が減少するか，Ａが大き

くなることと同等である．

　新しい解には慾界結合定数･．～1.75が存在し，これよりも小さい値では解は存在しなくなる．

d‰

-
が*２

のようになる．

　以上の境界条件の下で基礎方程式(3.123)～(3.125)，または(3.132)～(3.134)を解く．まず，自

明な解として，

　　　　　　　　　　　　　　　　g≡1，m≡0，6≡0　　　　　　　　　　　　(3.135)
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つまり，宇宙項が大きくなるか，結合定数灸が小さくなると非自明な解はなくなってしまう。これ

は次のように理解される。真空のエネルギー密度ρ｡｡μ!同じことではあるが，宇宙項A＝87rGp,,｡。

を持った一般相対論的完全流体を考えよう。完全流体の密度をpjとする。もしpj/ρ－≦2の場合

は流体は孤立した星のように局在化することはできなくなることがわかっている【861･

　では新しい解に対してＹＭ場の平均エネルギー密度を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿　　　　Ｍ

pyM三白ﾄﾞﾙjﾌﾟ
(3.137)

で導入する。ここで｡oはＹＭ場のエネルギーが半減する半値巾，すなわち有効半径である｡βyA，

とρ｡｡｡を比較すると，新しい解は

μｙＭ
ダ5

坏怯‾

となる．゛”1、と�hlの関係は(3.125)から

双儀
一

一

う
ぺ

Ａ
一
３

(3.138)

(3.139)

(3,140)
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図｡3.27:　c｡smic co】oredb】ack h｡leの質量Ｍとホライズン半径との関係の図である．ａ，６，

ｃ．ｄはそれぞれa＝!7/φi7X＝1o.0. 4.0， 2.2. 1.9で／が‘っいていないのが事象の地平線rh，

ついているのがコスモロジカル・ホライズンr｡である。また，比較のために,/?躇Q＝0.1と

0.25のRNdS black holeのホライズン半径を点線で，extreme RNdS black lloleを一点鎖諒

で描いた．ａ，ａ'とゐ，ゐ'の線は同じ磁荷を持，たR.NdS b】ackhole につなが・ているが，cj，

dJはextremeの線上で消えているのがわかる。

尚ac｀

で解がなくなる．この結果は完全流体の場合と矛盾なく，このような性質は宇宙項が存在する場

合にはどのような物質に対しても普遍なものと結論できる．

　ａに臨界値が存在する物理的な説明は以下の様である．自己重力をもつ非自明な構造のサイズは

ro～φi7/!?c，一方，＝スモロジカル・ホライズンの半径はrc～v/nixJである．もしro＞r｡つま

りa≦0(1)のとき，粒子解はコスモロジカル・ホライズンの中に存在し得なくなるのである．

ブラックホール解と時空の性質

　次にブラックホール解を求める．コスモロジカル・ホライズン上での境界条件は粒子解の場合

と同じである．事象の地平線上では関数δには(3.5)を用いる．また，ｍ｡は

r八

一２ ○

一心(1一司)
-

１＋Λ一六(レペ)2

が得られる．

　さて，以上の境界条件の下で，基礎方程式系(3.123)～(3.125)はシュワルツシルト・ドジッター

解脳≡士1)とRNdS解(g≡0)を自明解として持つ．

　非自明なブラックホール解の場の振舞いを図3.26に示す．ホライズン付近ではcolored black hole

の時空とよく似ているが，粒子解と同様にＹＭポテンシャル副ま－1にはならずに，ある値に収

束している．
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次に質量とホライズンの関係を図3.27に示す．ここでブラックホールの質量訂を

訂＝ｍ(削十
Ｑ陽
一
2rc

(3.141)

で定義した.cosmic co1Qred black hole は粒子解と『司様にコスモロジカル・ホライズン上で有効磁

荷を持ち，漸近的にRNdS時空に近づく．そのため質量関数ｍはゲージ場の寄与も含んでいる．そ

こでブラックホール質量の定義には，RNdS解のように，その分を差し引くのが最もらしいと思わ

れるからである．さらに，こうして定義した質量ＭはRNdS black hole の場合にはAbbott-Deser

質量（AD mass）【87】と一致している2o.ただし，cosmic colored black hole の場合にもそうなっ

ているかは明らかでない．

　一般的にRNdS解では内部地平線，事象の地平線，コスモロジカル・ホライズンと３つのホラ

イズンが存在する（図3.27で点線で示してある）．図3.27ではcosmic colored black hole の地象

の地平線とコスモロジカル・ホライズン（r。＞り,）を実線で描いた．ｎ,-→０の極限ではこれらの

解は粒子解につなが･っている．場の振舞いは結合定数ａの値によって異なる.α＞2.3の値では地

象の地平線の枝はRNdSへとつながり，そこで分岐点（bifurcation point）をつくる．この振舞い

はＥＹＭＨ系のm･nopole black hole に似ている.m･nopole black hole の場合はＲＮ解に続いて

いる.3.3節で述べたようにmonopole black hQle は興味深い性質を持･っている．そこで，cosmic

colored black hole も同様の性質を備えていると期待されるかもしれない．しかし，これはカタス

トロフィー理論によって禁じられている．第５章で説明するようにmonopole black hole はつぱ

めの尾カタストロフィ一に分類されている．これは３つの独立なパラメーターを必要とする．し

かしながらcosmic colored black hole の場合はそのようなパラメーターは結合定数aとホライズ

ン半径ｧ1｡の２つしかないのである.

　a＜2.3の値ではcosmic colored black hole の地象の地平線の枝はもはやRNdS解に届かず

に，途中で切れてしまう．これは=1スモロジカル・ホライズンの枝を見ると理由がわかる．枝の

端はextreme RNdS解の線に一致している.extreme RNdS解の線上では地象の地平線とコスモ

ロジカル・ホライズンとが縮退しているのである.cosmic colored black hole の質量が大きくな

ると，そのコスモロジカル・ホライズンの半径はRNdS解のそれよりも小さくなる，ところで，

cosmic eolored black hole はRNdS解と漸近的な振舞い，つまり境界条件が同じである．したが･っ

て，cosmic c�ored black hole もextreme RNdS解の点で消えるのが自然である．

　さらに結合定数ａが小さくなりa＜1.75ではcosmic col｡red black hole 解は存在しなくなる．

　2°AD majsは漸近的にドジッター解になる時空で定義される保存する質量で，漸近的に平坦な時空でのＡＤＭ ｍａｓｓ

に相当する．
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3.5　Higher C11rvature入りの理論の非可換ブラックホール[R21タ

　　　イプ]

　アインシュタインが提唱した一般相対性理論は，古典的な重力を記述する理論として信じられ，

今のところ，この重力理論に対する直接の反側はなく成功を修めている．しかし，量子化をする

とくり込みが不可能であることがわか，ており，重力の量子化が必要なブランク・スケールの物

理を扱うことはできない．一方，物理学の大きな夢として相互作用の統一がある．その中で電磁

相互作用と弱い相互作用はワインバーグ・サヲム理論として統一されている．また量子色力学で

記述される強い相互作用も同じくゲージ理論を用いた方式で，前者２つと大統一理論(ＧＵＴｓ)と

してまとめられそうである．しかしながら重力相互作用を含んだ統一理論は，多くの努力にもか

かわらず，未だになされていない．現在のところ，重力とその他の相互作用を統一するモデルと

して最も注目されているのが超弦理論である．超弦理論は相互作用だけでなく，すべての物質を

取り込んだ理論である．したがって，この理論を用いて重力に関する現象を調べるのは大切なこ

とである．

　超弦理論は非常に高エネルギーの領域でその効果が顕著に現れるので，極限的な状況での応用

がなされている．これまでの仕事の多くはinverse strinμension。″の１次までの項のみを含んだ

有効理論を用いて行われている．これは完全な超弦理論の複雑さに起因している．１つの応用は

弦宇宙論(stringy cosm･logy)である．弦宇宙論ではアインシュタイン宇宙論でのいくつかの未

解決の問題を解くことに成功した．例えば，特異点定理が要求するように，アインシュタイン理

論で必ず現れる初期特異点を弦理論では取り除くことができるのである．

　またもう１つの応用としては，この節でも考察するブラックホールがある．有効理論は重力(ア

インシュタイン・ヒルベルト作用とガウス・ポンネ項)，ディラトン場，アクシオン場，ゲージ場

を含んでいる．いくつかの項を無視すれば3.2.1節のdilatonic colored black hole と同じ解にな

る．これまで，この有効理論を用いてブラックホールに関係した多くの仕事がなされている．例

えば，3.1節に出てきたＥＭＤ系[45,461，アインシュタイン・ヒルー゛ルト作用にディラトン場と

リッチ・スカラーの２次の項が入った系【88】，アインシュタイン・ヒル゛ルト作用にディラトン場

とU(1)ゲージ場，ガウス・ポンネ項の系[89]，同じ系でα'を展開係数にして漸化式を求めて解く

方法[9o].さらにアクシオン場が入りた系[91,92]などがある．また，軸対称な系での解析f93]，

α'の高次の項まで取り入れたもの【94】などもある．ただしこれらのほとんどはα'の自乗以上の項

を手で落とした近似を用いていることを注意しておく．また，ＳＵ(２)ＹＭ場とガウス・ボンネ項

が入ったモデルでのブラックホール解は求められていない．最近，このような系では球対称な粒



76

子解は存在しないことが報告されているU鯛
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基礎方程式

　ヘテロティックな超弦理論で�の１次までを含んだ作用汎関数は

S＝/j4ら/Ξﾘ古沢(ﾀ)一言(▽０2－1e‾27が十首e‾9(公2 －TrF2)｣ (3.142)

となる･(3.142)はボソンの部分のみである.，7はディラトン場，jFはゲージ場であり，後で見る

ようにＵ田ゲージ場とSU(2)ゲージ場の両方を扱う.j7は3-formで，反対称テンソル３．を

用いて，

　　　　　　　　　　　　　　　g＝a4.屋(Ω3z一口3y)，　　　　　　　　　　　　　　　(3.143)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

と表せる.口3£とΩ3yはそれぞれLOrentz Chern-Simon項とYM Chern-Simon項で

Ω31

ぐ

Ｑ３ｙ　＝　Ｔｱ

aﾉ∧召一
A
ωΛωΛω)，

(ﾝ4AF－1j∧j∧j4)

〔3.144〕

(3,145)

である。ここでトレースは時空の誤字とゲージの添字でとるものとする。ω｡。＝(り)｀▽｡叫)μ

スピン接続である.

　i2はガウス・ポンネ項と呼ばれ，

公2 ＝瓦2 4五即五μ”十Ｒμｐｐ(すＲμリp(y (3.146)

である．この組み合わせは，くり込み可能な条件から出てくる21.また，メトリックの高踏微分が

出てこないという利点もある.･yはディラトン場の結合定数で？＝，/iである．

　時空は静的球対称とする．メトリックは(3.1)を用いるが．基礎方程式を導くまでは，計算の簡

単化のため次の形のメトリックを用いる．

（3.1）と比較すると

心2 一

一 e2゛け)e-2鰍)冶2十e‾2巾)＆2十r句θ2十r2sin2㈲φ2

e2巾)＝(1－2cﾔ㈲)

となる･（3.147）を用いるとガウス・ポンネ項は

″2づ

(3.147)

(3.148)

戸{～(4y2－5yが十が2十y/－(ﾄ{2y2－3霞″十δ'2十ｼﾞ/一勺}(3.149)

21μ2の項の前に定数倍がかかってもくり込みは可能である
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となる．メトリックに関する境界条件には(3.2)～(3.6)を適用する．

　ゲージ場はU(1)ゲージ場とSU(2)ゲージ場の２つの場合を考える．まず，U(1)ゲージ場の場

合であるが，ベクトル・ポテンシャルは次の形を仮定する．

y1 一

一 抑)直

これは電場のみが存在する形である，場の強さＦを計算すると

になる．境界条件は

Ｆ＝－ぶ冶∧＆

α~

ら

ー (ｒ→(ｘ))

(3.1鯛

(3.151)

〔3.152〕

となる.Q｡は定数で，電荷である．

　次にSU(2)ゲージ場であるが，(3.39)のベクトル・ポテンシャルを用いる．さらに，ゲージ変換

により６≡ｏとし，また場の方程式を用いると一般性を失うことなくｄヨ０とおける．こうして，

|

．

j＝φ･)Tμt一{1十剣ｧ}}7μ∂十{1＋剣r}}7回in㈲φ

となる22.場の強さを計算すると，

こなる．

Ｆ 一

一 (jTrdTΛ冶十�Tφd7∧dθ十�T9おΛsinθjφ

(3.153)

－(1－J)7μθΛsinQφ十(nlJΥμtAjθ十に7φ心∧sin㈲φ　　(3.154)

3-formの場Ｈ鉢叩はスカラー場（アクシオン場）＆を用いて次のように書き換えられる．

llμl,p
一

一

去e27りμ1･匹∂σ&

さらにビアンキ恒等式の双対を使うと，作用汎関数(3.142)の一部は

(3.155)

　　　－ｼ‾27″g・β″″＝－ｼﾞ‾27'∂μ∂“6＋11[叫･.(j?･β。JRぱ＋ち,j‰)1・　(3.156)

となる．ここで，時空が球対称でかつゲージ場がダイオンでなくモノポールのみのチャージを持っ

ている場合には，式(3.156)の第２項はゼロになる.SU(2)ゲージ場では電荷と磁荷に相当するも

のを両方残していたが，後でａ＝ｏにするので，上の条件が満たされる．そのためにアクシオン

22後でαΞＯにするが，ダイオン解を出すためには必要なので基礎方程式を導くまではαを入れておく
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場はただの質量を持たないスカラー場とみなせる．ところが，このようなスカラー場の毛はプラッ

クホールの無毛定理で存在が禁止されているので，ここではアクシオン場を省略することにする．

　以上の仮定により次の基礎方程式が導ける．
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である．プライムは刑こ関しての微分に変わっていることに注意してもらいたい．これらはSU(2)

ゲージ場の場合であるが，形式的に

とおけば，電荷を持ったU(1)ゲージ場の基礎方程式になる.(3.170)は非可換の項をゼロにする

事に相当している．Ｕ(１)ゲージ場の場合ａの式は

となる．これは境界条件(3.152)を満たしている．

　物質場の境界条件を考える．他の非可換ブラックホールと同じように，ホライズン上ではディ
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関数ｍ．（ｃ）は関数jである．質量関数ｍの傾きがホライズン付近で負にな･っている．また，

ホライズン半径が小さくなると関数δの値が非常に大きくなる．
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ができる．したが，て，ホライズンから積分していくときには，場の式に関しては，その関数の

値だけを指定すればよい．Ｕ(１)ゲージ場の場合，ホライズン上でディラトン場は
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となる，ここでｊ＝ぶe一y/4とおいた．ふと俵を決めれば♂(４)は最大３個の解ぺ＜弓＜べ

を持つことになる．ら＝Ｏのときには(3.173)は非常に単純になって，

となる．この解は
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(3ﾕ78)

(3.179)
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となる．後で実際に数値計算をするのだが，場の方程式(3.162)～(3.166)の解としては，U(1)ゲー

ジ場ではふチャージなしとSU(2)ゲージ場の場合では(7士の境界条件でしか解が見つからなかっ

た．一方，ＹＭ場はホライズン上では

の関係がつく．
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一

一

副1 一
一
2/

�）

(3.181)

W

μ．折Ｇ刑迢CUR以TURE入りの理論の非可換ブラックホール但21タイプフ

無限遠では，

ｇ－゛士1，σ→（ycz＝const.as r －4oo

83

〔3.182〕

となる．ただし，U(1)の磁荷だけを持った場合にはtjEOとする．ディラトン場に関しては無限

で,7＝0とするのが普通だが，これは動径座標のｒのスケール変換により実現される．つまり，新

しい関数

を定義する．こうすると，
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俵

‘tlc・
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７びｘ

(3.183)

り

俵

(3.184)

(3.185)

にすることで，基礎方程式(3.162)～(3.166)のf7を∂に置き換えることができる．ただし(3.185)の

ように電荷までスケール変換してしまうので，同じ値の電荷で異なるホライズン半径をもった解

を求めるには，やはり．7→0になるようにＱを探さなければならない．

　基礎方程式を導き，境界条件を決めたのであとは数値的に解けぱよい，しかし，その前に扱う

モデルを，もう１度まとめておくことにする．ディラトン場とガウス・ボンネ項についてはすべ

てに共通しているが，ゲージ場に関しては表3.3の４種類を考える．表3.3にはそれぞれのモデル

の力学的な場とシューティング・パラメータも記した．

表3.3: stringy black hole のモデル

なし (ア なし

U(1)電場 Cy
卿1

U(1)磁場 Cy なし

ＳＵ(２)ＹＭ場 どｱ7 1j t賤

(i)チャージなしの解

　まず，一番簡単なチャージなしの解を見ることにする．ゲージ場はa≡0,1j≡=4=1となる，図

3.28に場の振舞いを示した．それぞれの図に３本ずつ曲線があるが，異なるホライズン半径の解
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図.3.30:　stringy black hole の質量Ｍとホライズン半径raの図である．Ｕ(１)の電荷を持・

た解で，Q｡＝0.0,0.4，1.0の解を描いた．どの解も臨界質量が存在し，それよりも小さな解

は存在しない．また，臨界質量では榛の特異点が現れる．

を描いている．それぞれの図を見ると，ホライズン半径の小さい解の方がディラトン場が大きく

変化しているのがわかる．つまり小さいブラックホールの方がガウス・ボンネ項が効いてくるの

である．これは予想されていたことである．というのは，スケールが大きくなれば当然，系はア

インシュタイン重力で記述されるべきで，SchwarzschUd black holeに近づくのが自然だからであ

る．また，作用汎関数(3.142)のモデルはinverse stringtensi｡nα'の１次まで考慮した理論であ

るが･厳密に言えば．系の典型的な質量をmjl･とすると・め/ml,.で展開したことになっている．

そこでｍ。が大きくなるとガウス・ポンネ項が効かなくな･って，アインシュタイン重力が再現さ

れるのである．

　図3.28(b)をみると，ｍはホライズン付近で１度減少してから増加している．つまり，ホライ

ズン付近ではエネルギー密度が負になっているのである．これは数値誤差などではなくて，解析

的に基礎方程式から導くことができる．これをみてみよう．関数を次のようにホライズン上で展

開する．

(ｱ　＝(ｱ0十cy1(アーrhl)十ﾚ2(アー弘)２十‥

ｍ　＝　ｍｏ十m1(アー弘)十万m2(アー弘)2十

(3.186)

(3.187)

ＱＲ　ＨＩＧＨＥＲ（ﾌUR以ＴじＲＥ入りの理論の非可換ブラックホール但21タイプフ

これを基礎方程式(3.162)～〔3.166〕に代入すると

(ｱ１

m1

となる.(3.188)を(3.189)に代入すると

７ｎ１‾－

つべし石組
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一

一
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(3.188)

(3.189)

(3.190)

となる．この式の右辺は必ず負なのでm1は負になる．これは関数ｍの傾きがホライズン付近で

はマイナスになることを表している．エネルギー密度が負になることはチャージなしの解の存在

の本質的な点である．ガウス・ボンネ項をアインシュタイン方程式のエネルギー運動量テンソル

の源の項とみなしてみよう．もしエネルギー条件が満たされていると，スカラー場に関する無毛

定理によって非自明な解は存在しないことが導かれる．しかし，今の場合はそうではない．その

ためにゲージ場がなくても新しい解を得ることができたのである．

　図3.28（c）より，ホライズン半径の小さなブラックホールでは，ホライズン付近でδの傾きが

発散しているようになっている．これは後の議論で大切になる，

(ii)U(1)電荷を持った解

　図3.29にU(1)の電荷を持った解の場の振舞いを示す.Q。＝1.0とし，ホライズン半径を変化

させた．ディラトン場を見ると，チャージなしの場合とほとんど．依存性は変わらない．質量関

数はやはりホライズン付近で減少しているのが見受けられる．また，遠方ではチャージなしの場

合と比ぺてなだらかに増加している．これはチャージがあるためにゲージ場が,ヽ･l/r2で減衰して

いるからである．

　図3.30にプラックホールの質量Ｍとホライズン半径r&の関係を示した．同時にチャージなしの

解も描いてある．ＧＭと審いてあるのはGibb･ns-Maeda解【451で，ＥＭＤ系での解である．つま

り，ガウス・ポンネ項を無視したものである．まず，質量の大きい解を見てみると，チャージなし

の解はシュワルツシルト解に，そして電荷を持った解はＧＭ解に漸近的に一致しているのが分か

る．これはM→cx,ではガウス・ポンネ項が効かなくなることを表している．

　最も注目すべき点は質量が小さくなぅていくと，ある臨界質量で解がなくなることである．こ

れはチャージが存在しても，しなくても変わらない性質である．臨界質量付近では，どの解の曲

蕪も垂直にな，ているのがわかる．これはRN black holeのextreme付近の様子と同じである．
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したがって，新しい解も臨界質量でextreme解になっていると期待される．しかし，解析の結果，

extreme解になるのではなく，裸の特異点が現れることがわかった．臨界点では，ホライズン上で

のディラトン場の１回微分ｙ(な)は式(3.173)または式(3.174jの重解にな･⊃ており，この条件を

用いると♂(r1)，そしてδ'(な)が発散することがわかる．その結果，同様にZ＝jlμｼﾞplyRpp″も発

散することが確かめられる．つまり，ホライズンが存在していたところに球殼状に裸の特異点が

現れるのである．

　ここで注意しておかなけれぱならないことが２つある，１つはframeのの違いによ，て解の振

舞いが異なる可能性があることである．ここではすべてEinstein frame を用いて解析を行ってい

る．しかし．コンフオーマル変換が非自明な因子を含んでいるので，string frame に変換したとき

に解がどうなるかは明らかでない．特に臨界点では変換が特異になるので，裸の特異点がなくな

るかもしれない．そこでコンプオーマル変換を実際に行い解の振舞いを調ぺてみたが，重屡な結

果は得られなか･った．２つ目は，ここで用いているモデルは展開パラメータであるinverse string

tensionα'の１次の項までしか含んでいないことである．この近似はホライズン半径が小さくなる

と悪くなり，より高次の項を考える必要がある．その結果，ここで出てきたような裸の特異点は

なくなるかもしれない．これについてはこれからの研究を特たなければならない．

(iii)U(1)磁荷を持った解

　図3.31にU(1)の磁荷を持った解の場の振舞いを示す．理論よりQ。＝1,0に固定され，ホライ

ズン半径を変化させた．この図を見る限りでは電荷を持った場合とほとんど変わらない．

(iv)SU(2)“YM荷"を持った解

　図3.32にSU(2)の“ＹＭ荷"を持った解の場の振舞いを示す．ＹＭ場のノード数ｎ＝１で，ホ

ライズン半径の異なる３つの解を示した．ＹＭ場は1/r2よりも速く減衰しているために大域的は

チャージは持たない．ここで注目すべきは，ホライズン半径が変わってもＹＭポテンシャルのホ

ライズン上での値がほとんど一定で，その後の振舞いもホライズン半径にはあまり依存しないこ

とである．？ｈ→(x)の極限では場の方程式は
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図.3.33:(aμ＝1のstringy black hole の質量Ｍとホライズン半径raの図である.U(11の磁

荷とＳＵ(２)“ＹＭ荷"を持･った解で，Q。＝1.0である．どの解も臨界質量が存在し，それよりも

小さな解は存在しない．また，臨界質量では裸の特異点が現れる．比較のためにSchwarzschild

black hole解とＧＭ解を描いた.(b)臨界質量付近を拡大した図である．
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＝０ (3.1㈱

となる．境界条件(3.5)と式(3.191)より，とyJは有限でなければならない．この条件より，式(3.193)

は解けて，c,≡0となる．そして，メトリック関数はシュワルツシルト解(δ≡0，7il≡j9)にな

る．ＹＭ場の方程式は重力場から分離して

(f－2珀t♂十 胆匹
副1一回）

『

＝０ (3.195)

となる．ＹＭ場は重力への寄与をしなくなるが，非自明な構造を持ち続ける．そして，方程式(3.195)

の解ｇ＝ジ(幻＝♂(r/頑は，r/r4の関数として描いた場合にはホライズン半径に依らない分布

をする事がわかる．図3.32に描いたホライズン半径の値は，上の近似が有効な範囲に入っており，

そのためにＹＭポテンシャルの形があまり違わないのである.3.1.2節のdnatonic colored black

holeも同じくらいのホライズン半径でこの近似が良くなっていることがわかる．

　図3,33にU(1)の磁荷を持った解(Q。＝1.0)とSU(2)の“ＹＭ荷"を持った解(n＝1)の質

量とホライズン半径の関係を示した．２つの解にはほとんど差がないことがわかる．Ｍ→(ｘ)で

はＧＭ解に一致している．この場合もやはり臨界質量が存在し，それよりも小さな質量では解が

存在しなくなっている．証明はしないが，この臨界点でも裸の特異点が現れると予想される．な

ぜなら図3.32(d)で解が臨界点近くにくると，ホライズン上でのδの傾きが発散するからである．

ここで解が存在しないというのは，非自明な解が存在しないというのではなく，自明解も含めて

存在しなくなるということである，これは非常に大切なことで，次章でホーキング幅射によるブ

ラックホールの進化を考えるときに宇宙の残骸(cosmological remnant)の問題に大きく関わって

くる．

　臨界質量付近を拡大したのが図3.33(b)である，チャージなしやU(1)電荷の解と異なり，臨界

質量で曲線は垂直にならずに傾きを持っている．これは次のように考えられる，U(1)の磁荷を持っ

た解は場の方程式(3,162)～(3.166)で
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０
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１一切2

と置くことに よ・て得られる．ここで，さらに
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と置き換えをすると，“U(1)の電荷"応を持った解が得られることが確かめられる．ガウス・ポ
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(3.199)

(3.200)

によ･って電荷を持った解と磁荷を持った解とが結びついていたが，いまの場合はこれが成立しな

いことに注意してもらいたい．さて，磁荷が一定でホライズン半径の異なるいくつかの解を考え

よう．これらの解に変換(3.198)を行い／‘電背'を持った解に置き換える．こうするとディラト

ン場cyが動径座標ｒに依存しているために“電荷応"もｒに依存することになる．ディラトン

場はホライズン半径によ，て異なる振舞いを示すので，この依存性はそれぞれのプラックホール

で違りたものになる．つまり／‘電荷"は無限遠では必＝１を持つが，ホライズン付近では，ホ

ライズン半径によ･ｺてそれぞれ異なる‘‘電荷(j。＝e一如引ＱＪ'を持つことになる．したが･って，

磁荷を持った解は図3.33(b)の臨界点付近で垂直にならないのである，もちろんU(1)磁荷を持,っ

た解とＳＵ(２)“ＹＭ荷"を持った解では構造は違うが，同様の機構が働いているものと思われる．

3.6　時空構造のまとめ

　これまでの解析をもとにして，非可換ブラックホールの性質を統一的にまとめたいと思う．ま

ず非可換ブラックホールの分類を行う．基本的にはこれまでに見てきたように，中性ブラックホー

ル，帯電ブラックホール，宇宙項入りブラックホール，higher curvature のモデルでのブラック

ホールに分類する．それぞれＮ，Ｃ，Ａ，Ｒ２という文字で表すことにする．次に，質量を持たな

い非可換場のブラックホールを種族Ｉ，質量を持つ非可換場のブラックホールを種族IIとする．

このようにすると，本研究で扱っている非可換ブラックホールを５つのタイプに分類できる．ど

の非可換ブラックホールがどのタイプに属するかを表3.4に示した．以下にそれぞれのタイプの

ブラックホールの性質をまとめ，固有の性質，共通した性質などを議論する．

NIタイプのブラックホール

　このタイプにはcolored black holeとdilatoniccolored black hole が属する．

巾　このタイプのブラックホールはゲージ場の斥力と重力の引力とが釣り合った平衡状態と考え

られる．そのために重力がゼロの近似では解が存在しなくなくなる，

（2）ブラックホールの質量には上限がない，これは質量を持たない非可換場のブラックホールの

本質といえる．しかし，ブラックホールの質量が大きくなると時空はシュワルツシルト時空に近

づく．



92

（3）ホライズン上での場の強さ

坦≡(TrFつ１
/1ひ7･iz077.
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(3.201)

を見ると，ブラックホールが局所的にどれだけ帯電（帯磁）しているかがわかる．ここで召ﾊとい

う記号を用いたのは，非可換場の場の強さで磁場の動径成分だけがホライズン上で値を持つから

である．図3.34にブラックホールの質重訂と召4の関係を示した．これよりcolored black holeは

局所的に帯磁していることがうかがえる.colored black hole は大域的な磁荷は持っていないが，

ホライズンの近くの構造はRN black hole の構造と似ているのである［42トブラックホールが大

きくなると瓦は減少する．これはブラックホールがSchwarzschnd black hole に近づくために局

所的な磁荷を失っていくためである.

㈲　ホライズン上でのδの値が大きく，したがってホライズン近くでの重力ポテンシャルが深く

なっている．

（５）ＹＭポテンシャルのノード数によって特徴づけられる無限可算個の解が存在する．ノード数

が大きくなるほど，ブラックホールの質量が大きくなる．

NIIタイプのブラックホール

　このタイプにはProcablack hole， sphaleron black hole， new sphaleron black hole， Skyrme

black hoLe が属する．

田　この種類のブラックホールには質量に上限かおる．証明されてはいないが，これは非可換場

に質量があるためだと予想される．ゲージ場の斥力と重力の引力が釣り合った非自明な構造はコ

ンプト波長～1/μという典型的なサイズを持っている．非可換ブラックホールのホライズンはこ

の構造の内側に存在しなくてはいけない．そうでないとブラックホールがすべての非可換な構造

を飲み込んで，結果的に自明なSchwarzschnd black hole になってしまうからである．そのため

rに1/μという条件がブラックホールの上限を決めていると考えられる.

（2）2つのタイプの解か存在する．それらをNIla型とNIlb型と名付けた．低エネルギー極限

（μ→O）をとるとNIla型はcolored black hole に，NIlb型はSchwarzschild black hole になる.

NIla型の粒子の典型的な質量の大きさはmpZ9である23.逆に高エネルギー極限（μ→mr）で

は非自明な解はなくなる．それはμが大きくなると4≦1/μという条件が満たされなくなり，構

造がブラックホールに飲み込まれてしまうからである．

開　弱い重力の極限ではNIla型の解は存在しなくなる．一方，NIlb型の解は重力なしのソリ

23gはモデルによ・てgcまたはj.になる．

W

μ;．時空構造のまとめ

１

0.8

づ
0.6

0.4

0.2

０

０ 0.5
１

1.5
２

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｇＧＭ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｃ

図.3.34:プラックホールの質量Ｍとホライズン上での場の強さj31の図である．一点銀線

はcolored black hnle(NIタイプ)，実線はμ＝0.05!7.m｡のProca black h･】e(NIIタイプ)で

ある．ＮＩタイプとNIlaタイプは召とが比較的大きく，ブラックホールはホライズン近くで

局所的に帯磁している．プラックホールの質量が大きくなるとシュワルツシルト解に近づくの

で，召sは小さくなる.NIlbタイプではj35は小さい．このタイプはほとんど至るところで

中性である．
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トン的な粒子解（それぞれプロカオン，スファレロン，ヌキルミオン）になる．これからNIla型

の解は非可換場の斥力と重力が釣り合ってできた構造物であるが，NIlb型の解は重力なしでも

存在していたものに，ただ重力的効果が付随して自己重力的な粒子，もしくはブラックホールに

な･ったものと考えられる.

（4）NIlb型の解はＢﾑが小さく，局所的にも中性とみなせる．一方，NIla型の解は瓦が大き

い（図3.34）.したがってNIla型はcolored black hole のように，大域的には中性だがホライズ

ンの近くでは局所に帯磁している．

圈　Ｎｎａ型ではホライズン上でのｊの値が大きく，重力ポテンシャルが深くな･っている，逆に

NIIb型では４はそれほど大きくなっていない，（4）も考慮すれば，NIla型ではより強いＹＭ場を

より深い重力ポテンシャルで閉じこめているという描像がえられる.

（6）非可換場のポテンシャルのノード数によって特徹づけられる複数個の解が存在する．しかし，

その数は有限である．

CIIタイプのブラックホール

　このタイプにはmonopole black holeが属する．

巾　ブラックホールの質量には上限があり，それよりも大きな質量では自明なRN black hole解

のみ存在する.

（2）比較的77とλが大きいときには，monopole black hole 解は１個だけ存在する．これをＣＨｂ

型と呼ぶ.CIlb型の解はr九→０で正則なモノポール解になる．逆に陥→大では，ある臨界値で

RN black holeに一致する．ｕとÅが小さくなると，新たな解の枝が現れ，monopole black hole解

は２個になる．新しい解をCIla型と呼ぶ.CHa型とCIlb型の解は訂－r4平面でくさび構造を

形成し，その点が質量およびホライズン半径の最大値になる.CHa型の解はある特定のパラメー

タの範囲でしか解が存在しない．そして，なを小さくしていくとＣｎａ型の解はRN black holeに

一致する，

（3）重カゼロの極限では，CIlbタイプの解は重力なしの通常のモノポール解になる．一方CIla

タイプの解は存在しなくなる.

㈲　低エネルギー極限（μΞ93り→O）では，中心付近がシュワルツシルト解，遠方がＲＮ解と

いう近似がよくなる.

⑤　高エネルギー極限（呼一ｍＰ）では，非自明な解か存在しなくなる，

（6）非可換場のポテンシャルのノード数によって特徴づけられる複数個の解が存在する．しかし，

その数は有限である．

3.び．時空構造のまとめ

ΛIIタイプのブラックホール

95

　このタイプにはcosmic colored black holeが属する.

(1)コスモ゜ジカル゜ホライズンが存在し，漸近的にRNdS解に近づく，そのために大域的な有

効磁荷が定義される.

(2)プラックホールの質量には上限が存在する．パラメータの値によりその上限には２種類ある．

つまり，a(≡g｡/φ7X)＞2.3では，質量が大きくなると分岐点をつくってRNdS black holeにつ

ながる．一方，．＜2.3ではコスモロジカル・ホライズンがextreme RNdS black h｡1eの縮退した

ホライズン半径と一致し，そこで解は存在しなくなる．

(３)Ａ-→Ｏの極限でcolored black hole 解に一致する．したがって基本的にcolored black hole

の性質をそのまま受け継いでいる，

(4)Q＜1.75で非白明解が存在しなくなる．

(５)Ｇ-→０の極限，つまり重力なしの極限では解は存在しなくなる.

(6)非可換場のポテンシャルのノード数によ･って特徴づけられる複数個の解が存在する．しかし，

その数は有限である．

R21タイプのブラックホール

　このタイプにはstringy black holeが属する.

（1）ブラックホールの質量には上限は存在しない．しかし，下限が存在し，それよりも小さなブ

ラックホール解は，自明なものも含めて存在しなくなる．

（２）ＢＭ解，またはプロカオンのような粒子解は存在しない．

（３）ＹＭ場による重力への寄与はかなり小さく，そのために，ゲージ場がない場合の解と似た時

空構造をしている．

（４）Ｇ→０の極限，つまり重力なしの極限では解は存在しなくなる．

（５）ＹＭ場のポテンシャルのノード数によって特徹づけられる無限個の解が存在する．

まとめ

　上で分類した非可換ブラックホール解の性質を表3.4にまとめた．それぞれのタイプにはもち

ろん特徴的な性質があるが，異なるタイプ同士でも共通の性質が見受けられる．特に，重力なし

の理論ですでにソリトン的は解が存在していて，それに自己重力を考慮したｂ型のブラックホー

ル（NIlb，CIlb）と，アインシュタイン重力と非可換場が存在して初めて解が存在するａ型のブ
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ラックホール（ＮＩ，ＮＨａ，Ｃｌｈ，ＡＩ，Ｒ２１）がある．この観点から見ると，いずれもそのグループ

ないで大体似た性質を持っていることがわかる．
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第３章非可換ブラックホール解

W

第４章

熱力学的性質からみた非可換ブラック

ホール

　非可換ブラックホールの典型的な大きさはむかであるために，結合定数ｼﾞ.またはぬが１よりも

かなり小さくない限り，その大きさは非常に小さいものになる．したがって，非可換ブラックホー

ルが存在したとしてもそれは宇宙の初期段階で形成されると考えられる．そこでは量子論的な効

果がきいてくるので非可換プラックホールの熱力学的性質が重要になる．

　そこで，この章ではブラックホール熱力学を用いて，エキソティック・ブラックホールの熱力学

的性質を調べる．通常のカー・ニューマン解に対しては2.3節で見たようなブラックホールの熱力

学が成立する．同じように非可換ブラックホールに対してもブラックホール熱力学を適応できる

かどうかは現在研究が進んでいる[96,97,98,99].それらによると，すｇて説明されたわけでは

ないが，第Ｏ法則と第１法則は問題なく成立する．

　ここでは，それぞれの非可換プラックホールについてエントロピーと温度，熱容量を調べてい

くことにする．

4.1　エントロピー

最初にエントロピーについて考察する．ブラックホール熱力学によるとエントロピーは

Ｓ
ｊ＝ぺ

４
(4.1)

となる．ホライズン半径は負にならないので，エントロピーとホライズン半径は１対１に対応し

ていることがわかる．したがって，ブラックホールの質量ガとエントロピーざとの関係は定性的

には質量とホライズン半径≒の図と等しい．３章の各節でそれぞれの非可換プラックホールの

訂一弘図をあげており，それで議論ができるのだが，便利のためもう一度すべてのタイプの非可

換ブラックホールに対して趾－Ｓ図に直して示すことにする（図4.1）.
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図.4.1:非可換ブラックホールのエントロピーＳを質量訂の関数として表した･(a)NIタイ

プのdilatonic colored black hole，(b)はNIIタイプのProca black hole，(c)はCIIタイプ

のmonopole black hole，(d)はAIタイプのcosmic coloredblack hole，(e)はR21タイプの

stringy black holc である．ｂ型の解はａ型の解よりもエントロピーが大きくなっている．

W

Ｕ．温度・熱容量 10圭

２

o､5

　まず注目してもらいたいのはNIIタイプに属するブラックホール(b)である.NIla型とNIlb

型の解が存在するが，Ｎｎａ型の方がエントロピーが小さく，NIlb型の方が大きい．熱力学の第２

法則を考えると，NIla型からNIrb型へ古典的に遷移する可能性はあるが，その逆はないことが

わかる．これは第５章の安定性の議論と深く結びついている.NIIタイプの４つの非可換ブラック

ホールでは定性的な違いはない.

　NIタイプのブッラクホール〔a〕ではエントロピーは，NIla型と同じくらいの大きさになる．つ

まり高エントロピーといえる.djlat｡nic colored black h｡1eの場合，ディラトン場の結合定数･yに

よ･って異なる値をとるが，同じ重力質量で比較した場合，７が大きい方がエントロピーが大きく

な･っている．ただし，定性的に見ると大した違いはないといえる．ＹＭポテンシャルのノード数

が大きくなるとエントロピーは大きくなっている.

　CIIタイプのプッラクホール(c)では，図4.1では判別できないかもしれないが，NIIタイプと

同様に♭型の解の方がａ型の解よりもエントロピーが大きくなっている．さらに，ある質量の範

囲ではｂ型の解は自明なRN black hole解よりもエントロピーが大きい，この事実は安定性とも

関係しており，非常に重要なことである.

　ΛIタイプのcosmic colored black hole (d)は高エントロピー・タイプになる．結合定数・の値

が小さくなるとエントロピーも小さくなる．･っまり，宇宙項Ａや有効磁荷Q4jが小さくなるとエ

ントロピーは小さくなるのである．これはRNdS black h･leと同じ性質である．また，同じ結合

定数ａのときにはRNdS black hole よりもcosmic colored black hole のほうがエントロピーが大

きいということは大切である.

　R21タイプのstringy black hole (e)では，higher-curvatureの項が入･っているためにアインシュ

タイン重力理論とは異なり，プラックホールのエントロピーはy1/4で表せない．これについては

現在研究中である．

4.2　温度・熱容量

ブラックホールの温度Ｔは2.3節でやったように表面重力

ｇ＝Ｕｍ

　　ｒ→？八

ｔ
―
一 御伽

2、/篆匹

―

(4.2)

を直接計算することによって7＝g/27rから求めることもできるが，ここでは（311）のメトリッ

クに対して時空多様体を解析接続してユークリッド化し，その周期から温度を求めることにする

[100,101].まず，必要になる(り)成分と(f淘成分だけ考え，ユークリッド化する．

　　　　　　　　　　心2＝－(1－や)e-2″�＋(1－や)‾ldr2
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図.4.2:　dilaloniccolored black hole の温度の逆数βを質量Ｍの関数として表した．すべて

ＹＭポテンシャルのノード数はｎ＝１の解である.･y＝1（colored black hole）では熱容量の

符号は0.905mp/g，＜M＜1.061mp/g,で正になる･７く1.．〔～0.5〕では同様の性質を持

つ．比較のためにSchwarzschild black h｡leとRN black hole をそれぞれ一点銀線と点旅で示

しておいた．
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一 (ブーｹ)e‾2句ｧ2十(1－ｹ)べ面2

次に変数変換ξ＝ｒ－り,をし，ホライズン上で展開する．
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となり，これからユークリッド時間7の周期を求めると，

Ｏ≦
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-
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(1－2Thm'k)e‾心アく27r

　47rｱんe心
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寂

じ

となる．ブラックホールの温度はこの周期の逆数として得られるので次にようになる．

Ｔ e‾心(1 － 2r/1mい
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(4.3)

面2

(4.4)

(4.5)

(4判

(4,7)

(4.8)

(4.9)

　1

-
47rrた

４．２．１　ＮＩタイプのブラックホール

　図4.2にcolored black hole とdilatonic colored black hole の質量訂に対する温度の逆数β（1ﾉT）

の関係を示す．ここでは結合定数･yを0，0.5，1.0として３本の曲線を描いた．７＝Ｏがcolored

black hole に相当している．また比較のためにSchwarzschild black hole とRN black hole の場合

も描いておいた.2.3節で見たようにSchwarzschild black holeでは良く知られているように

７
8到Ｗ

が成り立つのでβ(＝1/7)はＭに比例する.RN black holeの場合はＭが大きいところから小さ

゛方＾くるとβは減少する．ところが，M＝2Q/JGでβは最小となり．その後増加するように

なる．そしてextreme RN black holeでβは発散する．つまり温度がゼロにな･っている．
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図｡4.3: dilatonic�ored black hole の有効磁荷Ｑ心を示した。７＝０のcolored black hole

も含めて，フヤy｡。～0.5では同じような質量の範囲でQ心がＱ｡。＝ＪＧＭ／２に近づいてい

るのかわかる。
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4.2.温度・熟容量

　colored black holeの場合〔･y＝0〕は図4.2より，１回ずつ極大と極小を持つ。そのときの質量を

それぞれＭＩ。,Ｍ２．とする。解析の結果，M1,。＝0.905m｡/灸,M2｡＝1,061mp/g｡とな‘った．

ＭＩ｡，＜Ｍ＜Ｍ２,，ではβの傾きが負なので熱容量は正になる。これはそう驚くものではない。と

いうのはRN black hole も同様の性質があるからである.RN black h･leではその電荷ががある臨

界値（Q。≡v/liGM/2）を超すと熱容量の符号が変わる。このとき熱容量は正の無限大と負の無

限大との聞を不連続に飛び移る1.colored black hole の場合でも質量が減少するにつれてＹＭ場

の有効磁荷が増加するので同じようなことが生じているのである。しかしながらここで新しい性

質が見られる。それは質量ＭがMI,｡｡よりも小さくなると再び熱容量の符号が変化するのである．

Ｍ＜ＭＩ,，ではＭが小さくなるとβも減少し，熱容量の符号は負になる.M＝0.829m｡/j7,でホ

ライズン半径はゼロになり，粒子解となる。

　この振舞いをよりよく理解するには（3.35）で定義した有効磁荷Q｡j/を見ると良い。そこで重

力質量Ｍと有効磁荷Q｡/jpのグラフを図4.3に示す.colored black hole（7＝0）ではQ｡jj/GM

はM＝M，･，＝1.048mj･/g,で最大値を持つ。このとき，Q｡jj/GMはＱ。／ＧＭにかなり近づく，

１したが･って，ここでは２次の相転移が起こ・ているのだが，実際にはブラックホールにはなにも変化は生じない

11n2，1o3，1o4]･

105

訂。jま訂1｡と訂2,－の区間に存在し，らだ／ＧＭは質量がＭｍｕから両端，つまり質量の小さい

方と大きい方にいくにつれて単調に減少している．したがって，熱容量が正になるようなこの領域

ではＹＭ揚が優勢になっている．これが熱容量の相転移が２箇所で生じる理由である．ただ有効

磁荷が大きいところがちょうど訂1,．と訂2,..の区間に対応しているわけではない．これはブラッ

クホールの重力とＹＭ揚が複雑に影響を及ぼし合っているからである.

　7を大きくしていくとβの極大と極小はα～0.5で一致し，さらに大きくするとグラフは単調に

なる．こうして7が大きくなるとSchwarzschild black hole に近づいていく．これも図4.3から物

理的な理解が可能である.7が大きくなると俵∬はより小さくなって，ＹＭ揚の影響は弱くなり，

相転移が生じなくなるのである.

　dhtonic colored black hole はＥＹＭＤ系のブラックホール解であるが，ＹＭ場の対称性をSU(2)

からU(1)に落としたＥＭＤ系のブラックホール解が以前に議論されている[45]，実はＥＭＤ系の

ブラックホールでは訂－作図を描くと，極値はRN black hole と同じく１つであるが，結合定数

を大きくしていくとこれがなくなるという，dilatonic colored black hole と同様の性質があること

が確かめられている．ＥＭＤ系のブラックホールは解析的に求められるので，その臨界の結合定数

は7＝1と正確に求められている，一方，dilatonic colored black hole解は数値的にしか求められ

ないので7～0.5とだいたいの値しか求められない．しかし，ゲージ揚を拡張しても似たような性

質を持ち，その変化の生じる結合定数の値が近いことは興味深い.

4.2.2　NIIタイプのブラックホール

　図4.4に種類２の非可換プラックホールの質量Ｍと温度βの逆数の関係を示す。どのブラック

ホールでもNIlb型の解はSchwarzschnd b】ackhole のように常に熱容量が負になっている。一方

NIla型の解では熱容量の符号が数回入れ巷わっているのがわかる，低エネルギーの方，すなわ

ち，非可換場の質量が小さいときには３回符号が変わっている。そのときの質量をＭＩ,。，Ｍ２,｡｡，

Ｍ３,。とする.Proca black hole の場合μ＝0.05m｡灸とすると，

Af1､cr

Ｍ２､ヴ

A右､７

一一

一一

一一

0.909

1.06

ぐ

1.62

ぐ

（

mP
-
!7c

m？
-
gc

）

う

(4.10)

(4.11)

(4.12)

となる･２番目の臨界点μ2,。はRN black hole と同じ性質のもの，１番目の臨界点が1,。はcolored

black hole やdhtonic black hole と同じ性質のものと考えられる。μ→０の極限ではこれらがNI

タイプのブラックホールの臨界点と一致するからである.MμTとＭ2,c｡の間では熱容量は正にな
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した．す’゛てＹＭポテンシャルのノード数はｎ＝１の解である･（a）はProca black

holeでμ/9,mj･＝（1）0.05，（2）0.10，（3）0.15である・〔b〕はSkyrme b】ack hole で

μ/!?｡mJ･＝〔1〕0.01，（2）0.02，〔3〕0.03である・○はsphaleron black h�eでμ/amj･＝

（1）o.I，（2）0.2，（3）0.3である．ｂ型の解では熱容量は常に負であるが，ａ型の解では小さ

なμの値では３回，大きな値では１回熱容量の符号が変化する．
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点線はRN black ho】eである.（b）i＝0.1，i＝0.05のm,n･pole black h･leとRN black

holeの分岐点を拡大したものである．
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り，同時にホライズンでの有効磁荷が大きくなっている.M3.．はNIla型のブラックホールにだけ

現れるものである．プラックホールの質量がこれより大きくなると，熱容量は再び正になる．比

可換場の質量μが大きくなるとM2,c｡とM3,．は一緒になり，これらの臨界点は消滅してしまう．

そして熱容量は１回だけその符号を替えるようになる．この振舞いは熱浴中でのプラックホール

の安定性を考察するときに非常に重要になる.

　NIIタイプのブラックホールでは質量が大きくなると解が存在しなくなることと，以上の熱力

学的な性質を考え合わせると，プラックホールの進化について次のようなシナ!Jオを描くことが

できる．第５章で見るようにNIla型の解は不安定なのでNIlb型の解に注目することにする．ブ

ラックホールの周囲が真空のとき，NIIb型のプラックホールはホーキング過程によって蒸発し続

けるだろう．そしてその質量がゼロでないある有限の値になったとき，温度は発散する，例えば，

Skyrme black hole では/j/沢7＝0.02， !?,＝0.1のときM＝14.50mj･等である．こうして蒸発

によりホライズンは収縮していき，ブラックホールを消滅させる．最終的には，それぞれプロカ

オン，スファレロン，スキルミオン等の自己重力を伴った粒子解が残る．もしプラックホールが

十分多くの物質に取り囲まれていたとすると，その一部はプラックホールヘ落ち込み，3.2節で議

論したように，プヲックホールの質量は大きくなるだろう．同時にプヲックホールはホーキング

過程によ，てその質量エネルギーを失い続けている，どちらの過程が有力になるかは，ブラック

ホールの質量と周りの物質の密度に依ってかわってくる．プラックホールが小さくなると蒸発が

進み，上の議論と同じシナリオをたどる．逆にブラックホールが大きくなり始めると，周囲の物

質をどんどん吸い込み，より大きなブラックホールに成長する．そして，非自明解が存在しなく

なり，Schwarzschild black hole へとなる．したが,って，NIIタイプのブラックホールでは次の単

純なシナリオが考えられる．

１

２

　プラックホールは有限の質量を持･った粒子解へと蒸発していく．残ったプロカオンやスキ

ルミオンは古典的に安定である2.

　ブラックホールの質量は周囲の物質の降着により増加し，そして非可換な‘‘毛"を失って

Schwarzschild black hole へ移行する．

非可換な“毛"がブラックホールに落ち込むときは，ブラックホールの表面積が不連続に増大する．

つまりエントロピーが不連続に変化するので，NIIタイプのブラックホールからSchx¥arzscmld

black hole への変化は一種の１次相転移と考えられる．

2スフアレロンは第５章で見るようにトポロジー的に不安定である．
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　monopole black hole は磁荷を持っているので，中性のcolored black hole 等とは異なった熱力

学的性質を持つことが予想される．図4.5に質量Ｍと温度の逆数βとの関数を示す．図よりCIlb

型の解は常に熱容量が負，CIla型の解ではパラメータiやXの値によ，て熱容量の符号が数回変わ

る．これは中性の非可換プラックホールに似ている．ＸくX，（旬でi3が十分に小さいとき，CIla型

の解の熱容量の符号は２点で入れ替わる．１つは図4.5で垂直になる点Ｃ，もう１つは水平になる

点Ａである．この２点の間では熱容量は正になる．例えばi＝0.05か･っ戈＝0.1のモデルでは点

Ｃと点ＡでそれぞれM＝0.32495とM＝0.32401になる．点Ｃでの熱容量はゼロになるが点Ａ

ではRN black hole のように熱容量が発散している．

　ｉが大きくなるとmon｡pole black hole は熱容量の符号が変わる前にRN black hole と交わり，

１度だけしか符号の入れ替えが起こらない．ｉがさらに大きくなり，X。（i）＜XになるとＣｎｂ型

の解はなくなり，熱容量は常に負になる．

　ホーキング幅射を考慮するとmonopole black hole の運命は次のようになる．アインシュタイ

ン・マックスウヱル理論では，ホーキング幅射によ･ってRN black hole が質量を失うと，無限回

の物理過程を経てextreme解に近づき温度はゼロになる．したが･ってextreme RN black hole は

安定で，宇宙の残骸（cosm･losical remnant）になる．

　一鬼ＥＹＭＨ系の場合，ホライズン半径がモノポール半径（～1/g詞より小さくなるとRN

black h･leは不安定になる．したがってRN black hole が蒸発していくと，途中で不安定になり，

おそらくCIlb型の解のmonopole bla＆holeに移るだろう.CIIb型のmonop･le black hole の

熱容量は常に負なので，その蒸発は止まらない．そして最終的にはホライズンが消え正則なモノ

ポールが残ると考えられる．このように蒸発過程を考えると，自然にmonopole black hole を形成

することができる．これは形成過程まで含んだブラックホールの無毛仮説の初めての反例を示し

たことになり，重要な結果である．

4,2.4　ΛIタイプのブラックホール

　cosmic colored black hole の場合，少なくとも２つのホライズン（事象の地平線とコスモロジカ

ル・ホライズン）があるので3，両方のホライズンの熱力学を考える必要がある．図4.6に質量Ｍ

と温度７の関係を示す．コスモロジカル・ホライズンの温度の振舞いはRNdS black hole と定性

的に同じで，プラックホールが大きくな,っていくと単調に滅少していく．一方，事象の地平線の温

度の振舞いには大きな違いがある.RNdS black holeの場合，質量が小さくなると熱容量の符号

3内部地平面が存在するかどうかはわか。ていない。
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図.4.6: cosmic c�ored black hole の質量Ｍと温度７の図である．実線はa【≡g｡ﾊ/弓司＝

10,0，点線は．＝4.0，一点鎖腺はa＝2.0，である．また同じRNdS b】ackhole も描いておい

た．Ｑが大きいとき〔たとえはa＝10.0〕は熱容量の符号が２度変わるが，ａが小さくなると

（a＝2.0）1度も変わらなくなる.RNdS black holeの２つのホライズンの温度は点Ｅで等

しくなるが，cosmic colored black holc ではそのような点は見られない．これは♭lack hole の

進化に違いをもたらす．

か負から正にかわる．そして図4.6のＥ点で両方のホライズンの温度が一致する．そしてextreme

RNdS black hoLe の極限では地象の地平線の温度はゼロになる.cosmic colored black hole では，

ブラックホールの質量が小さくなると，その温度は発散しているのがわかる，その途中には熱容

量の符号が正になる範囲が存在する．これはcolored black hole と同じ振舞いであり，同様の機構

で理解できる．

　結合定数αを小さくしていくと事象の地平線の熱容量の符号の変化はなくなる.α～4.0がその

臨界値になっている．これは質量を大きくしていったときに，cosmic colored black hole がRNdS

black holeへと移行するか，それとも途中で終わっているかに関係している可能性がある．これに

ついては現在解折中である．

　以上の熱力学的性質よりcosmic colored black hole の進化が議論できる．最初にある程度大き

な質量のRNdS black hole があるとしよう．このときコスモロジカル・ホライズンの温度よりも

事象の地平線の温度の方が高いのでホーキング過程によってブラックホールの質量は徐々に小さ

4.2.温度・熱容量
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図.4.7:　stringy black h�eの温度の逆数βを質量Ｍの関数として表した．ゲージ場なしの

解，U(1)の磁荷Ｑ｡,＝１を持った解，そしてsU〔2〕の“ＹＭ ｔ' を持った解を示した．すべ

てＹＭポテンシャルのノード数は71＝lの解である．Ｕ(１)とSU〔2〕の解はほとんど一致し

ており，見分けがつかなくなっている．すべての解で熱容量は負にな･っている．また，臨界質

量で温度は有限のままである．

ＩＤ
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くなっていく．そして，図4.6の点Ｅでは２つのホライズンの温度が等しくなるので，両ホライズ

ンからのエネルギー流束は釣り合い，それ以上プラックホールは進化しなくなる．これが最終状

態である，しかしＳＵ(２)ＹＭ場の系ではcosmic colored black hole 解が存在するのでこのシナリ

オは適応できない．というのは同じ質量ではc･smic black hole の方がRNdS black holeよりエン

トロピーが大きいので，分岐点でRNdS black holeからcosmic coloredblack hole に移行するか

らである．これ以降は２つの温度曲線が交わらず，蒸発が止まることはない．逆に蒸発はい･っそ

う遠く進み，最終的には粒子解が残るのことになる．

4.2.5　R21タイプのブラックホール

　前章で見たように，stringy black hole はゲージ場がない場合，U(1)ゲージ場.SU(2)ゲージ場

がある場合のいずれであっても，臨界質量が存在し，それよりも小さな質量の解がないことがわ

かりた．これはRN black hole の振舞いと同じで，stringy black hole の臨界点もextreme解では

ないかと予想される．そこでstringy black h･leの温度の逆数βを図4.7に示した．チャージなしの

解，U(1)磁荷を持,った解，そしてＳＵ(２)“ＹＭ荷1'を持った解である．図より臨界点付近ではどの

解も温度が有限になっている．ＧＭ解も描いてあるが，ＧＭ解の温度はSchwarzachild black hQle

と『司じであることがわかる.stringy black hole はＧＭ解，もしくはSchwarzachnd black hole よ

りもβが小さくなっている．これらからstrigy black h･le温度の振舞いはRN black hole と全く

異なったものであると結論できる．

　ここで１つ重大な問題が生じる.remnantの問題である【105,1061. RN black hole の場合．ホー

キング轜射によって質量を失･っていくと，extreme付近では徐々に温度が低くな･=)ていき，無限

回の物理過程を経て温度ゼロのextreme解に達する．そして，それ以上の蒸発はとまり，最終的

にremnatとして残るのである．しかし，stringy blaek hole の場合，話は違う．ホーキング輔射

により，質量が減･っていくと臨界質量付近では逆に温度が上昇していくのである．そして，有限

時間のうちに有限温度の臨界点に達し，裸の特異点が出現する．榛の特異点は物理的に好ましく

ないので，蒸発の過程をもう少し詳しく調べることにする．以前に次のような興味深い例がある．

ＥＭＤ系では7＞，/!isのextreme black hole は(4.8)で計算した温度が無限大になる．ところが，

C.F.E.HolzheyとF.Wilczekはextreme解に近づくにつれてポテンシャル障壁が無限に高くな

り，幅射率が有限に抑えられると結論した.stringy black hole の場合は臨界点でポテンシャル障

壁が無限に高くなり，轜射率がゼロになると期待される．そして，榛の特異点が現れる前に轜射

が止まる可能性が出てくる．

W
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図.4.8:“YM荷"を持ったstringy black holeのガウス・ボンネ項ji2とＹＭ場の強さF2の比

を示した.71＝1でfi/､βi77;7＝1.8964の解である．ホライズン近くではjilが優勢にな･っ

ているのがわかる．

ここではクライン・ゴルドン方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ;μ＝０

にしたがう中性の質量を持たないスカラー場を考える．Φを

Φ＝
油九
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とおくと，方程式(4.13)は変数分離可能になる．動極座標の方程式は
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

となる．そこで，臨界点付近でこのポテンシャル関数を描いてみると，予想に反して，常に有限

の高さを持つことが確かめられた．
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　以上の解析よりstringy black hole の進化は次のようになる．まず，周りに十分な物質が存在し，

ホーキング輛射による質量の開放よりも，降着による質量の増加が大きければ，ブラックホール

は大きくなり，Schwarzschild black hole に近づく．このとき量子補正は存在するが無視できるく

らい小さなものとなる．逆にホーキング幅射のほうが優勢になれば，ブラックホールは小さくな

り，更に幅射が加速して裸の特異点になる．そして，時空構造は破綻するのである．

　ゲージ場を伴うブラックホール，例えばRN black holeや他のタイプの非可換ブラックホール

では質量がある程度大きくなるとSchwarzschild black h｡1eよりも温度が低いが，stringy black

holeは常にSchwarzschild black hole よりも温度が高くなっている．この性質を理解するために

ＳＵ(２)“ＹＭ荷"を持ったstringy black hole の互2とF2の比を図4.8に示した．ブラックホールから

離れるにつれて互2/F2は小さくなるのがわかる，逆にホライズン近くではこの比は非常に大きく

なり，ＹＭ場はほとんど無視できる．これは他のゲージ場を持った場合でも同様である．輔射過

程はホライズン付近での粒子対生成に因るものと考えられる．そのためにブラックホールの温度

はゲージ場にはあまり影響されず，ガウス・ボンネ項によって支配されているのである．チャージ

なしの解を見るとガウス・ボンネ項は温度を上げる傾向があるので，どのようなゲージ場が存在

する場合でもSchwarzschild black hole より温度が高くなるのである．また熱容量を見ても常に符

号が負になっており，ここにもガウス・ボンネ項が優勢になっている影響が現れている．

4.3　熱力学的性質のまとめ

　それぞれのタイプの非可換ブラックホールの熱力学的性質をあげると以上のようになる．これ

らをいくつかの項目に分けて表4.1にまとめた．

　非可換揚が質量を持つ種族IIの解で，重力なしの平坦な時空でもソリトン的な構造をつくるｂ

型は，常に熱容量が負になっているのがわかる．これは低エネルギー近似でSchxyarzschnd black

holeに近づくからと思われる．一方，重力が存在して初めて構造が形成されるａ型は熱容量の符

号が数回変わっている．大まかな議論では，通常の物質は熱容量が正であり，逆に重力系では負に

なることもある．したがって，熱容量の符号が数回変化するということは，物質と重力が複雑に影

響を及ぼしあっていると考えられる．これは重力と非可換揚が存在して初めて解か構成されるａ型

の解の特徴といえる，進化（訂→大）の項目でNIタイプとR21タイプのSchwarzschil black hole

というところにダブル・クォーテーション・マークがついているが，これはＹＭ揚は非自明のま

ま残るという意味である．しかし，ＹＭ揚は時空構造に影響を及ぼさなくなるのでSchwarzschild

black holeに近づくのである．またａ型のブラックホールはｂ型よりもエントロピーが大きくなっ

ている．これは次章の孤立系での安定性の議論に深く関係している．
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第５章

安定性からみた非可換ブラックホール

　第３章で様々な非可換ブラックホールのモデルを紹介して解析を行った．これらはアインシュ

タイン方程式の新しい解で，非可換揚が一般相対論においてどのような働きをするのかという興

味もあるだろう．しかし，非可換ブラックホール解かブラックホールの無毛仮説の反例になり得

るという興味も大きな部分を占めているに違いない．そこで問題になるのが，実際にこのような

エキゾティックなブラックホールが我々の宇宙に存在するか，もしくは存在していたかということ

である．これまでに見てきたように非可換ブラックホール解はすべて静的な解のみで．時間発展

を追ってその形成等を調べたわけではない．そのために実際に非可換ブラックホールが存在する

ための必要条件として，解が安定でなくてはならない．そこでこの章では非可換ブラックホール

解の安定性を考察する．

　本研究以前にもいくつかの非可換ブラックホール解の安定性を議論した論文はある．そのほと

んどは球対称の線形摂動による方法を用いている．それらをまとめてみる．

1.c�ored black holes

　N.Straumann等によって粒子解とブラックホール解に対して解析がなされ，球対称の線

　形摂動に対して不安定であることが示された｢43，44｣.その後．ノード数がゼロの基底状

　態の解に対して込み入った議論が行われたが，最初の不安定という結論は変わらなかった

　【107,108,109,1101.その中にはＢＭ解に摂動を与えて，その非線形な時間発展を追い，ＹＭ

　場は無限遠へ飛び去るか，プラックホールに落ち込んでしまうのかのどちらかで，最終的に

　はSchwarzschnd black hole になることをシュミレーションしたものもある【111】.数学的に

　は証明されてはいないが，ＹＭポテンシャルのノード数がｎの解では偶関数モード(even

　mode)にｎ個の不安定モードがあると考えられている．また，奇関数モード(odd mode)

　にもｎ個の不安定モードがあり，colored black hole はスフアレロン的な不安定性があるこ

　とが確かめられた[112,113,114, 115, 116, 117].

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　117
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2.Skyrme black holes

　粒子解であるスキルミオンはトポロジー的に安定であることがわか･っているが，プラックホー

　ル解はホライズンが存在するためにトポロジー的には安定ではない．しかし，Skyrme black

　holeのｂ型の解は球対称の線形摂動に対して安定であることが確かめられている【66,671･

3.monopole black holes

　　ヒッグス場の結合定数λが無限大のときに限り解析がされており，安定な解が存在する[74].

　　自明なRN black hole は安定のように思えるが，球対称な線形摂動に対して不安定になる臨

　　界パラメータが存在する【75】.その臨界点でmonopole black hole が枝分かれしてｌ現する

　　ので，λく(x⊃のmonopole black hole も安定なものが存在すると考えられている．また，別

　　の方法を用いた解析で，安定なモノポールの存在が確かめられている【1181･

　ここでは非可換ブラックホールの安定性を調べるために，これまでの摂動による解析を用いず

にカタストロフィー理論を用いることにする[119,49，77].カタストロフィー理論は自然におけ

る状態の変化を説明する新しい数学的手段で，特にゆるやかな変化よりも不連続な変化の解析に

向いている．カタストロフィー理論はその単純さからいろいろな分野に応用されている．例えば，

工学的構造体，天体物理，原子格子，流体，カオス，発生生物学，生態学，宇宙船姿勢制御，脳

神経，そして天体物理学i12o,121]などである．

　カタストロフィ一理論で安定性を調べるには，まず非可換プラックホールのコントロール・パ

ラメーター，状態変数そしてポテンシャル関数を決めなければならない．それらはブヲックホー

ルの種類や周囲の環境によって異なってくる．

　次の段階は平衡空間Mvをコントロール・パラメーターと状態変換の関数として描くことであ

る．それからカタストロフィー射像

ｘｙ ： ｊＷｙ 一゛ jZjv (5.1)

を使って，平衡空間をコントロール・パラメーターのつくる空間へと射影する.jVはコントロー

ル・パラメーターの数である.jV＝2の時，コントロール・パラメーターのつくる空間をコント

ロール空間という．平衡空間には，射像xvのヤコビアンがゼロになる特異点が存在する場合があ

る．そのような特異点の集合の像は分岐集合j3yと呼ばれる．特異点が存在するとき，射像xyは

特異であるといい，==1ントロール・パラメーターが分岐集合Bvを超えて変化していくと解の個

数がかわり，また安定性も変化する．したが，て分岐集合を調べることによ･って，モデルをいく

つかの初等カタストロフィーに分類でき，その安定性を示すことができるのである11221･

W･

!;.1.NIタイプのブラックホール

カタストロフィー理論についてはもう少し詳しく付録Ｂにまとめておく．

5.1　NIタイプのブラックホール

n9

　まずNIタイプのブラックホールについて調ｇる[119,49].ここではブラックホールが孤立系の

場合と熱浴中にある場合を考える．表5.1にコントロール・パラメータ等をまとめて示す．

表5.1: NI タイプのブラックホールのカタストロフィー変数

コントロール・パラメータ ブラックホールの質量趾 ブラックホールの温度Ｔ

結合定数７

状態変数 ホライズン上での場の強さ瓦

ポテンシャル関数 エントロピーＳ ヘルムホルツの自由エネルギーＦ

5.1.1　孤立系

　状態変数をホライズン上での場の強さＢｈ，コントロール・パラメータをプラックホールの質量

Ｍと結合定数･yそしてポテンシャル関数をエントロピーＳとする．こうしてカタストロフィー理論

を用いて安定性の解析をすると，分岐集合は空集合になることがわかる．つまり，平衡空間におけ

るすべての点は正則になる．したがってNIタイプのブラックホールはどのような質量，どのよう

な結合定数でも安定性は変化しないことがわかる．これは線形摂動を用いた解析でcolored black

holeが常に不安定であるという結果と一致する．

5.1.2　熟浴系

　熱力学ではよく２つの対称的な状況を考える．１つは孤立した断熱系であり，もう１つは熱浴

中の等温のものである．前者ではエントロピーＳが本質的な量であり，安定な熱平衡状態はエン

ドピーの極大点として理解される．一方，後者ではヘルムホルツの自由エネルギーＦが本質的
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図.5.1:　熱浴系のdilatonic calored b】ackhola の平衡空間と分岐集合である．分岐集合の形

より，この系はくさぴカタストロフィーに分類される．

な量になり，平衡状態は自由エネルギーの極小点として表される.

　2.3節や第４章に記したように，ブラックホール物理学では，ブラックホールは熱力学法則を満

たすことがわかっており，エネルギーＭ，エントロピーＳ＝ヤ4，そして温度Ｔ＝づ47r，を待っ

た熱力学的対象とみなすことができる．実際にはブラックホールは厳密に熱力学を再現しているわ

けではないが，熱浴中にあるブラックホールがどのような性質を待つかを調べることは興味深い．

　ここでは理想的な状況を考え，熱浴は自分自身の温度を変えずに，プラックホールの温度を一

定に保つとする．ブラックホールの周りの熱幅射や，ホーキング幅射が温度を調節するのである．

例えば，孤立系のSchwarzschild black hole は常に安定である．しかし，帖射で満たされた無限に

大きな箱の中にあるSchwarzschild black hole は常に不安定である[1231.なぜそのようになるの

かは熱容量が負になることから理解される.RN black hole では，Q＝ji訂/2で熱容量の符号が

入れ変わる．この変化は一種の相転移と考えられる[124].すなわち，ＱくJM/2のRN black

holeは熱浴中では不安定であるが，Ｑ＞岬訂/2では安定に変わるのである．

　このような熱容量の符号や安定性の変化の解釈については，未だ解明されていない問題が残っ

W
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Ｔ

Ａ Ｂ
「

図.5.2:熱浴系のdilatonic colared black ho】eポテンシャル関数Ｆを示した．領域ABCの

内剖には，１個の安定解と２個の不安定解が存在する．しかし，その他の領域では１個の不安

定解しか存在しない．これは双対くさぴカタストロフィーに見られる性質である．
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ているが[125]，ここではブラックホールを通常の熱力学的対象として扱うことにする．ヘルツホ

ルツの自由エネルギーは

Ｆ＝好一７Ｓ (5,2)

である．この極値が平衡点を表し，極小が安定，極大が不安定に対応している，ヘルムホルツの

自由エネルギーを用いて熱浴に非可換プラックホールを浸したときにどのような性質を持つのか

を調べることにする．

　まず，ブラックホールの温度Ｔと結合定数7をコントロール・パラメータにする．そしてヘルム

ホルツの自由エネルギーＦをポテンシャル関数，ホライズン上での場の強さBKを状態変数にとる

（表5.1参照）．図5.1に平衡空間を示す.colored black hole解（7＝O）を含んだ７が小さい領域

では，２つの折り目が現れるが，大きな７に対しては折り目は１つも見られない．これをカタス

トロフィー写像でコントロール平面上に写すとくさび型が見られる．コントロール平面は見やす

いように図5.1の元の位置よりも下の方に示しておいた．したがって，このタイプの解の安定性は

くさびカタスいコフィーに分類される．図5.2に描いたポテンシャル関数の振舞いから安定解は曲

線ACと曲線BCに挟まれた三角形に似た領域ＡＢＣの内側にだけ存在することがわかる．同時に
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ABC内には２つの不安定解も存在する．安定解は平衡空間上で∂瓦,/∂71が負になることで判断さ

れるのである．したがって平衡空間のほとんどの点が不安定解になっている．これは任意のコン

トロール・パラメータのところで安定解があり，折り目にな,っている領域だけに不安定解が存在

する通常のくさぴカタストロフィーの逆になりている．したがって厳密に言えば，熱洛中のNIタ

イプのプラックホールは双対くさびカタストロフィー（dual cusp catastrophe）に分類される．

　この種のカタストロフィーはいくつかの面白い性質を備えている．例えば図5.1の曲線ｅで衰さ

れるよぅな安定なプラックホールを考えてみよう．プラックホールの温度が上がるか下がるかす

ると解は点CI，またはＱにたどりつく．そぅするとそれ以上は安定な解が存在しないので，解

を表す点は矢印に沿ってSchiyarzschild black hole へとジャンプする．こうして最終段階では，温

度が上がっていったときも，下がぅていったときでもたいして違いはないが，以下で見るように

ポテンシャル関数の振舞いは異な･ったものになる．

　プラックホールの温度が上昇していき，点CIに･っくと分岐集合（曲線BC上）でポテンシャル

の最大の点mlと最小の点m2が一致し，最大点m3を残す．しかしながら，それは不安定点なので

ブラックホール解はm3へは移らない．そのかわりに，単純なSchwarzschild black holeに移るの

である．逆に温度が下がると，解の点は曲線ACを横切り，ポテンシャルの最小の点m2と最大の

点m3が一致する．そして最大の点mlを残すことになる．そして同様にSch9rarzschild black hole

へとジャンプする．

　前述したように，カタストロフィーは分岐集合上で生じる．では，今のモデルで分岐集合を特徴づ

けるよぅな物理的な変化はあるのだろうか.熱洛中のRN black holeでは，分岐集合はQ＝JiM/2

をみたし，ここでは熱容量の符号が変化して，一種の２次相転移が生じる，非可換ブラックホール

の場合でも，数値計算から分岐集合は熱容量の符号が変化するところと考えられる．この結果は

結合定数･yが小さいときには２度符号を変え，大きくなると１度も無くなることと一致している．

5.2　NIIタイプのブラックホール

　この節ではNIIタイプのプラックホールの安定性を調べる[U9,49]，NIIタイプのブラックホー

ルは訂一弘平面でカタストロフィー理論による現れるくさび構造を示すので，NIタイプの場合よ

り興味深い．ＮＩタイプのときと同様に孤立系と熱浴系を考える．表5.2にそれぞれの変数を示す．

5.2.1　孤立系

　図5.3にSkyrme black hole の平衡空間と分岐集合を示す，ここで非可換ブラックホールの質量

ガと非可換場の質量μをコントロール・パラメータ，ホライズンでの場の強さj私を状態変数，エ

W
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表5.2: NIIタイプのブラックホールのカタストロフィー変数
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系 孤立系 熱浴系

コントロール・パラメータ ブラックホールの質量訂 ブラックホールの温度Ｔ

非可換場の質量μ

状態変数 ホライズン上での場の強さBh

ポテンシャル関数 エントロピーＳ ヘルムホルツの自由エネルギーＦ

ントロピーＳをポテンシャル関数とした．平衡空間は折りたたまれた布のような形をしており，コ

ントロール平面への写像は１本の線を示している．これは折り目カタストロフィーに分類される．

　考察している系に２つのコントロール・パラメータが存在するときには，２種類のカタストロ

フィーが考えられる．１つはくさぴカタストロフィー，もう１つは折り日カタストロフィーであ

る．後者はコントロール・パラメータが１つしかない系でも存在する．したが，て，ここでは非

可視場の質量μを固定しておいて，１つのパラメータ，Ｍのみに注目することにする.

　μの方を固定するには２つの理由がある．１つはラグランジュアンの中で基本的なパラメータ，

例えば，粒子の質量，結合定数，真空期待値等はそれぞれの理論で固定された値を持つ．したがっ

て非可換場の質量μを変化されるのは，数学的には興味はあるが，物理的には意見がない1.もう

１つはブラックホールの周囲の物質の降着や，ホーキング幅射等でプラックホールの質量が変化

したときに，そのブラックホールの性質がどのように変化するか，特にその安定性はどうなるか

に興味があるからである.

　゜ントロール・パラメータμを固定すると，平衡空間上になめらかな解曲線が得られる．それぞ

れの質量の値に対して，その曲線上に２つの解が存在している．刄,が小さい方の解，つまりｂ型

の解は線形摂動に対して安定であることが示されている．一方刄,が大きい方の解（ａ型）は不安

定になることがわかる．

　ここで１つ注意をしておく．今，♭型のブラックホールは安定，ａ型のブラックホールは不安定

　ｌもし｡unning c｡upling c｡nstant のように結合定数が温度やエネルギーによって変化する場合には，ここで議論し

たものと異なる性質を持つことになる。
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gsM/m『

図.5.3: Skyrme black hole の平衡空間の図である．平衡空間の上側と下側はそれぞれａ型と

♭型で，不安定解と安定解になっている．曲線ｅに沿･=)てプラックホールの質量が大きくなる

と，ある臨界質量で安定解と不安定解が一致する．この点でカタストロフィーが生じ，Skyrme

black hole は矢印に沿･ってSchwar2schi】db]ack hole へとジャンプする．コントロール平面上

に分岐集合j3yを描いた．これは折り日カタストロフィーになっている．

と述べたが，sphaler｡n black h･1eの場合，この規則は成立しない．というのはトポロジー的な理

由からsphaleron black hole は常に不安定だからである．一般的に安定性を議論するときには，い

ろいろなモードについて調べなければならない．スファレロンの安定性に関する多くの議論はト

ポロジーの解析に基づいており，特定のモードを調ぺるわけではない．重力がない場合のスファ

レロンに対しては球対称の仮定の下で安定性の解析がなされている【126】.そこでは１つの不安定

モードの存在が明らかにされている．自己重力を伴ったスファレロンの粒子解や8phaleron black

holeのｂ型の解はこの１つのモード以外に対しては安定であり，ａ型の解ではさらにもう１つの

不安定モードが現れるのだろう1115].この意味においてはｂ型の解はａ型の解より安定である．

したがって，♭型を“安定"，ａ型を不安定と言うことにする．こうするとsphaleron black hole

も統一的に議論に加えることができるのである．

　ａ型と♭型の解の安定性を時空の構造から説明できないだろうか．そこで非可換場のエネルギー
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図.5.4:　中性の非可換プヲックホールのエネルギー分布を描いた.（a）は�ored black hole

（NIタイプ），（♭）はProca black hole の♭型（NIIbタイプ）.（c）はPr【】ca black hole のａ

型（NIlaタイプ）である.μ＝0.05!7.m。にした．また，それぞれのブラックホールのホライ

ズン半径は0.01!7,/IJ･にした．運動エネルギーの項ρ･･と質量項pA,を別々に示した．非可換

場のコンプトン波長（～1/μ）を矢印で示したが，その点で，Nllbタイプでは心,が優勢であ

り，一方，NIlaタイプではpj,2が優勢である．
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訂

　　　　　μ

図.5.5:　Skyrme black h�eポテンシャル関数Ｓの図である．分岐集合�yの左側では最大

点と最小点が存在する．一方，右側では極値は存在しない．

分布を見てみよう．ここではProca black hole を例にして考察する．ＹＭ場のエネルギーは，運

動エネルギーの項ρ戸と質量項ρがの２つに分離できる．図5.4にProca black hole の戸戸とρがを

示す．全エネルギーは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ptota1＝pF2＋pA2　　　　　　　　　　　　　　　（5.3）

で表される．ホライズン付近ではu,～1なのでpA2はr-2の分布をしており，ＹＭ場のコンプトン

波長（～1/μ）のあたりの半径で急激に減衰する．この点を図5.4の矢印で示した．即ﾊﾞこ関して

は様々な因子が効いてくるのでそう単純ではない．しかしこれも戸がと同じくらいのところで急激

に減衰していくのがわかる．ａ型とｂ型の解で主な違いは，ｂ型ではコンプトン波長のところで

ρぶが優勢になっており，逆にａ型では戸戸が優勢になっている．一般的に質量項は構造を安定化

させることが知られている．したがって，ｂ型ではその構造の典型的なサイズ（～1/μ）であるコ

ンプトン波長までρÅ2が優勢なので安定になっているのである．逆にａ型では安定化させること

ができない.colored black hole は極端な場合（心2≡o）になっている．

　この系ではどのようにカタストロフィーが生じるのだろうか．最初に安定なプラックホールが

存在したとしよう．図5.3では曲線ｅ上の１点で表される，質量が大きくなると解の点は曲線Ｊこ

沿って右側へと移動していき，右端の点（特異点）に到達する．ここで解の点は行くところがなく

5.2.NIIタイプのブラックホール

BH

Ｓ

図.5.6:　3次元空間〔Ｍ，３１，Ｓ〕におけるSkyrme black hole の解曲線と各２次元平面へ

の射影である.μ＝0.02!7.m｡にした．Ｍ－Ｓ面におけるくさぴ構造Ｃは臨界点である．コン

トロール・パラメータＭを固定するとホイットニー面上の極値点に２個の解が存在する．極

大点が安定で，極小点が不安定である．臨界点Ｃを越えると，非可換ブラックホール解は存在

しなくなる．
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なり，矢印で示したようにSchwarzschild black hole へと不連続にジャンプすることになる．これ

がカタストロフィーである．この様子はポテンシャル関数を見るとよく理解される．コントロー

ル・パラメータの違いによるポテンシャル関数の概形を図5.5に示した．分岐集合3yの左側，つ

まりμとＭが小さなところではポテンシャル関数は２つの極値を持つ．１つは最大点で安定なｂ

型で，もう１つは最小点で不安定なａ型の解である．普通，ポテンシャル関数の最小点と最大点

はそれぞれ安定解と不安定解を表すのであるが，いまの場合ではエントロピーをポテンシャル関

数に選んでいるので，対応関係は逆になるのである．プラックホールの質量が大きくなると，解

の点は分岐集合3yに近づいていき，最大点と最小点が一致して変曲点になる．さらに質量が大き

くなると極値･っまり解はなくなる．カタストロフィーは最大点と最小点が消滅することによ･って

生じるのである．

　次に図5.6にSkyrme black hole の解をＭ一瓦－Ｓの３次元空間に描いた．またそれぞれの２次

元面への射影も記した．３次元の図はよりよい理解と新しい結果を与えてくれる，カタストロフィー

理論では，解はコントロール・パラメータＭを固定したときに，ホイットニー面Ｓ＝Ｓ(Ｍ,瓦)
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の極値の点とみなせる．図5.6の最大エントロピーのところでは解は変曲点になり，それ以上は解

がなくなっている．Ｍ－ｊ恥平面とBh－S平面，そしてもともとの３次元の曲線はすべてなめら

かであり，M－S平面つまりＭ－な平面にだけくさび構造が現れる．

　図5.6をみると，ブラックホール解は２つの粒子解をなめらかな曲線であたかも“檎"のように

つないでいる．そしてその途中にカタストロフィーという落とし穴が存在している．これはカタ

ストロフィー理論を用いてはじめてわかる性質で興味深い．

5.2.2　熱浴系

　熱浴中のNIIタイプのブラックホールの安定性はより複雑なものとなる．例として図5.7にSkyrme

black hole の平衡空間とコントロール平面上に分岐集合を描いた．分岐集合は２つの成分から構

成されており，１つは折り目カタストロフィー，もう１つはくさびカタストロフィーである．

B絢j
　A

０

図.5.7:　熱浴中のSkyrme b】ackho】eの平衡空間と分岐集合である．分岐集合はくさぴ構造

ＥＣＤ（図5.8）となめらかな曲旅ABF（図5.8）からなっている．くさぴと曲線が同時に現

れるカタストロフ･ィーは，コントロール・パラメータが２個しか存在しない初等カタストロ

フィーには分類できない．そのために，つぱめの尾カタストロフィーや蟻のカタストロフィー

にようにコントロール・パラメータが３個以上のものに分類される可能性がある．

-
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Ｅ

　　　　　　　μ

図.5.8:熱浴中のSkyrme black hole のポテンシャル関数Ｆを示した．領域ＡＢＣＤには２個

の極大と２個の極小が存在する（m1～m4）.〔a〕～〔d〕の４本の腺はブラックホールの進化を

議論するのに用いる．

　図5.8にポテンシャル関数の概形を示した．μを固定しておいて，ブラックホールの温度が変化

するにつれて，ポテンシャル関数がどのように形が変わっていくのかを見ることにする．この様

子は図5.9に示してある．μの値によって４つの場合が存在している．それぞれの場合を見ること

にする．

１

（a）の場合

温度が低いときには最大点mlと最小点m2が存在している．温度が高くな・ていき解を表す

点が右の方に移動していくと，曲線ABに当たる．そこで変曲点が現れる．この点を越える

と別の最大点m3と最小点m4が現れ，ABCDで囲まれる領域の中では２つの最大点と２つ

の最小点が存在することになる．さらに温度が上昇すると，曲線CD上で最小点m2と最大

点m3が一致して変曲点にかわる．そして最大点mlと最小点m4が残される．ここで初期に

m2に安定な解があ，たとしよう．温度が上がり，曲線CDを越えるとその解はなくな･って

しまい，最小点m4にジャンプする，ここでカタストロフィーが生じるのである．曲線ＣＤ

の前ですでに最小点m4での自由エネルギーはm2のものよりも小さくなるが，m2は局所的

に安定（準安定）なので，このときはまだm4は移れない．カタストロフィー理論ではこれ
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図.5.9:　熱浴中のSkyrme black hole のポテンシャル関数の掘舞いを示した･(a)～(d)の４

つの場合がある．これらは図5.8の直線(a)～(d)に対応している．いくつかの図の下に．Ａｎ

やCDなどの文字があるが，これらは図5.8の分岐集合の曲線を表している．
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を（完全）遅れの規則という．しかし，これは古典系で成立する規則で，量子的効果を考慮

したときにはトンネリングによってm4へすり抜けることもある．

2･(b)の場合

　　曲線ＥＣより前では新しい形が現れるが，それ以後は(a)の場合と同様である.

3.(c)の場合

　　曲線BFのところで最大点m3と最小点m4が，mlとm2よりも先に現れる．初期にm4に安

　　定解があ・た場合，温度が上昇していっても，カタストロフィーは起こらずに，その解は安

　　定のまま存在し続ける．したが・て，温度が低いときの安定解は非可換場の質量μによ,っ

　　て異なりたものになる．つまり，温度が上がってい．たときに，ある解はそのまま存在し続

　　け，また別の解はカタストロフィーが生じ，時空は不連続に変化するのである．これは興味

　　深い．なぜなら低い温度のときに存在しているプラックホールが(a)または(b)に属してい

　　るのか(c)に属しているのか区別できないからである．

4･｛d｝の場合

　　この場合は単純で曲線BF上でポテンシャルの形が変化するだけである．

　分岐集合をみると２つの初等カタストロフィー（折り目カタストロフィーとくさびカタストロ

フィー）が組み合わさっているのがわかる．しかしながら，トムの定理［127］より，コントロール・

パラメータが３つ以上でないことのようなカタストロフィーは現れない．したがってこの系はより

高次の初等カタストロフィーに属しており，図5.7の分岐集合はその断面を見ているものと予想さ

れる．それはつばめの尾カタストロフィーか蝶のカタストロフィーまたは別のものかもしれない．

5.3　CIIタイプのブラックホール

　この節ではカタストロフィー理論を用いてmonopole black hole の安定性を調べるが，平衡空

間を描いて分岐集合を写し出すという手法はとらずに，ポテンシャル関数を見ることによって議

論することにする[77]･

　monopole black hole では質量后，真空期待値j，ビッグス場の自己結合定数λをコントロー

ル｀パラメータ，ホライズン半径作(同じことだがエントロピーS)をポテンシャル関数にする

(表5.3).

　図3.23にÅ＝１でi5＝0.05の場合のmonoPoleblack hole のＭ －作図が示してある.RN black

holeの磁荷は1/がこ固定されているので，質量に下限が存在する．図3.23より，くさび構造は見
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表5.3: CIIタイプのブラックホールのカタストロフィー変数

コントロール・パラメータ

　ブラックホールの質量訂

　　　真空期待値石

ビッグス場の自己結合定数入

状態変数 δのホライズン上での値

ポテンシャル関数 フントロピーＳ

られない．一方，λ＝0,1でi＝0.05のときは図3.24のようになる．一見，図3.23（a）と変わら

ないように見える．しかしながら図3.24（b）からわかるようにくさぴ構造が現れている．

　そこでλの値に応じて２つの振舞いを考える．中性プラックホールの場合とK.Y.Lee等の解

析【751より次のようになる．第１の場合は図3.23に示したようにmonopole black h･leは常に安

定である．一方RN black hole は分岐点よりも大きな質量では安定，小さな質量では不安定にな

る．第２の場合は，図3.24から判るように，より大きなホライズン半径を持つCIIb型の解：ＡＣ

が安定，そしてくさぴ型をした点Ｃで安定性がかわる，より小さなホライズン半径を持つCIla型

の解：ＣＢは不安定になる.RN black h｡leは１番目のときと同様で分岐点Ｂで安定性が変化す

る．これらの振舞いはカタストロフィー理論で確かめられる．

　これまでの理論で解を２つの種類に分けていたが，解析はすべて数値計算によっていたものなの

で，図3.23の方にくさび構造が全くないと言うことはできない．というのは非常に小さなくさび

構造があるが数値誤差に埋もれている可能性があるからである，しかしながらカタストロフィー理

論はパラメータの値によって２つの種類の解が存在することを自然に説明することができる．で

はどのような初等カタストロフィーがmonopole black hole の振舞いを説明するのだろうか．考

察の結果，それはつばめの尾カタストロフィーであることが分かった．

つばめの尾カタストロフィーは３つのコントロール・パラメータα，&，ｃと１つの状態変数ｚ

W一一一一
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図.5.10:　つぱめの尾のカタストロフィーのカタストロフィー集合である．

を持ち，そのポテンシャル関数は

Ｉ
一
ｒ
ａ

　
　
＝

　
ｙ

a;5＋Wα.3 ＋
1M2十cz
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(5.4)

と表される．カタストロフィーが生じる点の集合のカタストロフィー集合は複式的に図5.10のよ

うになる．これがつばめの尾に似ているのでその名前がついた.monopole b�ck hole のモデルで

はｃ＝ｏで，３次元のコントロール空間の断面の２次元コントロール空間を扱う．これは自明な

RN black hole 解（・＝Ｏ）が常に存在するために必要な条件である．コントロール・パラメータ

ａは叉と刊こ，６はＭ（ＥいMZ硝ぃと洲こ依存している．

　　　　　　　　　　　　　　　　　ａ＝ａ(λｊ)，ゐ＝6(M團　　　　　　　　　　　　　(5.5)

すぐ下で見るようにａ＝ｏの条件はくさぴ構造が存在するかしないかで解を２つの種類に分ける

条件になっている．つまりくさぴ構造はつばめの尾の部分では生じ，胴体の部分では存在しない

のである．

　Ｑ＝０のときのλの値をλ．と書くことにする．もちろんλ．はi3の関数である．図5.11にａ＞０

つまりi＞i。のポテンシャル関数を槙式的に表した．このときはCIlb型の解だけが存在する．こ

こでブラックホールのエントロピーをポテンシャル関数にした．そのために最大点が安定を表し

ていろ．縦軸がエントロピー，横軸が状態変数である．状態変数には４を用いた．微分同和射像
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図.5.11:　λ＞≒.のmonopole black hole のポテンシャル関数の振舞いを示した．最大と最

小はそれぞれ安定，不安定な解に対応している.R（RN black hole）とＮ（非可換ブラック

ホール）の２個の解が存在する．
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によぅて＆に写すことのできる変数ならば，どれを状態変数にとってもかまわない．例えば中性

の非可視プラックホールのときのように，ホライズン上で定義される有効磁荷瓦を用いてもよい．

ただしここでは正則なモノポールのときにも定義される４，またはj（0）を使用した．

　さらにδ･l＜0の領域は物理的に意味のないところなので切り落とすことにする.（3.107）から6｡

が正定値なのは容易に見てとれる．ｃ＝０にしたおかげで原点（＆＝0）は常に極値になっており，

RN black hole 解を表している．

　動的な安定性を議論するために，ブラックホールの質量が増える過程を考えよう．物理的にはこ

れは物質の降着という形で再現される．そこで理論からくるパラメータむjを固定する．そぅす

ると質量の変化によって６だけが変わる．�が増すと6（�,司は単調に変化すると仮定する．＆が

負のときはポテンシャル関数の形は図5.11（a）のようになる．このときRN black h･1eは不安定で，

monopole black hole が安定になる．したが･=）て実際にはmonop･le black hole だけが存在するこ

とになる，６が増加すると最大点は減少し，原点へと近づいていく（図5.11（♭））.ゐ＝０になると

最大点は最小点と一致する（図5.11（c））.これが図3.23の分岐点Ｂである．この点でmon｡pole

blaek hole は連続的にRN black hole に変わる．そしてm･nop･1e black hole 解は消え，RN black

holeが安定になる（図5.11（d））.

　ホーキンダ幅射によ･ってブラックホールの質量が減少していく逆過程も考えられる．分岐点Ｂ

における質量よりも重いRN black hole があるとしよう．その質量が減っていくとRN black hole

は分岐点Ｂに達し，連続的にmonopole blaek h･leへと移る．プラックホールは蒸発を続け，最

終的には粒子解のモノポールヘとなる［75］.

　次に,z＜0（X＜ji｡.）の場合を考えよう，このときはCIla型とＣⅡ♭型の両方の解が存在し，

くさび構造を形成する．再び＆が負の値から増えていく場合を考える．ポテンシャル関数の形の変

化を図5.12に示す．最初，不安定なＲＮ解（Ｒ）と不安定なmonopole解（NI）が１つずつ存在

する（図5.12（a））.6が増加すると非物理的な領域に一対の最大点（N2）と最小点（Ｓ）が出現す

る（図5.12（b））.それから６＝０で最大点（N2）と最小点（Ｒ）とが一致する（図5.12（c））.その

後，ＲＮ解は安定になるが，monopole解（N1）は安定のままなので，このときは何も生じない.

monopole解（N2）はＲＮ解から分岐して，２つの安定解（Ｒ,ＮＩ）と１つの不安定解（N2）が同

時に存在するようになる．これは，プラックホールの大域的な物理量が固定されても２つの安定な

解が存在することになる．したがｰ:,て弱い無毛仮説（weak no-hair conjecture ）が破れているこ

とを意味している【128,129】.5がさらに増加すると，安定と不安定の２つのmon･pole black hole

解はお互いに近づき，そして一致して変曲点になる（図5.12〔d〕）.このときカタストロフィーが

生じる.monopole black hole は矢印で示したように不連続にRN black hole へとジャンプする．
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図.5.12:　λ＜瓦.のmonopo】e black ho】eのポテンシャル関数の鰻舞いを示した.R（RN

blackllole）とNI、N2（安定と不安定の非可換ブラックホール）の３個の解が存在する．
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その後安定なＲＮ解だけが残る（図5.12（f））．

　逆プロセス，すなわち６（ｉｊ）が減少する場合は次のようになる．最初に安定なＲＮ解（Ｒ）が

あ･ったとしよう．６が減小すると安定と不安定な１対のmonopole black hole 解〔N1,N2〕が現れ

る（図5.12（b））.この点ではＲＮ解は安定なので，何も生じない．＆がさらに小さくなり，ゼロに

なると安定なRN black hole（R）と不安定なmonopole black hole （N2）は一致する．このとき

RN black hole は不安定になる（図5.12（c））.RN black hole （R）は点鐘の矢のように不連続に

monopole black hole へとジャンプする（図5.12（b））.そして，monopole black hole解だけが安

定な解として残る．それからX＞X。の場合と同じようにmonopole black hole は安定なモノポー

ルヘと蒸発していく．

　このように，つばめの尾カタストロフィーは解の振舞いを説明することができる．さらにRN

black hole とmonopole black hole は;Xの値と無関係に常に＆＝０（つまりM＝My_jl）で一致

する．図5.13に分岐点での質量の臨界値を示した．図5.13からj妬v4はＸの値にほとんど依らな

いことが分かる，ＸくX。のときにはj妬v_･とjgj,_jvの２つの臨界値が存在する．前者はＲとN2

（図5.12（c））の分岐点，後者はNIとN2（図5.12（e））の分岐点を表している．一方，λ＞尨.では

ijv_･つまりＲとＮのＩつの分岐点しかない．

　�jv_aのi3依存性を図5,14に示した．これは近似的に

�｡＿R＝7.256il.745＋0.273.

で表される．

　以上の結果をP.C.AichelburgとP.Bizon[128]の結果と比較してみよう．彼らはX＝cx3の場合

のみを扱っている．彼らの結果によれば､i＝0.288/､/i;;: s o.o812 で�jv_．＝1.25x0.288 s 0.360

になる．また(5.6)より同じi3での�._jiを計算すると

ＭＮ一児 ＝7.256 x (0.288/百万)1゛745＋0.273 Qご0.363

となり，２つのj9._jlの値はよく一致する。したが･って2i－(x)まで�jv_aはiに依存しないこと

が分かる。こうして0≦i＜(x3にわたって１つのつぱめの尾カタストロフィーのポテンシャル関

数での議論が可飽なのである。

　�とijを固定し，Xをゼロから無限大まで変えたときに安定なmon｡pole black hole の解の枝は

他の枝から分岐したり，交わったりしない。これは安定なmon｡pole black bole の安定性は変化

しないことを意味している.P.C.AichelburgとP.BizonはX＜。。でＣＨｂ型のm｡nopole black

holeは安定であることを示しているので[1281，CIlb型の解の枝は常に安定であると結論できる。
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図.5.15: n＝1，2のcosmic colored black h�eの質量Ｍとホライズン半径Ｒ1,の図である.

RNdS b】ackho】eも描いた.α＝10.0にしてある．２個の分岐点j，〔･i＝1，2〕が存在する．

これらはくさぴカタストロフィーに分類される．実簾と点線はそれぞれ不安定モードが１個と

２個存在することを示している．
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　cosmic colored black hole は不安定であったが，宇宙項を入れることによって構造を安定化でき

るであろうか．これはcosmic colored black hole解を考察する１つの動機になっている．この問

いに答えるために，ここでは２つの方法を用いる．１つはよく使われる線形摂動で，もう１つは

今までに議論してきたカタストロフィー理論である．

　最初にカタストロフィー理論から始めよう．ブラックホールの質量好とエントロピーＳをそれ

ぞれコントロール・パラメータとポテンシャル関数に選ぶ．今回は平衡空間を描かずに，好－タ

もしくは好－r4平面だけで議論を進めることにするので，状態変数は決めない．もし中性な非可

換ブラックホールのときと同じ議論をするならば，ホライズン上の場の強さ石丸を状態変数にして

同様のことをすればよい．図5.15にa＝10.0の場合の好一r4図を示す．扁（i＝1,2）はRNdS

black hole とノード数ｎのcosmic colored black hole との分岐点を表す．このときのブラックホー

ルの質量を好バi＝1,2）とする．コントロール・パラメータとポテンシャル関数で張られる空間

での図5.15の構造はくさびカタストロフィーに分類される．
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　ここでＭ＞ＭＩのRNdS black hole がｉ個の不安定モードを持っていたとしよう．すると分岐

点31でもう１つ不安定モードが増え，MIくＭ＜Ｍ２の範囲では(i＋1)個の不安定モードを持

つことになる．一方，cosmic c｡loredblack h｡leには不安定モードがｉ個存在するようになる．同

様に分岐点角ではRNdS black holeは，さらにもう１つ不安定モードが増え，ｎ＝２のcosmic

colored black hole は{n十1}個の不安定モードを持つ．粒子解はその解の枝と同じ数の不安定

モードを持つ．これは次のことを意味している．もしi＝0，すなわち，Ｍ＞ＭＩのRNdS black

holeが安定ならば，基底状態(n＝1)のcosmic colored black holeは安定ということになる．し

たが・て，RNdS black hole の安定性，不安定モードの数を調べればcosmic colored black h�el

の安定性がすべて分かってしまうのである．しかしながら，それを調べるのはカタストロフィー

理論では不可能である．そこで次に線形摂動による方法を用いる．Ｕ(１)ゲージ場を持ったRNdS

bla＆holeも安定であることから【130】，SU(2)ゲージ場を持･ったRNdS blaek holeも安定，そし

て，cosmic colored black hole が安定であることが期待される．

　ここでは球対称の線形摂動を考えることにする．球対称メトリックは一般的に次の形にかける．
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図.5.16:（a）RNdS b】ackho】e解の摂動のポテンシャルである．ホライズン半径は，最もく

ぽんだ点の絶対値の値の大きなものから，/xr‘＝1.6，1.8,2.0,2.2，2.4にした.，/X7.’＝2.0

付近が分岐点召1でのホライズン半径に相当している.

（♭）RNdS black hole解の摂勧の固有関数（基底状態）である．ホライズン半径は，絶対値の

値の大きなものからv/瓦r‘＝1.6，1.8，2.0，2.2，2,4にした．これらの固有関数の固有値はす

べて負であり，分岐点ｓ1の前後にわたって不安定モードが存在しているのがわかる．

言

レ

であるぺ5.27)は固有値gy2，固有関数ξの固有方程式である．したが･って，もし(5.27)が負の固

有値を持･っ固有関数が存在すると，ゼロ次の解は不安定であり，その数が解の不安定モードの数

になる．

　ここでは自明なRNdS解の安定性を調べるので，(5.28)はもっと簡単な形になる．ＲＮｄＳ解は

で，また，moを次のよ引･ こ書き換えられる．

したがって，ポテンシャル関数(5.28)は

5.5　安定性のまとめ

＋

Ｑ２

-
２Ｆ

　１

-
２ａ２ﾃﾞ

　１

-
ａ２芦

となる．これを実際に図5.16(a)に示した．また，基底状態の固有関数を図5.16(♭)に示した．少

し太い線になっているのが分岐点31付近のRNdS black holeである，これらの固有関数の固有

値はすべて負であり，分岐点31の前後にわた,って不安定モードが存在しているのがわかる．固有

関数のノード数が１の励起状態についても調べたが，分岐点召1よりも小さなホライズン半径の

RNdS black holeでは負の固有値をもつ固有関数が得られた．しかし，ちょうど分岐点31でその

ような固有関数がなくなり，Ｍ＞ＭＩのRNdS black holeは１個の不安定モードのみを持つこと

がわかった．

　結果として，ｎ個のノードを持ったcosmic coloredblack holeはｎ個の不安定モード持つこと

になる2.これは結合定数αには寄らない結果である．

　以上の結果を表5.4にまとめる．表5.4をからすぐにわかるのは，タイプに依らずａ型の非可換

プラックホールはすぺて不安定なことである．第３章での時空構造の考察でａ型の解はより強い

　　２ここでは偶数バリティの重力モードのみを扱･っていることを注意しておかなけれぱならない．これらの仙にもＢＭ

解と同じようにスファレロン‘タイプの奇数ﾉ句ティを持っていると考えられる1116］･
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磁場をより深い重力ポテンシャルで閉じこめている，このように無理に押し込んだような構造が

不安定性に結びついているといえた．一方，ｂ型は安定である．これは質量項が非可換場の構造を

造り安定化させ，それに重力が加わ，た時空構造をしているからである．このように，最初に発

見された非可換プラックホールであるcolored black holeは不安定な解であり，残念ながらブラッ

クホールの無毛仮説の反例にはならなかった．しかし，解析の結果♭型のプラックホールは安定

であり，特にmonopole black hole に関してはその形成過程まで含めた意味で，初めての無毛仮説

の反例をあげることに成功した.NIlb型にダブル・クォーテーション・マークがついているのは．

トポロジー的に不安定なsphaler｡n black holeも含んであるからである．カタストロフィーの型に

関しては様々なタイプのものがあることがわかった．
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W－一一‾

第６章

結び

　本論文では，アインシュタイン重力と非可換場が結合した系でのブラックホール解の解析を行っ

た．それは大きく分けて，４つの観点から成る．

　１つは新しい解の発見である.1990年にP.Bizonによりcolored black hole 解が発見されて

以来，いくもの非可換ブラックホール解が発見されている．そこで，本研究でも，様々な系での

ブラックホール解の発見を試みた．その結果，dolatonic c･lored black hole解，new sphaleron

black hole解，cosmic colored black hole解，そしてstringy black hole解を発見した．これらは

すべて静的球対称を仮定し，数値計算によりて求めた解である．

　次に新しく発見した解も含めて，これまでに求められている９個の非可後ブラックホール解を

再解析し，時空構造について統一的な立場から解析を行･った．その結果，非可後ブラックホールは

大きく分けて５種類，細かく分類するとNI，NIla，NIlb，CIla，CIlb，AI，R21のタイプがある

ことがわかった.AIタイプを除いて非可後場が質量を持たない種族Ｉでは，いくらでも大きな質

量のブラックホールが考えられる．しかし非可後場が時空構造に及ぼす影響は相対的に小さくな

り，通常のカー・ニューマン時空に近づいてゆく．一方，非可換場が質量を持つ種族IIのブラッ

クホールでは，その質量に上限がある．これはホライズン半径が非可換場のコンプトン波長程度

に大きくなると，非可換場が自己重力に耐えられずにブラックホールヘと扱い込まれてしまうた

めと考えられる．また，種族IIの解にはａ型と♭型の２つが存在する．ｂ型は平坦な時空で存在

する粒子解に一般相対論敵効果を入れ，ブラックホール解にな・たもので，ａ型はNIタイプのよ

うに重力場が存在してはじめて構造が形成されるものである．平衡状態を形成する仕方のこのよ

うな違いは非常に本質的で，ほとんどすぺての性質においてこの違いによる効果が現れている．

　３つめは，非可換プラックホールの熱力学的性質である．特に熱容量においては，非可換プラッ

クホールに特徴的な振舞いを示した．考察する系のパラメータの値に依存するが，NT，AIタイプ

では２回，NIlaタイプでは３回も熱容量が不連続に変化するのである，これは熱浴系における安

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　147
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定性と深い関係があり，第５章で解析した構造安定性を複雑にする原因になった，CIIタイプのブ

ラックホールではホーキング幅射を考慮すると，RN black hole かおる質量で不安定になり，安定

なmonoPole black holeに変化することがわかった．これは非可換ブラックホールの形成を初めて

考えたもので，ブラックホールの無毛定理の反例を示したことになる．

　最後は安定性である．本研究では静的は解のみを扱っているので，力学的な崩壊などで形成を考

察してはいない．そのため，現実の宇宙にこのようなエキソティックは天体が存在している，もし

くは存在していたという証拠をあげてはいない．そこでブラックホールが何らかの力学的過程を

経て形成されるための必要条件として，非可換ブラックホールの安定性を調べた，本研究では通常

の摂動による方法の代わりに，カタストロフィー理論が非可換ブラックホールに対しては有用であ

ることを示し，これによる解析を行った．その結果，ａ型のブラックホールは不安定，sphaleron

black hole を除いたｂ型のブラックホールは安定であることがわかった．つまり，アインシュタ

イン重力と非可換場による新たな構造はすべて不安定であった．これは摂動による結果と一致し

ている．この理論を用いることにより熟浴系における安定性の解析も行った．またΛIタイプのブ

ラックホールに対してはカタストロフィー理論と線形摂動による解析のそれぞれの長所を用いて，

通常よりも容易に不安定モードの数を求めることができた．非可換ブラックホールは折り目カタ

ストロフィー，くさびカタストロフィー，そしてつばめの尾カタストロフィーと多彩な構造安定

性を持つことを示した．

　このように個々の系を調べていたのでは判らないメカニズムを，系統立てた解析により浮かび

上がらせ，極限的に強い重力場における非可換場の振舞い明らかにすることに成功した．

　さて，最後にこれからの非可換ブラックホールについて述べておく．非可換ブラックホールは，

アインシュタイン方程式の新たな解，新しい構造，ブラックホールの無毛仮説の反例というよう

な，どちらかというと数学的な興味から研究が進められてきたといえる．しかし，個人的な希望

としては，このようなエキソティックなブラックホールが実際に宇宙に存在していてほしい，もし

存在するならば，そのエネルギー・スケールから判断して，それは宇宙初期であろう．うまくすれ

ばブラックホールの蒸発過程の最終段階で形成されるかもしれない．しかしながら，どちらにせ

よ直接非可換ブラックホールを観測するのは不可能のようである．そこで期待されるのが，非可

換ブラックホールの存在により宇宙に何らかの物理的な影響が及ぼされ，観測にかかるという事

である，いままでにそのような物理過程が幾つか考えられている[131,132,133,134,135].　した

がって，非可換ブラックホールと観測のつながり，そして，その橋渡しをする物理過程の探求が

これからの課題になるだろう．

-･‾
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さった前田教授に深く感謝の意を表したい．本研究の一部は立揮尚史氏と牧琢弥氏の協力と有益

な議論により遂行することができた．これらの方々には共同研究者として感謝したい．本研究の

内容に関して，興味をもって議論を交わして下さったG.W.Gibbons博士，鏑木修博士，J.Katz

博士，F.V.Kusmartsev博士，G.Lavrelashvni博士，I.Moss博士，中尾憲一博士に謝意を表し

たい．また，博士論文の製作にあたり物理的な議論の他にも多くの助言をして下さった坂井伸之
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付録Ａ

ブラックホールの無毛定理と唯一定理

　この付録ではブラックホールの無毛仮説，すなわち，外部に物質や電磁湯原のない，漸近的に平

坦で平衡状態にあるブラックホールは３つのパラメータによって完全に特徴付けられる，という

命題を証明しようとする試みについて述べる．通常パラメータは無限遠での表面積分で得られる

質量訂，角運動量J，電荷Ｑが好んで用いられる．少なくともある条件（例えば静的や軸対称）

の下ではこれらのパラメータでブラックホール状態の連続変化を表すのに十分であることが証明

されており，これを無毛定理と呼ぶ．数学の分野では無分岐定理（no bifurcationtheorem）とも

呼ばれている．また，ある仮定の下でもう少し強い結果である唯一定理（uniqueness theorem）が

証明されている．これは連続変化に関係なく，ブラックホールの状態が３つのパラメータで完全

に決定されるという定理である．ここでは文献［136］に従い，これらの定理の完全な証明を与える

のではなく，その鍵になるポイントを歴史を追いながら説明していく．

A.1　静的な場合

　まず，今後の議論に必要になるいくつか言葉の定義をしておく．ある多様体の外部交信可能領

域（domain of outer communications以後ＤＯＣと略す）《βとはペンローズ【137】の表記法で

7-（7勺ｎｊ゛（７-）である．７４｀と７-はそれぞれ未来と過去の光的無限遠である．事象の地平線は

7i==∂仙》で定義される．地平線は未来の地平線（future horiz｡n）714 c∂7-（ヱ勺と過去の地

平線（past h｡riz｡n）?1-⊂∂7+（7-）とに分割される．時空が漸近的に予測可能（asymptoticaＪly

predictable）であるとは，裸の特異点が存在しないことと同値である．

　次の補題から出発する．

補題1［22,138］真空のアインシュタイン方程式か源のないアインシュイタイン・マックスウェ

ル方程式が満たされていれば，漸近的に平坦でかつ時空が漸近的に予測可能な平衡状態のプラッ
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クホールのＤＯＣは，(i)回転がないか(ii)軸対称の２つの場合しかない．

条件３補題１で導かれた回転のない場合，条件２を仮定すると定常なキリング・ベクトル

つくられるスカラーぼ12はＤＯＣでいたるところ負（そして九十ではゼロ）である．

↓
た

- －

―

＋ｘｄｊ十2匯向直一ｙ直2
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(A,1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

付録Åブラックホールの無毛定理と唯一定理

　後に続く議論にはあまり重要でないが，ブラックホールの外部に電磁場の源が存在するような

場合でも，源が非物理的でない場の方程式にしたがうならば，補題１の結論は正しいことがわかっ

ている．

　補題として証明されていないが，次の条件は重要である．

条件２補題１の条件を仮定し，物理的に到達し得ない表面重力ｇがゼロの極限を除いた場合，

ＤＯＣ《βはS2＠R2のトポロジー（例えば，∂,φ座標によって張られる２次元球と，r,i座標に

よって張られる２次元面）を持つ．一方，未来の地平面忿‘｀はS2＠Rのトポロジーを持つ．

　ここで補題１で予言される２つの可能性のうち，まず回転のない場合を考える．回転のない場

合は，その時空は静的であることが次の順で証明される．

から

　条件３を仮定したとき，真空の場合，および電磁場が存在する場合にＤＯＣが静的であること

をそれぞれS.W.HawkingとB,Carterが証明した．これはA.Lichnerowiczの定理【139】の拡張

になっている．

補題4【138,1401補題１で導かれた回転のない場合，条件４を仮定するとＤＯＣは静的である．

　ここで静的とは，(i)定常なキリング・ベクトルぶが超曲面に垂直(hypersurface orthogona1)

になり･さらに，間外部磁場j(o)がいたるところゼロであることをいう．

　この結果を見ると条件３の直接の証明を試みたくなる.P.Hajicekはこの問題においていくら

かの成果を修めている【141，142】，次のステップは最も難しいものであるが，W.lsraelによ･って

最初に行われ，後にD.C.Robinsonが簡潔でエレガントな方法でまとめている．

補題5【143,144,145, 146】補題４の条件を仮定すると，ＤＯＣは必然的に球対称である．

補題6［147,148］補題５の条件を仮定すると，ＤＯＣはＲＮ解，または（電磁場が存在しないと

きには）シュワルツシルト解であたえられる．ゆえにＤＯＣは質量Ｍと電荷Ｑによって唯一に決

定される．

　このように，ＤＯＣに回転がない場合，以上の補題の仮定を満たし，条件を受け入れれば，プ

ラックホールは質量Ｍと電荷Ｑによって唯一に決定できるのである．

匹・

Å.2.軸対称な場合

A.2　軸対称な場合

　この節では補題１で予言されるもう１つの可能性，つまり軸対称の場合を考える．この場合は，

回転がないときの条件３と補題４に相当するものが，順序が逆になるにもかかわらず両方とも証

明できる．したがって，静的の場合よりも厳密な議論ができる．はじめに，補題４に相当する次

の補題が成り立つ．

補題7[149，150]補題１で導かれた軸対称な場合，ＤＯＣは円形対称(circular symmetric)である．

ここで円形対称とは定常なキリング・ベクトル石と軸対称方向のキリング・ベクトル逗によって

生成される２次元面（例えば，標準的な座標系で，ｒと∂を一定とした面である）が他の２次元面

（明らかに，φと忿を一定とした面にとるのが便利である）に直交することをいう．補題７は条件

２とは無関係に成立する．そして逆に補題７の結果として条件２に相当する次の補題が得られる．

補題8【151,152】条件２と補題３の条件を仮定し，物理的に到達し得ない表面張力ｇがゼロの

極限を除いた場合，ρ2は対称軸を除きＤＯＣのいたるところで正である．また，対称軸上ではゼ

゜，同様にホライズン上でもゼロになる．ここでρ2はｉと，ilを用いて

で定酋される．

ρ2 一

一 (ぴら)2－|砂州2

次の段階ではμをつくるために調和関数のモース理論[153]が用いられる．

補題9[151,152]補題８の条件を仮定すると，定常軸対称な楕円体座標系(ｙμ,φμ)でＤｏｃを

大域的に覆うことができる．このときメトリックは次のように表すことができる．

ゝ

ヽ－

～

- で

心2＝Ξ

ｔ
dλ2

一
入2－C2

dμ2

-
1－μ2

ρ2　＝(Å2－c2)(1－μ2)

ｃ＝　訂－2Ωロー似Ｑ

である．Ω&とφ政はそれぞれホライズンの角速度，およびホライズン上での静電ポテンシャルで

ある．対称軸の両極はμ＝・1，ホライズンフiはλ→ｃの極限で与えられる．
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　次の段階はF. J, Ernst の業績によるものが大きい旧4,155].彼は(A.2)のメトリックに対し

て，源のないアインシュタイン・マックスウェル方程式は４つの変数に関する偏微分方程式として

表されることを示した．他の場の変数はこれら４･っの未知変数を陽に積分することによって得ら

れる.F. J. Emst にしたがい，４つの未知変数として〔A,2〕のχと，他にy,E,j3をとる，これ

らをエルンスト変数と呼ぶ．普通はＸの代りにｙが用いられるが，ｙはエルゴ面で符号を変える

ので解析が面倒になる．そこで，ここでは対称軸上以外ではいたるところ正であるχを用いるこ

とにする．これら４つの変数Ｘ,ｙ,瓦３,には次の性質がある．電磁場が存在しないときにはＸ

とｙが残り，Ｅと３がゼロになる．また，回転Ｌていなく磁場がないときにはＸとｉが残り，ｙ

と召がゼロになる．

　エルンスト変数を用いることは，ただそれらが非負のヲグランジュアン密度£によ，て導かれ

る単純な場の方程式に従うというだけでなく，プラックホールの大域的な境界条件の定式化が簡

潔にできるという禾|』点もある．

補題10［156,152］補題９の条件のもとで，境界条件を満たす場の方程式の解は次の簡単化され

た系の解によって唯一に決定される，

　j.簡単化された系は２次元で次のメトリックを持つ．

ただし，

1?.作用は，

／　
＝

　
ｊ

心2

-

一

一

dλ2

一
入2－c2

１＜μく１

Cdx貼1

圭／

dμ2

-
1－μ2

c＜λ＜cx）

|▽X12十|▽Ｙ十２(£▽ｊ－Ｓ▽和げ

　　　　　　　2×2
十２

|▽荊2十|▽耽2

-

―

(A.5)

(A,6)

　　　（A.7）

dλdμ（A.8）

　　　で与えられる.

j.境界条件は変数Ｘ,ｙ,£，３とそれらの微分が有界で，軸上(μ→=1=1)で∂Ｅ／∂λ，∂ｊ／∂λ

　∂ｙ／∂λ,∂ｙ／∂λ＋２(Ｅ∂３／∂μ－３∂Ｅ／∂μ),とＸがすべてゼロになり，λ-→(xlの極限で

£　＝　一Qμ十〇
うＩ

一
Å

ぐ

ｊ＝づ

(A.9)

(A.10)
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となる．

ｙ　==　２Ｊμ

入心Ｘ 一

一 (1

白

白

贈 十〇

○･

うー
一
入

ぐ

ううー
一
Å

ぐ

(A

(A
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　ここで採用した変数が有界という以外は，ホライズンい→c〕上で特別な境界条件がないとい

う便利な性質を持つことは注目すべきである．

　これまでの段階はA.1の静的な場合よりも厳密に進んできた．しかし最後のステップで補題５

と補題６に相当するものは証明されていない．つまり簡潔な唯一定理は未だに存在しない．ただ

し，電磁場がない揚合（E＝jj＝0）には，解は２つのパラメータで唯一に決定することが証明

されている．

補題11【157】補題10の条件のもとで.jり＝３＝ｏならば，パラメータｃとＪの値を１組与え

れば簡単化された系は高々１-っの解しかもたない．したがって，ＤＯＣのメトリックは唯一に決定

する．

　次の制限，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c4＞4J2　　　　　　　　　　　　　　　　（A.13）

を満たせば，確かに解は存在し，カー解に一致することが確かめられる．普通，カー解はパラメー

クc，Jよりも，質量訂，角運動量Ｊで記述される．これら２組のパラメータは

g＝1{ヽ/匹i7→-ヽ/g‾ﾆ‾司 (A.14)

で関係づけられている．

　補題11が証明される以前に，電磁場が存在しない場合で最も進んだ結果は，B.Carterの仕事

で無毛定理と呼ばれる[151,152].　これは解の連続的な変化はパラメータｃとＪの連続的変化で

完全に決定するという定理である．現在では電磁場が存在する系にも適応できる拡張された無毛

定理がある．

補題12（（拡張された）プラックホールの無毛定理口158］補題11の粂件のもとで，簡単化さ

れたの解の連続的変化は３つのパラメータc,J,Qの連続的変化で完全に決定される．

この補題は，それまでJ.R.lpser【159】やR, M. Waldl160]，およびS.K.BoseとH.Y.Wang[161]

等が，力一一ニューマン解の摂動に基づいて展開していた特別な場合の結果にとって代った．
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　補題12の主張することは以下のとおりである．アインシュタイン・マックスウェル系の解はい

くつかの解の集合に分類される．それぞれの解の集合は３つのパラメータc,J,Qによって特徴

付けられ，これらのパラメータを連続的に変化させることによって，その解の集合に属する任意

の解を再現することができる．ところが，いくらパラメータを変化させても，その変化が連続的

である限り，他の解の集合へは移れないのである．補題12で言い表していることはこれだけで，

解の集合に関してはなんら規定するものはない．したがって，解の集合がよく知られているカー・

ニューマン解の族ただ１つだけなのか，それとも他に解の族が存在するのかわからない．

　しかし，カー・ニューマン解でない族が存在したとすると，それらは物理的に意味のない描像を

坏えるだろうと思われている．なぜなら，補題６，および補題10から，唯一の静的な解や，唯一

の電気的に中性な解は力一一ニューマン解の族に属しているために，カー・ニューマン解でない集

合では連続的な変化では回転なしで球対称な権限や，同様に，電気的に中性な権限がとれないか

らである．このことをから，カー・ニューマン解でない族が存在したとしてもそれは不安定であ

ると予想される．こうして，電磁場が存在しない場合では1971年，一般的な場合では1974年に

証明された無毛定理を考察すると，定常状態に落ち着いたプラックホールはすぺて力一一ニュー

マン解の族に属するだろうと考えられている．

匹

付録Ｂ

カタストロフィー理論概論

　カクストロフィー理論は自然界における形態の変化を扱う学問で，特に劇的に変化を遂げる不連

続現象を扱うことが可能である．そのような変化をカタストロフィー(catastrophe)と呼ぶ[127]･

カタストロフィーはこの理論の創始者であるR.Thomの定理によって，初等カタストロフィーと

呼ばれる７つの基本的形態に分類される．トムの定理は現代数学の微分トポロジーを基礎にして

おり，その証明は複雑であるが，結論は非常に分かり易いので多くの分野に応用されている．

　この付録ではカタストロフィー理論について簡単にまとめることにする．また，ここにあるレ

ビューは文献[162,163]に多く依っている．

B.1　ジーマンの機械とカタストロフィー

　まず，例としてカタストロフィーが生じる簡単なシステムを考えることにする．図B.1のような

機械をつくる．円盤の中心を平面上に固定して回転可能にする，そして，円盤の縁の１点Ｃにゴ

ムまたはバネ（フックの法則にしたがう）を２本付け，１本の端は平面上の適当な点Ｂに固定し，

もう１本の端は白由婚Ｐにしておく．これで機械の完成である，

　白由端Ｐを持って少し動かすと，それによ・て円盤が回転し，図B.1の/召ﾒ1C＝∂が変化する．

しかし，自由端をゆっくり動かしていても，あるところに来ると円盤が急激に回転し，θが大きく

変化することがある．これがこのシステムのカタストロフィーである．カタストコフィー環論の

言葉を用いると，円盤を固定した平面をコントロール平面，自由端の座標をコントロール・パラ

メータという．また図B.1には自由端がそこに来たときにカタストロフィーが生じる点の集合であ

る，カタストロフィー集合を描いておいた．

　コントロールの点Ｐがカタストロフィー集合の尖点Ｋの近所にある場合のカタストロフィー機

械の様子を以下で詳しく調べる．

　コントロールの点Ｐを尖点Ｋの近傍に固定すると，円板はある角∂をなす．この角θはフックの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　157
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－
Ｉ

カタストロフィー集合

P(p,9)

一一一一一如-
ｐ

C(sinθ,-cosθ)

図.B.1:　ジーマンのカタストロフィー機械．上方にカタストロフィー集合も記しておいた．
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(B,1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B,5)

(B.6)

(B,7)
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匹

B.l.ジーマンの機械とカタストロフィー

理論を用いると，点Ｐを固定したままでゴムバンドのエネルギーが極小になる角度として実現さ

れる．この角∂を，あるいは対(P,∂)をＰに対応するシステムの状態，詳しくは安定平衡状態と

いう．

　したがって，まず，ゴムバンドのポテンシャルェネルギーｙを計算しなければならない．その

ために，図B.1のように点Ａを原点として図B.1のｐ軸，9軸を用いた直交座標系をコントロール

平面ｐ２に定める．

　コントロールの点をP(p,9)とすると，フックの法則によって２つのゴムバンドのポテンシャル

ェネルギーｙはそれぞれのゴムバンドの伸びの白乗の和に比例するから，比例定数を１とすると．

　　　y　＝(SC－1)2＋〔ＣＰ－1〕2

＝{(1o －6cosθ)1－1}2十
{(1十ﾀ2十92－2μinθ十29cosθ)1一1

y

である．すなわち，ｙは円盤の位置θとコントロールの点の座標ｐと9を変数とする，３変数の関

数y＝y(θ,J･,9)である，ｙを以下ではポテンシャル，あるいはポテンシャル関数と呼ぶ．

　さて，コントロール点P Cp,9)が固定されたときのそのＰに対応する円盤の安定平衡点∂は，

y＝y〔∂,p,9〕でp,9の値を固定してθのみの関数になったy＝y(∂,p,9)の極小値を与える∂であ

るから，

葺(θ,ｐ,０＝ｏ

(り湘＞０

沓〔∂､p､Q〕＝6(sin∂

票(剣p司)＝6(cosθ

である．よ･って(B.5)から

∂ＢＣ

一∂θ

∂2F

-
∂θ2

を満たす角∂である．コントコールの点Ｐが図B.1の9軸上の正方向上の点P＝(0,9)，9＞1にあ

るとき，θ＝Ｏが安定平衡点となるか否かを調べてみよう．

　ポテンシャル関数(B.1)より

sin∂

ＢＣ

cos∂　3sin2∂
-

ＢＣ

十2(1一言)ト9cosθ十psinθ)

を得る．ここで7,＝0,∂＝0としてみると，ＢＣ＝２,ＣＰ＝１＋９(＞１)であり，また

∂ＣＰ

-∂θ

∂2F

∂θ2

一

一

＝３
１＋９
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である． ここで∂乍/∂∂2＝oとおき，解9oが正であることに注意して求めると

90
一

一

３十ﾂﾞ厄
４

心 2.2

となる．よって

１

１く9＜9ﾛのとき倫(o､9､0)＞oでθ==ｏは極小を与える．

　　　　　　　　　11p･g)(θ)゜αo＋α1∂十a2θ2＋a3∂3＋a4θ4十‥・＋αiθi十

ここでa＝p2＋(1十g)2とすると，
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(B一端

(B.17)

(B.18)

(B

(B

川

20）
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(B.8)

　2べこ卯のとき倍(oふo)＝oで∂＝ｏは極値を与えない．

　３ ９＞卯のとき倍(0,9,o)くｏでθ＝ｏは極大を与える．

　すなわち，9軸上の１く９く9oをみたす点はθ＝Ｏが安定平衡点であるが，９≧卯の点では安定

平衡点ではない.9oは図B.1のカタストロフィー集合の尖点Ｋの座標である．

　ジーマンのカタストロフィー機械にはそのコントロール平面丑2上にダイヤモンド形のカタスト

ロフィー集合が現れる．次に，このカタストロフィー集合の尖点K(0,9o)の近傍でおこるカタス

トロフィーを詳しく調べる．

　まずこのシステムには前述のようにポテンシャル関数ド(p,9,θ)が定まり，コントロールの点

P(p,q)が固定されたとき，このＰに対応するシステムの安定平衡状態，つまり円盤の角θは９ｐ,ｑ

を与えられた値に固定した紅)みｏ関数Ｆ脈9圈にれを以下で‰,9)(θ)で示すことにする)を

極小とするような値∂である．これを極小点と呼ぶことにしよう．同様に極大値を与える点は板

元弘とする．

　そこでまず尖点K(0,祠の近傍の点P(7,9)に対してこの関数ﾘ.,9)(θ)をθでテイラー展開する

[164]･

(B.9)

10）

11）

12）

13）

14）

(B.15)

匹

召.j.ジーツンの機械とカタストロフィー

図.B.2:新しい座標でのカタストロフィー集合，これを横切る直線・に沿って，ポテンシャ

ルの振舞いを見る．

となる。

　ご)K｡｡)(∂)に適当な座標変換を行ヽて次第に簡単な形へと導く。まず，∂を１次変換

θ＝

ぐ
ぷー

で゜^｀座標変換すると・yi｡,g)〔∂〕は畷｡μ〕になる。こ

陽､冶)＝
２４

－
４
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ぐー上
叫
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である。ポテンシャルから定数を除いても極小点は変わらないので1り1｡)(z)より２を含まない項
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IJ＝3 む＝２ 1ﾉ＝１ ‘りこ０

図.B.3:　ポテンシャルの変化とカタストロフィーの発生．
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1?＝－I J＝－2

lz2＋IJz＋IJμ5＋‥・＋t£jn－4z゛＋

・ニー3

(B

(B

川

22）

とする，このｕ,むを用いて次にコントロール平面だの写像(座標変換)九：脈9)→い脈紅り脈9))

を考える．ここに削0,9o)＝(0,0)である．するとコントロール平面上に尖点K(Oっ9o)を原点とし，

その点を通る２つの曲線械P,9)＝Oとu脈9)＝Oをｕ軸む軸とした図B.2のような座標系ができ

る．するとこの座標系でポテンシャル 惣,諺)は

ﾂﾞ｡)ぃ卜で＋｜ z2十・z＋lijlz5＋‥・＋i,1＿4�゛＋ (B.23)

で示される．ここで恥-4ニ恥-4叫瀕である，よって竹し府)は，Ｋの近傍では５次以上の項

を無視して

Ｆ

　
ｕ
一
２

Ｊ
乙
４ こｒ２＋ＵＪ (B.24)

で近似することができる．よってB.3節で述べるトムの定理によってシステムのカタストロフィー

を論じる限りでは，元の複雑なｙの変わりにポテンシャルとしてこの単純なＦを用いてよいこと

が保証されている．

　ここではトムの定理を仮定し，このＦを用いて点Ｋの近傍におけるシステムのカクストロフィー

を調べることにする．図B.3のような直線e(u＝－3)上をむ＝3,2よ0,－1,－2,－3とコントロー

ルの点を動かしてみる．するとそれらのコントロールの点に対応するポテンシャルＦのグラフは，

図B.3のように描くことができる．む＝３のとき極小点りはり＜Ｏである．ｌ＝2となると･2の

匹

召.2.くさびのカタストロフィー 163

位置が変曲点となる．ｔ,＝１のとき22の位置が21の位置とともにもう１つのＦの極小点となる．

しかし円盤の位置は初めの極小点ZIに留まっている．以下tJ＝1，0，－1とコントロールの点が

動いても円盤の位置は初めのz1にずっと留まる．この間，第２の極小値は次第に値が小さくなり，

極小としての影響は大きくなる．これに反してz1の与える極小値は次第に値が大きくなり，影響

力は小さくなってくる．ｇ＝－２でついにz1の与える極小値はそのすぐ右方にあ・た極大値と打ち

消して消滅して変曲点となる．すると，この瞬間に円盤の状態はzl〈0より22＞0へと激変し，

カタストロフィーがおこる．

　以上から，このシステムはコントロール（u,句が与えられると，それで定まるポテンシャル（B.24）

の極小点２がその状態として現れるが，あるコントロール・パラメータ（u,司に対してはこうした

極小点は複数個定まり，その中にある１つの極小点が状態を示す．そして=コントロール・パラメー

タが変わり，この状態を示していた極小点が（他の極大点と打ち消しあ・て）消滅すると，この

システムの状態は別の極小点で示される．そしてこの極小点の変化は図B.3のように，コントロー

ル・パラメータが連続に変わっても不連続に起こり得る．これがカタストロフィーの本質である

ことが分かる．

　また，このシステムでは，tJが正から負へと直線ｅに沿ってコントロールが変わる場合，z2の

状態が現実にシステムに現れるためには，すでに状態を与えている21の与える極小点が消滅する

（l＝2の時）まで，特たなければならない．つまり，ある極小点が一度このシステムの状態を与

えると，この極小点は存続する限り引き続いてこのシステムの状態を与えることがわかる．この

事実を，システムは（完全）後れの規則（perfect delay）に従っているという．

B.2　くさぴのカタストロフィー

　R.1節で述べた尖点Ｋの近傍におけるジー７ンのカタストロフィー機械のカタストロフィーを

図形的に示してみる．このためにＫを原点としたtj｡9，2で張られる３次元直交座標系(tj,l,z)

を定める．

　さて，原点Ｋの近傍でのポテンシャルは(B.24)であった．コントロールの点〔tj,l〕が与えられ

たとき･これに対応する安定平衡状態ｚは関数4｡.)岡の極小値を与えた．よって特に状態２は

関数乃,,ぶ2)の極値を与える．そこでまず，

をみたす点(tj,tJ,･)の集合

∂Ｆ

一
∂z

一

一 £3十ｕｚ十む＝０

訂丿･＝{(uふz)ly十uz十t7＝o}

(B,25)

(B.26)
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を考える．すると河rはコントロールの点叫瀕とこれに対するポテンシャルＦ叫川の極値を与

える値ｚとのつくる対叫ふ剛の集合である．このＪ，あるいはこの対隔匹削を平衡点という．

そして河yをＦの平衡空間（equmbrium space）ということにする．

　河Eの点叫ふJ）を空間瓦3にプロットすると，河yは図B.4のような曲面になる．コントロール

平面j?2はｚ＝Ｏで定まる平面であるが，河Fと沢2とが重なって河yが見にくくなるので図B.4で

は瓦2をｚギ負数とした平面で示している（以下この例にならう）．

　図B.4の曲面河祠まスカートのひだのように１枚の布を例えば図B.4のように空間の原点０から

折り目の線Σバこ沿って折ってできる図形で，平面瓦2と微分位相同形（di汀eomorphic）になって

いることが確かめられる．

　さて･平衡空間ＭＦ上の点はポテンシャル尽日西）の極小値を与えるとき安定平衡点（stable

equmbrium）となった.（uふ司∈河丿.が安定平衡点となる条件は

ｔ

(tり･,ｚ)

となる点(u,t･,2)か

とすると

ｔ　
＝

　
Ｆ
　
Σ

∂Ｆ

一∂z

(ujﾊぶ)＞０

一

一

らなる．すなわち

(U,tJ,Z)

∂Ｆ

一∂･

一

一 Z3

∂Ｆ

一如

∂2F

-∂z2
〔u,tj,z〕

(ｕ､ｌ､ｚ)＝０

一

一

０

＝3z2十ｕ＞Ｏ
｝

０ふ司

０

一

一 ３ｊ＋ｕ

(B.27)

(B,28)

(B.29)

一

一

,
｝

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B,33)

(B.34)
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図.8.4:状態変数とコントロール・パラメータによって張られる３次元空間中にある平衡空

間とコントロール平面．
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ぴＦ

-∂ジ

である．安定平衡点の集合をＧ｡で示し，安定平衡空間とよぶ．すると，

z3＋l捻＋tj＝0，

である．Ｇ．の境界Σ。はＭ｡上の点餉,･詞で，

かＦ

∂ジ

＋tzz＋tﾉ

一

一

∂2F

-∂ジ

3J2＋U＝0

6ぶ＝０

∂zF

-∂∃

である．ところがΣyは図B.4に示したようなMFの折り目の線になることが確かめられる．

　つぎに

∂3F

-
∂£3

一

一

ｊ＋ｕｊ＋ｔ７＝０
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からｕ＝む＝a7＝Oが得られる．二の原点0＝（O高o）は折り目の点で，訂yのくさびの点（cusp

point）という．訂yが入っている叫ふ司空間だよりコントロール平面拓への射影を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｘ：沢3　－　R2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　凶､t･､z）･→（む､司

とする。この射影Xを曲面Ｍ｡に制限した写像

(B.35)

(B,36)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　χ。：Ｍ。→が　　　　　　　　　　　　　　（B.37）

をくさぴのカタストロフィー写像（cusp catajtrophe map）という．

　Ｍｚ･の折り目の線ΣＦ上の点Ｐでは，前に迷ぺたように曲面ＭダヽのＰにおける接平面がｚ軸に

平行な直線を含んでいるので，射影λによって接平面はコントロール平面上のある直線へと写され

る。これに反してＭ｡の折り目の線Σ。上にない点Ｑにおける接平面はχによ･ってコントロール平

面白身へ写される。

　このM.上の折り目の線上の点Ｐは次のようなカタストロフィー写像X。の特異点の概念で規定

される。点ＰＥＭ｡がχ。:M。－jZ2の特異点であるとは，ＰにおけるＸ。のヤコピアンがゼロとな

ることである．Ｍｊ,の点Ｑでヤコピアンがゼ・でないとき，ＱはX。の正則点であるという。そし

てR2の点Ｐはその逆像χil（刑に少なくとも１つの特異点があるとき，x｡の特異値という。

　ここで，Ｍ･の折り目の線Σ。はカタストロフィー写像

λF : jWF －4 j72 (B.38)

の特異点の集合であることが以下のように示せる．ＭＪ,上の空間の点はz3＋u2＋l＝0という方程

式を満たすので，(tj,－23－uz,z)のようにtjとｌで表せる.X･(u,－z3－u,z)＝(tz,－z3－tjz)

であるから，新座標(tz,z)についてＸ・は写像

で示される．このヤコビ行列は

ＸＦ：ＭＦ　→　ｊＺ２

　　（ｕｌｚ）ﾄ‾●（ul‾z3‾tjz）

―

　１　　　０

－２　－３ｙ－ｕ

ｊ

なので，夙絢がXﾀの特異点となる必要十分条件はヤコビアン

１

-Ｚ

　０

３２２－Ｕ

一

一 －３ｙ－ｕ＝０

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

ﾐ 四

一

一

む

３ｊ＋ｔ£＝０

―
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(B.43)

(B.44)

〃－‾

B.2.くさぴのカタストロフィー

Ｍ

図.B.5:　くさぴカタストロフィーの周りでのポテンシャル関数の変化．

である．ところが3z2十u＝∂2F/∂z2であるから，Ｘ・の特異点の集合は折り目の旅Σ．である．特

異点(u,･,z)はさらに∂3F/∂z3(tj,tj,副＝０をみたすとき，２次の特異点といいその集合を吟で

示す.Σ1は∂3j･/∂z3＝6z＝oから．原点＝Σ1であり，実はくさぴの点になっている．

　さて，χ.特異値の集合をj3.⊂£2で示し，カタストロフィー写像x。の分岐集合(bifurcdon

set)という．つまり

ｔ　
＝

　
Ｆ
　
召 凶,tJ〕 ﾖれ

である．ｚを消去すると

∂Ｆ

一如
7t j3 ＋ＵＪ＋ｌﾉ＝０

み＝{(u,め

(ｕ,ｕ,ｚ)

ぴＦ

-∂ジ

4z3＋27J＝O}c瓦2

となり，これが，ジー７ンのカタストロフィー機械の時にも尖点Ｋの付近のカタストロフィー集

合として現れていた図形である，同様にして２次の分岐集合昌＝{(o,o)}cみｃ瓦2が定まる，

これがくさび状曲線の尖点Ｋである．

　前に述べた安定平衡空間C与を定める．そのために，コントロール平面瓦2に分岐集合jyを描き，

その線上や内外にコントロールの点があるときのポテンシャルＦの概形を描くと図B.5のようにな

る．分岐集合召fの内部ではＦは２つの極小値Ｆ凪),F(z3)と１つの極大値F(z2)をもつ，よっ
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図.8.6:　平衡空間とコントロール平面．分岐集合3.の内側の部分ではコントロール平面上

の１点が平衡空間の３点に対応している．

こ･‾‾
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てＢﾀの内部の点の上で曲面Mj,は３重になっている．つまり，j3.の内部の任意の点P＝〔u湖を

通り，ｚ軸に平衡な直線はMj,と３点佃,ij,zl〕，(u,tJ,z2)，(tz,l,z3)で交わる(図B.6).そして

中央の(tj,･,z2)は極大値を与える．極大値は今考察しているシステムではたいした意味がなく，

不安定平衡点とよぱれる．よってＭ｡の３重になっている中間面を除いたＭ｡の部分が安定平衡

空間GFなのである，

　Ｓ･の外部の点Q＝(u,司上には図B.6のようにただ１つの安定平衡点(tj,IJ,2)が定まる．そし

て3.の線上の点Ｒでは１つの安定平衡点と，変曲点(折り目の線上の点)が定まる．

　前に述べたように，カタストロフィーは安定平衡点の消滅や発生によって起こるので，これらの

個数が変化する境界線である分岐集合はカタストロフィー発生の敷居という重大な役目を果たす，

B.3　トムの定理

　カタストロフィー理論の基本定理であるトムの定理を直観的に述べる．そのためにまずジーマ

ンのカタストロフィー機械での考察をする．

　ジーマンのカタストロフィー機械では，その状態は円盤の位置を示す角度∂であるから，このシ

ステムの状態空間は実数の集合jZ，図形的には直線j?1である．またこのシステムのコントロール

点P(7･,9)は平面上の点であるから，コントロール空間は平面R2である1.

　いまここに一般のシステムを考える．このシステムの状態空間はｎ次元ュークリッド空間ji゛－

{z＝(zl,…,4)jzl,…,4∈掲である．ここでｎは任意の白然数とする．またシステムのコント

ロール空間は一般に1次元ユークリッド空間か＝{JI＝(pl,…,p1)lpl,…,p1∈坦とするが．こ

の場合1は任意の自然数ではなく，1＝1,2,3,4のどれかであるとする2.つまりコントロール空

間は４次元以下の．－クリッド空間であるとする3.そしてこのシステムにはジー７ンの機械と同

じくポテンシャル

ｙ：かｘｒ　→　沢

　　　(p,2)･→　l/(p,z)＝y(pl，…，p1,zl…，z｡)

(B

(B

45）

46）

が定義されている．あるコントロールの点ｐが与えられたとき，変数ｐをこの値に固定しzのみを

変数として関数

　　　　　　　　　　　　　　　陥：ｒ→瓦　玲(z)＝陥(p,z)　　　　　　　　　　(B.47)

1∂は一般角であるとする．

２これまでコントロールの点は大文字P〔p,9〕等と用いたが以下では小文字p,p＝(pl,…,p1)等を用いる.

3j?5でも４以下の時と似た結果が得られるが複雑になるし，jl°以上では全く異なる結論となる．また応用上１≧４
でじゆうぶんとみられるのでこの限定を行った．

-
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を考える．そして，この関数り国の極小値を与えるような極小点2，あるいは対（7･,z）が，与え

られたj,に対応する安定平衡点（状態）になるとする．

　一般に与えられた一こ対するシステムの安定平衡点は複数個ある．そしてどの安定平衡点が現

実にj,に対するシステムの状態となるかは，B.2で述べた（完全）後れの規約にしたがうものと

する．

　安定平衡点（p,2）は7･を固定した2の関数陥圖の極小値を与えるから，

1こ〔p､z〕＝…＝ ∂ド

∂ら

脈z） ＝０ (B.48)

をみたす．上式をみたすzあるいは(p,z)をこのシステムの平衡点，それらの集合をこのシステム

の平衡空間といい，

訂y＝

ｆ

(p,z)

∂F

-
∂z1

(p詞＝‥･＝
∂Ｕ

-
∂恥

{p詞＝o} (B.49)

で示す．Ｍｖはコントロール空間かと状態空間Ｆとの面積空間である(た十n)次元ュークリッド

空間瓦"以の部分空間である．すると安定平衡空間の集合Gyはこの訂vの部分空間であり，Gy

をこのシステムの安定平衡空問という．

　さて，いま訂yのある点脈司の近傍でこのシステムにカタストロフィーが起こったとする．す

るとこの様子はジー７ンのカタストロフィー機械の時と同じく，ｐＲ午ｋよりコントロール空間瓦゛

への射影を

Ｘ 況叫71　→　jび

屈ｚ）←ｐ

とするとき，このＸでMyを沢゛へ射影するｙのカタストロフィー写像（catastrophe map）

λｙりWry －4 ji1

(B

(B

50）

川

(B.52)

の点(ｐ，ｚ)の近傍における様子によって示される．

　ところでトムの定理は，このシステムのポテンシャルドが構造安定(structure stable)である

とすると，カタストロフィー写像xyが適当な座標変換によって，非常に単純な多項式Ｆで与えら

れるカタストロフィー写像xyの原点における様子と一致することを主張する．すなわち，

　トムの定理[165]Myは点(ﾀ副の近傍ではた次元ュークリッド空間かと微分位相同型であり，

(p,z)におけるカタスドフィー写像

xy:Afy→jZ1 (B,53)

匹・
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表B.1:コントロール・パラメータの数が４個以下の初等カタストロフィー.1はコントロール

パラメータの数を表す．

た Ｆ 名称

１ ダ＋回 折り目（fold）

２ ±孚＋l.2＋り２ くさび（cusp）

３ 号＋lz3＋l冲2＋u7z つばめの尾（swallow t屁）

４ 士有一＋124＋X23＋答ぷ2＋f2 蝶（butterny）

３ .3＋!/3＋tむｚｙ一ｕ・一男/
双曲的へそ（hyPerbohc umbmc）

３ 123 － Jy2 ＋扨(z2＋!/2)一ｕｚ一男/ 楕円的へそ（eniptic umbilic）

４ j!/士y4＋uz2＋男/2＋扨ｚ＋抄 放物的へそ（parabolic umbilic）

は，点(p,2)を原点としてか+･に適当な新座標系(j,j)を導入してR“゛∋(p＝(pl,…,j4),2＝

(21,…，4))･→(jj＝(u,IJ,tj,1),i＝(z,9,2,j))∈が゛と座標変換すると，この新座標系に関し

て次に与えるポテンシャルＦの平衡空間MFの原点の近傍おけるカタストロフィー写像

XF:Mj，→j11 (B,54)

と一致する．ここでＦはコントロール・パラメータの個数1が与えられたとき，表5.1の1欄の値

が1以下であるポテンシャルのどれか１つであり，ｙとＦの状態変数の個数が一致する．ここでｙ

は構造安定であるとする．

　表B.1の７つのポテンシャルＦによるカタストロフィー写像,Xﾀ：訂F→瓦゛を初等カタスト

ロフィー写像といい，これらで示されるカタストロフィーを初等カタストロフィー（elementary

catastrophe）という．各初等カタストロフィーにはくさびのカタストロフィーと同様に，それらの

特異点の集合Σ。ｃＭＦ，２次の特異点の集合ΣSおよび，特異値の集合である分岐集合XバΣ祠==

jEり･Ｃか，２次の分岐集合ﾌび（Σい＝刑りが定まる，分岐集合ｊ｡はカタストロフィー発生の敷居

となる重要な集合であり．そして各初等カタストロフィーは表B.1の右欄のような名称で呼ぱれる

が，それらはそれぞれの分岐集合の形態を暗示して命名されている．
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　すでにた＝２のときのくさびのカタストロフィ一についてはB.2節で詳しく述べた．しかし表

B.1ではくさびのポテンシャルとして，z4の項の符号が正と負の２種類ある．両者は図形的様相は

ほとんど同じであるが，安定平衡空間と不安定平衡空間とがちょうど逆になっている．そこで後

者のカタストロフィーは双対くさびのカタストロフィー（dual cusp catastrophe）とよぱれる．

　同様な事実が表B.1の中で士の両方の符号をもつポテンシャルのすべてに起こる．表B.1のポテ

ンシャルの名称は＋のときの名称であり，－の方をポテンシャルとするカタストロフィーはすべて

この十の名称の前に双対（duaDの語をつけて区別する．よって初等カタストロフィーはコント

ロールの個数た≦４のとき普通は７個のタイプがあるというが，こうした意味では10個のタイプ

があることになる．

B.4　折り目のカタストロフィー

ここでは最も単純な折り目のカタストロフィ一について論じる．

た==１の場合

　系のコントロール・パラメータの個数だ＝１の場合には，トムの定理により，その系には折り

目のカタストロフィーしか起こり得ないことがわかる．与えられたポテンシャルは

であるとする．すると平衡空間は

仙/＝{φ,応}
一

一

（plzl，‥‘¶z71）

ｙ：Ｒｘｊｒｌ→Ｒ

∂U

-
∂zl

脈z） 一

一

一

一

こ(回) 一

一

,｝

(B.55)

⊂R1+゛ (B,56)

で定義される．条件の式がｎ個あるので，一般に平衡空間MyはRI十゛の中の曲線であり，１次元

ュークリッド空間jZIと微分位相同型である．

　さて，Mvの点(po,zo)の近傍でカタストロフィーが起こるとする．するとトムの定理により，

(po,zo)が原点Ｑになるような新座標系への変換

j?“゛ヨ(１･,ｚ)－(ｕ,(ら‥，s))ER1“

によ･って，（73o,zo）付近のMyにおけるχyは，平面R2の原点○近傍の

A4＝{(tj,2)
∂Ｆ

み
一

一 22＋tz
一

一

,｝
Ｃ双2

(B.57)

(B.58)

こ･‾
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図．Ｂ．７：　１＝１の折り目カタストロフィーの平衡空間と分岐集合．

におけるカタストロフィー写像

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　χF:jWrF　－4　R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（tjlz）←●　t£

と一致する．ここでＦは折り目のポテンシャル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F:j?xjl　→　jZ

（ｕ,ｚ）ｓ　ｼﾞ3十uz
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(B･剛

(B.60)

(B.61)

(B.62)

である．すなわち．新座標系(u,(z,…,s))では初めのｕと次のｚのみが本質的な変数で，残りの

(n－1)個の変数…,ｓは非本質的な変数であり，すべて省いて(ゼロとして)よいのである．

　こうしてＦの平衡空間Ｍ｡はtj軸，ｚ軸の定める平面沢2中の図B.7のような放物線となる．

　λ･：Ｍ。一jiの特異点の集合Σ.はB,2節で述べたように

ΣＦ
一

一

{(u,司 ∂F　　21

jyニ゛

である．すなわちΣ･＝{{tj,z珈こｕこ0}

0，沢の原点である．

＋Ｕ＝０，

∂2F

-∂ジ

一

一 2z ＝０

―

一

一 {(0,0)}，j?2の原点である．よ･って£ｊ･＝ｘｐ(

一

一 2z

(B.63)

0,0)＝

(B.㈱
∂2F

-∂ジ



174

一 一 - -

付録召カクストロフィー理論概論

図.B,8:　ん＝２の折り日カタストロフィーの平衡空間と分岐集合．

であるから，

である．よって安定平衡空間は

ｚ＞０⇔

∂2F

一∂ジ
＞０

Ｇﾀ＝{(匹r)lj十tz＝0，1＞O}

l£

(B.65)

(B･怖

になる（図B.7，放物線の上部の実線部分）．

　コントロール空間瓦では原点が分岐集合であり，ｕ＜Ｏからtz＞oへと時間が経って行くとす

ると，ｕ＜Ｏのとき存在していた系の状態分社＝０でカタストロフィーを起こして，ｕ＞Ｏではそ

の伏態が消滅するカタストロフィーを示している．また，∂３Ｆ／∂ｙ＝２≠ｏであるから２次の特

異集合跡は存在せず昌＝φ（空集合）である．よって２次の分岐集会場（＝φ）も存在しない．

ｋこ21の場合

　次に系のコントロールの個数た＝２の場合を考える．この場合トムの定理により系には折り目

のカタストロフィーとくさびのカタストロフィーとが起こり得る．くさびおよび双対くさびのカ

タストロフィーについてはすでにB.2節とB.3節で述べたので，ここではた＝２のときの折り日

のカタストロフィ一について述べる．ポテンシャルはた．１と同じ

Ｆ：瓦2×瓦　→　瓦 (B.67)

･ ･ ● ･ － －

一

一

,｝
ＣＲ３

一

一 召Ｆ
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(B.68)

(B.69)

　　　(B.70)

＝{(U,tJ)ltj＝0}

こ･‾

B.d.折り目のカタストロフィー

図．８．９：　１＝２の折り目カタストロフィーのコントロール平面．分岐集合が１次元（線口;

なる．

（u11Jlz）ト４ 1j十u･

であり，Ｆはコントロール変数tjを含まない（変数tJはダミーである）．平衡空間は

Åか
一

一

{(uふz) 即
石'゜ｊ

＋t£

であるから，訂祠まむ＝Ｏ平面上の放物線u＝－z2を各む＝一定の平面上へ平衡移動してできた放

物柱面である（図B.8），カタストロフィー写像

の特異集合Σyは∂F/み 一

一 Ｚ２＋ｕ

XF:Mj，→　j?2

　（U17JIZ）←●（Ull）

＝0，∂F勺∂研＝ 2z＝0であるから

　　　　　　　　　　　　　　　　Σj･＝{(u,･詞lz＝tz＝0)

であり，(u,･,2)空間一におけるl軸である(図B.8).よって分岐集合X･(Σ･)

はコントロール平面ji2における1軸である(図B.9).

　コントロール平面で斜線をつけたｕ＜ｏの半平面上の点(u,む)では∂2F/み2＝2z＝2ｿて＞０

となるのでこの(uふ,/司)が安定平衡点である((いJ,－ヅニi7)が安定平衡点である)，よって安

定平衡空間はＧ。

ある。

一

一 {(t･,tJ,,/ニi)lu＜0}であり，図B.8の斜線をつけた放物柱面の上方半平面で
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図.B.10:　くさぴカタストロフィー付近での局所的な折り目カタストロフィー．

　また∂2タ/∂ジ＝２≠ｏであるから２次の特異点賜は存在しないし，２次の分岐集合琲も存在

しない．この点が同じた＝２の時のくさびのカタストロフィーと際立って異なる点である．

　このた＝２の折り日のカタストロフィーはダミーのコントロール変数であるむをむ＝０として略

してみると，式としてはた＝１の折り日のカクストロフィーと完全に一致する．つまり，図B.8で

む＝Ｏの平面でた＝２のＭＦを切断するとた＝１のＭＦとなる．そして，系のカタストロフィー

を調べてみると，た＝１の折り目のカタストロフィーの場合に起こったカタストロフィーと全く同

一種類のカタストロフィーしか起こらないことがわかる．すなわち，折り日のカタストロフィー

はた＝２の場合もた＝１の場合もカタストロフィーとしては全く同一種類のカタストロフィーで

ある．

　同様に折り目のポテンシャルＦ＝一/3十ごはた＝３のときもた＝４…のときも現れるが，そ

れらは本質的にた＝１の時の折り目のカタストロフィーと同種類の非本質的なカクストロフィー

である．

　また，図B.10はくさびのカタストロフィーのＭＦを示しているが，このMFの特異点の集合Σy

上の原点でない任意の点φ,i)を図B.9のようにとると，この屈i)の訂ﾀの近傍びにおけるカタ

”｀・●W゛’
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ストロフィー写像

　　　　　　　　　　　　　　　　　　xy:び→瓦2　　　　　　　　　　　　　　（B.71）

はひは小さいながら図B.8のＭＦと同じ方物桂面の形をしていることから，た＝２の折り日のカタ

ストロフィー写像とみなせることがわかる．すなわち，くさびのカタストロフィー

χＦりWrF→R2 (B.72)

の特異点の集合Σy上の原点でない点はすべて折り目のカタストロフィーが現れる点なのである．
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