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1.1　背景

　現在の電子計算機による数値計算は，浮動小数点演算を基礎としている．この浮動小数点演算

による計算には必ず誤差が伴い，電子計算機の誕生当初から問題点として認識されてきた．その

結果，アルゴリズムの安定性等について多くの知見が得られ，多くの優れたアルゴリズムは誤差

の影響がなるべく小さくなるように設計されている．しかし，実際の計算において丸め誤差の影

響をすべて把握することは難しく，既存の数値計算法の大半は，計算結果の精度について確実な

保証を与えることは出来ない．また，簡単な数値計算においてさえも，丸め誤差の影響によって

有効数字がほとんど失われてしまうようなことは起こり得る，例えば，連立方程式

6491912b; － 159018721!/ ＝1

41869520.5Z － 1025589611/ ＝０

を倍精度浮動小数点数(ANSI/IEEE Std，754)を用いてGaussの消去法で解くと，

―　
　
　
　
　
＝

ｊ　
　
　
£
　
　
び

ー

237815437.895517

97087745.9667599

となるが，真の解は，
―　
　
　
　
　
＝

ｊ　
　
　
ぶ
　
　
び

ー

205117922

83739041

ｊ

ｊ

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

である．この例を見ても分かるように，整数演算でもない限り，広く行われている数値計算の結

果は実は全く信用することが出来ないと言える．少々長くなるが，山本哲朗先生の言葉[1]を引用

しておく．

現在，我が国で数値計算を行っている人達は，計算機から出力された数値をいったい

何桁まで正しい答としているのでしょうか．理論的に誤差０(が)であれば，/z＝10-2

のとき，４桁あるいは安全をみて２桁正しいと信じるのでしょうか．知人の某教授

によれば，具体的な問題では，数値をみれば，良い答えかどうかわかるものなのだぞ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　８
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うです．もしそうならば，各種スプライソ定規を用いてデータを外挿しあるいは内挿

し，予測あるいは設計を行うのと同等の作業を，計算機を使って行っていることにな

らないでしょうか．各種計算センターで，適応型高性能解法と銘打たれたサブルーチ

ソを使って，数字の列を得，それをもとに，何らかの結論が引き出されています．し

かし，如何に高性能解法を用い，如何に多倍長演算を行っても，出力された数値が何

処まで正しいかについては，整数計算でない限り，何の保証もないのです．考えてみ

れば誠に不思議なことではありませんか．我々は計算機という高価な道具を用い，キ

ザミ幅を換え，苦労した末にーしかも厳密な議論を展開した後にー最後は神・仏と

同様，出力された数値を正しいと信じることによってのみ救われているのです．数値

計算は信仰なのでしょうか．

　計算機自身に数値計算を行うと同時に結果の精度の保証を行わせるという発想とその研究は古く

から行われてきた．精度保証付き数値計算と呼ばれるようになったこの分野は，近年急速な発展を

見せ，今後の数値計算法のあるべき姿として世界的に注目を集めている｢2,3,4,5,6,7,8,9,10,111.

　丸め誤差の追跡を行う上で現在主流になっているのは，区間演算と呼ばれる手法である【12,13，

14,15,16,17】.　これは，すべての数値をぼ限,上限]というペアで表現し，区間と区間の演算で

答えの区間を求めるもので，P.S.Dwyerによって提案され[121.　R. E. Moore によって体系化

された【13,14】.区間演算は一時注目を集めたものの，大規模な問題に対しては最終的に得られる

区間の幅が広くなりすぎ，実用上は役に立たないと見られていた．ところがその欠点を補う手法

か考案され，また不動点定理と組み合わせて方程式の解の存在保証を行うことも可能であること

が分かり，再び注目を集めている．これらの研究では，ドイツ・Karlsruhe大学のKuli8chを中心

とする研究グループが中核となっている．

　ところで，区間演算によって，数式で決定的に記述された量に対する数値計算の結果の精度保

証，例えば

　　　　　　　　　　　　　　　励/筒77 － 262537412640768744　　　　　　　　　　　　　　（1.5）

９
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を計算するといったことが行えることは明らかであろう（もちろん計算の過程に現れる関数に対

する区間演算が行える場合）．ところが，方程式の解を求める場合はそうは言えない．線形方程式

に対するGaussの消去法などは解の計算プロセスは決定的であるが，非線形方程式，例えば

縦
９
ム
ー

　
Ｊ

exp(JO)－

岬

１
Ｑ
ｊ
ｌ

　
Ｊ

＝０

＝０

(1.6)

(1.7)

のような方程式に対しては一般に解を表現する数式は得られない．近年は数式処理技法か発達し，

非線形方程式が厳密に解ける場合もないわけではないが，それは特殊な場合に限られる．そのた

め，非線形方程式に対しては一般にNewton法などの反復法による近似解法が広く用いられ，こ

の反復法を区間演算に置き換えても解の精度保証には何の役にも立たないことは明らかである(収

束先の精度保証は出来ない)．すなわち，方程式の解の精度保証には単なる誤差の追跡とは異なっ

た別のアプローチが必要である．ここで重要な役割を果たすのは，関数解析の分野で基本的ない

くつかの不動点定理であり，またKantorovichをはじめとするNewton法の収束定理【18】である．

方程式を同値な不動点問題に置き換え，不動点定理の成立を数値的に確かめることによって解の

存在保証と誤差評価を行う．よってこの場合本質的な役割を果たすのは不動点定理であり，区間

演算は存在条件の成立を厳密に確かめるために用いられる．

　一方，これらの不動点定理の多くはBanach空間などの空間上で議論されており，これらの定理

を用いて有限次元の非線形方程式に留まらず無限次元の関数方程式の解の精度保証が行える可能

性がある．微分方程式などの関数方程式を解くには，一般に差分近似などによって有限次元近似

方程式を作り，それの解として近似解を得る．計算機の丸め誤差を考えれば，有限次元方程式の場

合でも結局近似解しか得ることは出来ないので，この点では無限次元も有限次元も事情は同じで

あるといえる．このような関数方程式に対する精度保証の試みは，Newton法の収束定理の成立条

件を数値的に確かめるものとして，占部[191,Cesari[20j,Kedcm[211,Kaucher-Mirankcr[22,231，

中尾[3,41，Plum[2非大石[25]などによる研究がある．また，Poincar6 mapの不動点の存在を

10
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数値的に検証して周期解の存在を求めるものとして，Sinai[261,山ﾛｰ吉原-西田【27,61らの研究が

ある．また，高次のTaylor展開と区間演算を用いて常微分方程式の解を包みこむ方法128.29]も

ある．

　また，近年自動微分と呼ばれる手法が注目を集めている【30,31,8】.これは，微分のchajn.rule

を用いて，プログラムの形で定義された関数の全ての偏導関数の値を関数値の計算と同時に計算

するという手法である．大規模な関数にも適用出来，途中に分岐を含む関数にも適用出来る点が

数式処理に対して有利な特徴である．上で述べた精度保証技法は大規模な関数の厳密な微分を必

要とするため，精度保証技法の実用化には自動微分が不可欠である．

　精度保証を行うためのソフトウェアの開発も行われている．現在のところ，Kar18ruhe大学と

ＩＢＭとで共同開発されたACRITH(High-Accuracy Arithmet,icSubroutine Library,FORTRAN

ライブラリ)[32，9]，FORTRAN-SC(FORTRAN for Scientmc Computation， ACRITHを土台

にＦＯＲＴＲＡＮを拡張バ33，9]，Karlsruhe大学の研究グループによるPASCAL-SC(PASCALf1)r

ScientincComputation， パソコソ用精度保証ソフトウェア川34JO]，PASCAL-XSC(A Pa8ca1

Extension for Scientinc Conlputation)，C-XSC(AC十十Class Library for Extended Scientinc

Computing)などが知られている．これらのKa山ruhe大学によるソフトウェアは，有効丸めを

用いて両端に浮動小数点数を持つ区間演算を実現している．また，1ong accumulator を用いた

高精度内積演算を実現することによって区間演算の無駄を軽減している点が特徴として挙げられ

る．また･operator-overloading機構により，object指向的なプログラミングが可能である．ま

た･Aberthによるソフトウェア[35,36,37]もある．これはＣ十十言語で記述され，多倍長浮動小

数点数による高精度演算を実現している．

1.2　本論文の目的と概要

本論文は，前節で述べたような精度保証技法に関する現状を踏まえて，特に非線形方程式の解

の精度保証に関する研究成果をまとめたものである.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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　本論文の前半(第3-6章)では，有限次元の非線形方程式に対して，近似解を元にしたほぼ自動

的な精度保証システムの構築に関する研究成果について述べる．

　非線形方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　∫(J)＝0，j:R"→R"　　　　　　　　　　　(1.8)

の解(零点)を求める場合，解析的に求まる場合は稀であり，計算機によって数値的に解を計算す

ることが要求される．非線形方程式を数値的に解くためのアルゴリズムは数多く研究されている

が，通常の浮動小数点演算は常に誤差を伴うため，その計算結果は誤差を含むものとなる．本論

文では，従来の数値計算で求まった近似解を元にして，精度保証を行う方法を提案する，全ての

計算を精度保証付き数値計算に置き換えるのでなく，従来法を補完して精度保証を行う方かより

実用的であるという考えに基づいている．

　非線形方程式の解を計算機上に表現する場合，無限精度の実数値を計算機上で得ることは不可

能であるが，計算機上に実現されたプログラムによって／･任意に高精度の値が得られる･･状態を

実現することは可能である．例えば，計算機で円周率の値を無限桁求めることは言うまでもなく

不可能である．しかし，任意に高精度の値を求められるようなアルゴリズムを我々は既に知ってお

り，それを計算機上に実現できる．そのため我々は円周率の値を･句っている"と認識できると考

えられ，方程式の解についても円周率と同様の状態になって初めて･瀬度保証"されたと考える．

　ここでは，“明≦Ｊ≦bい　bi一明→Ｏを満たす列伴幽}を計算するプログラムが計算機上に

実現"されたとき，実数ょは精度保証されたと考えることにする．すなわち，方程式の解ｶい精

度保証されだということは，区間岡山］に必ず真の解か含まれていることの保証と，いくらで

も精度の良い解を得ることが出来ることの保証という二重の意味を持っている．

注意1.1このようなプログラムを，その実数の計算機上の表現と考えることもできる．このよう

なプｏグラムが作れる実数は計算可能実数と呼ばれ，構成的実数論[40]と深い関連がある．　ロ

方程式の解についてこのようなプログラムが得られたとき，[ao涌o]を計算すればそれが真の解を

12
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含む区間解であり，区間幅が誤差評価となる．誤差が大きすぎる場合は，【a1.611,【a2j21‥.と順

に計算していけば，いくらでも精度の高い解が得られる．すなわち，品質保証のみならずアフター

サービスも万全という訳である．１変数の方程式の場合このようなプログラムはいわゆる二分法

によって容易に実現できる(但し，後述する方程式の表現誤差の問題を考えるとそう簡単ではな

い)．２変数以上の場合は，各成分について解を包含するような縮小区間列を計算することになる

が，これは簡単ではなく，縮小写像原理などの不動点定理を用いる必要がある．

く

上の意味での精度保証を行う上で，現状の数値解析法を考えると次の二つの問題点か浮上して

る．

　一つは，計算に用いる数値表現体系である．現状の計算機の多くは，実数の計算機上の表現と

して浮動小数点方式を採用している．この方法は，メモリ上に占める領域が一定で絶対値の大き

い数値が扱えるという利点かあり，ハードウェア化することにより極めて高遠な演算が実現され

ている．ところが，表現出来る精度には限界かあるため，任意に精度を改良するような目的には

当然使用出来ない．本論文では，精度保証に適した数値表現体系として，分母分子を多倍長の整

数として持つ有理数表現を採用する．この方法では，加減乗除において誤差が混入しないため誤

差のない線形計算を仮定でき，精度保証のための理論が作りやすい．計算か進むにつれて桁の爆

発が起こりやすいという欠点はあるが，アルゴリズムに適切な丸めを入れることによってそれを

防ぐ工夫をする．実際，有理数に対して，連分数展開の手法を用いることにより誤差の大きさと

方向を指定した丸めを効果的に行うことが出来る．更に，区間演算では計算途中の任意の時点で

丸め(両端の数を外側へ丸める)が行えるため，有理数演算を行った場合の速度の低下を比較的抑

え易い．

　二つ目の問題点は，解析の対象となる非線形方程式の計算機上の表現方法，すなわち方程式を

j（幻＝ｏと記述したときの関数∫：Ｒ”→Ｒ”を計算機上にどう表現するかという問題である．

関数の表現が誤差を含んでいれば当然精度保証は出来ない．有理数演算を導入すれば加減乗除だ

けで構成されている関数は厳密に表現できるが，，/，1ogなどの関数が含まれていれば厳密な表

13
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現はできない．すなわち，このような場合は誤差評価付きで関数か表現されている必要があるか，

これは区間演算の技法を用いることにより容易に実現出来る．更に，精度保証された解の反復改

良の可能性を保証するためには，任意に高精度に関数値が計算できる必要がある．区間演算では，

加減乗除や超越関数の計算において，区間の両端の数を外側に丸めながら計算を行うため，丸め

の大きさに応じた幅の結果が得られる．本論文では，関数に入力された区間の幅をこの丸めの大

きさの基準と考え，幅が狭いほど高精度な演算を行うような方法を提案し，これによって方程式

を表現することにする．

　また，それらとは別の問題点として，アルゴリズムの実現容易性がある．精度保証付き数値計

算が実用になるためには，その利用が比較的容易である必要がある．また，その手法を利用する

ために事前に多くの検討を行う必要があれば，その段階での間違いの混入が防げなくなり，計算

結果の信頼性の低下を招くことになる．すなわち，実用的な精度保証アルゴリズムは，方程式の

記述が容易で，またなるべく自動的に解析を行うようなシステムが構築可能でなければならない．

　本論文では，上で述べたような数値表現及び関数表現を仮定し，適当な方法によって得られた

近似解に対して，精度保証を行うアルゴリズムを提案する．これは，区間演算と平均値の定理，不

動点定理を巧みに組み合わせたKrawczykの方法[38, 39, 14]を基礎とし，またシステム化を十分

に念頭においた方法である．解の包み込みを利用するものである．また，先に述べた目標のよう

に，与えられた近似解を元にしてその誤差評価を行い，また任意に精度を高められるような反復

改良の手段を与える．また，十分良い近似解に対して解の包み込みに成功する事，包み込みに成

功した場合に任意に精度を高められる事を証明し，理論の妥当性を示す．また，それに有理数演

算と自動微分を組み合わせた精度保証システムの構築法を述べる．更に，実際の試作と幾つかの

例題に対する精度保証を行いその有用性を示す．

　ここで示すような，任意精度までの反復改良を始めとした真に数値の精度について細部まで考

慮して構築されたアルゴリズムは今まで知られておらず，また当然それを実現したソフトウェア

も存在しない．

14



･●一一一一

　本論文の後半では，方程式に幾つかのパラメータが付加された場合など，定義域の次元が値域

の次元よりも高いような方程式の解の包み込みについて論ずる．この次元の差かｎならば解の集

合は一般にｎ次元多様体となるが，これを包みこむ事を考える．これは，パラメータによる分岐

現象等の解析や変動が加わった方程式の解析など，様々な非線形現象の解析の基礎となる．従来，

通常の方程式の解（Ｏ次元多様体）の包み込みの方法は盛んに研究されてきたが１次元多様体以

上の解の包み込みの方法についてはあまり議論されていなかった．

　ここでは，陰関数定理を拡張し，その成立範囲を見積もれるような構成的陰関数定理を導く．こ

れは，簡易Newton法の収束定理である占部の定理[川を拡張する形で証明される．陰関数定理

は，局所的な陰関数の存在を示すものであるが，その具体的な成立範囲を与えてはいない．陰関

数定理の証明方法の一つとして縮小写像原理によるものが知られているが，Newton法も同様に

縮小写像原理によって支配されている.Newton法の収束定理が縮小写像原理等の不動点定理に

よって証明され，その唯一解領域を特定出来る以上，陰関数定理においても同様に成立範囲を特

定し，またその範囲での陰関数の計算方法を与えるようなものができると考えるのは極めて自然

なことである．

　また，ここで導いた定理の応用例の一つとして，ホモトピー法田,42,43, 44]の解曲線の新し

い追跡アルゴリズムを示す．また，その有効性をシミュレーションによって示す．ホモトピー法

の解曲線の追跡法としては，安定性を高めるための様々な工夫は数多く知られているが，

示した方法は収束性を完全に保証しつつ追跡するような方法で，全く新しいものである．

1.3　本論文の構成

-

に こで

　以下，本論文の構成を述べる．

　第２章で，本論文の議論の基礎となる区間解析について説明する．まず，区間解析で基本とな

る区間演算をその用語とともに定義する．次に，区間演算を用いた非線形方程式の解の精度保証

技法の基本的かつ代表的なものとして，Krawczykの区間写像を用いた方法を説明する.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15
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　第3-6章では，有限次元の非線形方程式に対して，適当な方法で得られた近似解を元にして精

度保証を行う方法について議論する．

　まず第３章では，厳密な精度保証のために不可欠な，方程式の計算機上での表現方法について議

論する，実数値連続関数を計算機上に厳密に情報落ちすることなく載せることを目的とする，そ

のために，従来の浮動小数点数に代わって，有理数演算を採用する．更に，計算誤差の影響を把

握出来るように区間演算を採用する．また，こうして定義された区間写像から元の関数について

の情報を完全に取り出せる（元の関数の定義となっている）ことを保証するための出来る限り緩く

かつ確認しやすい条件として，連続な区間包囲の概念を提案する．

　第４章では，Krawczykの方法を元として，適当な方法で得られた近似解を用いる精度保証ア

ルゴリズムを提案する.Krawczykの方法は，与えられた領域に対してそこに解かあるかどうか

を確認するものである．よって，本論文で対象とするような与えられた近似解に対してその近く

にあるであろう真の解を包みこむような目的の場合には，近似解を元にして真の解を含みそうな

適当な領域を与えてやる必要があった．本章では，この領域の決定法を示す．そしてこの決定法

を元にし，また第３章で提案したような関数表現を仮定して，与えられた近似解を用いた真解の

包み込みアルゴリズムを示す．また，このアルゴリズムが十分良い近似解に対して有効である事

を示す．

　第５章では，任意精度までの反復改良を行うアルゴリズムを提案する．仮に無限精度の区間演算

か行えたとすれば任意精度までの反復改良はKrawczykの方法により容易に行える．しかし，実

際にはそれは不可能である．ここでは，第３章で提案した関数表現を仮定し，また有理数演算を

用いた区間反復法を提案する．この方法では，適切に制御された有理数の丸めによって，有理数

の桁数の爆発の防止と任意精度までの反復改良を同時に達成している．また，それが正しく動く

事を証明する．

　第６章では，精度保証システムの実際の実現について議論する．まず，本論文(第3-5章)で提

案した方法を実現するために必要なソフトウェア，プログラミング技法について議論する．次に，

16
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本論文で提案したアルゴリズムの実際の試作について説明する．自動微分の技法を用い，方程式

と近似解の２つの入力だけで自動的に精度保証を行うシステムの構築が出来た．最後に，幾つか

の例題に対する精度保証を行いその有用性を示す．

　第７章では，方程式に幾つかのパラメータが付加された場合など，定義域の次元が値域の次元

よりも高いような方程式の解の包み込みについて論ずる．

　まず，これ以降の議論の基礎となる，簡易Newton法の収束定理である占部の定理について議

論する．次に，陰関数定理を拡張し，その成立範囲を見積もれるような構成的陰関数定理を占部

の定理を元に導く．更に，導関数のLipschitz連続性を仮定し，同様な定理を導く．

　また，構成的陰関数定理の応用例の一つとして，ホモトピー法の解曲線追跡の新しい方法を提

案する．まず，ホモトピー法について簡単に説明する．次に，解曲線追跡法の一つである予測子

修正子法の改良として，決して失敗しないような新しい解曲線追跡法を構成的陰関数定理から導

く．また，その解曲線追跡法について実際の適用に関する詳細な議論を展開する．最後に，シミュ

レーショソによってその有効性を示す．

　第８章は本論文の結論に充てられる．

17
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第２章

区間解析
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2.1　はじめに

　本論文の議論の基礎となる区間解析について説明する．まず，区間解析で基本となる区間演算

をその用語とともに定義する．区間演算で用いられる用語は論文によってまちまちで決定版はま

だなく，本論文でも独自のものを用いている．次に，区間演算を用いた非線形方程式の解の精度

保証技法の基本的かつ代表的なものとして，Krawczykの区間写像を用いた方法[38,39,14]を説

明する．これは，区間演算と平均値の定理，不動点定理を巧みに組み合わせた方法で，第３章以

降で議論される精度保証アルゴリズムの基礎となるものである．

2.2　区間演算

　本節では，本論文で用いる区間演算の用語について説明する，区間演算は，計算機で実数が厳

密に表現できないため，計算機内での数値をある幅を持った区間として扱い，真値の取りうる全

ての値を区間内に包含しながら計算を進めようという考えから生まれた．

定義2.1(区間，区間ベクトル，区間行列)2;≦1/を満たす実数Z,IJで定まるＲの部分集合

{rlz≦r≦一を区間といい，lz,!ﾉ}と表す．また，成分として区間を持つようなベクトル，行

列をそれぞれ区間ベクトル，区間行列という.71次元区間ベクトル(【zl,!/11,…,[z,J,l])りよ，ベ

クトルz＝(zl,…,zJ，ベクトルly＝(1/1,…，IJn)'を用いて【z,!/】と表す．ｎｘｍ区間行列

([a11,ゐIIレ‥ふ.，j－Dについても同様．また，これらの区間ベクトル，区間行列は次のよう

な部分集合を与える．

[z､!/]＝{z＝(zl

[a 　
＝

刎

，‥’，zn）1lziElzi, 1/i］｝

{c＝(c11、…、cn｡､)lcijE[aり、&ij]}
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刀を刄ji!'jまたは£(.R"l;JR")(nxm行列の作る線形空間)の部分集合としたとき，£□こ含ま

れるような区間，区間ベクトル，区間行列の集合を7(1))で表す．

　区間j＝[z,1/]∈7(R)の中心，半径，絶対値を

mid田＝

rad(7)＝

J＋1/

　２

μ－ｊ;

-
　２

圃＝max(岡雨｢｣

で定義する．また，区間ベクトル，区間行列７の中心，半径，絶対値も，

{2.3}

(2.4)

ｊｒ
ａ

ｎ
／
｀

ぐ

　　　　　　　　　　mid（7）（各成分の中心によるベクトル，または行列）

　　　　　　　　　　nd田（各成分の半径による々）

　　　　　　　　　　　げ|　（各成分の絶対値による帽

で定義する，例えば，区間行列７に対してrad山は，７の各成分の半径を成分として持つよう

な非区間行列である。

　区間の間の演算は、通常の演算。∈｛＋､－､×､/｝に対して

71本石＝｛JI＊J21J｝∈71､J2∈72｝

となるように定める．具体的には、区間x＝｢a､ゐ｣、y＝[c.dl]に対して、

ｘ十y＝[a十φ十d]

Ｘ－ｙ

ＸＸＹ

＝[a－d､6－c]

＝[mill(ac､ad､&c､&d)､max(ac､ad､6c､M)]

x/y＝(njn叫/らa/d､&/φ/d)､max(a/c､α/がｿφ/d)](ify jo)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

〔2.9〕

(2.10)

のようになる．また，区間ベクトル，区間行列に対する演算は通常の演算順序で各成分に対して

実数同士の区間演算を行うことにより定める．
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注意2,1ここで定めた区間同士の演算方法は･演算結果か実際の像そのものになっている．これ

は，有理数演算などの丸めのない演算を用いれば可能であるが，当然有限精度の浮動小数点数で

は区間の両端の数を計算するときに丸め誤差が入ってしまうので，ここで述べたような演算は実

現できない．このため，実際には丸め誤差の発生する方向(切り上げまたは切り捨て)を区間の外

側向きに制御することによって演算を行う．このときの演算は後述する区間包囲(演算結果は像そ

のものでなく像を含む)となる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

注意2.2区間ベクトルや区間行列の演算では，有理数演算を使ったとしても，一般には演算結果

として像そのものを得ることは出来ない．例えば演算結果がベクトルとなるような場合を考える

と，区間ベクトルは空間R'lの長方形の形をした集合しか表現出来ないか，一般に行列演算によ

る区間の像はそうはならない．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

また，ベクトル，行列の半順序を次のように定義する．

定義２．２(ベクトル、行列の半順序)ベクトルｚ､１／Ｅｊｒ、ｚ＝(ｚｌ、…､恥)'、り＝(h…、IJ､､万)'

、行列aj､∈£（JR”1;R’1）、a

、〈､≧､＞｝として

で定める．

＝（α１１、‥’、ａ?ｌｍ）、＆－
’
ひ
ぐ

11､…､6－）の半順序をそれぞれω∈｛≦

ωIJ⇔ぢω!/ll　for all i

ひＪ＆⇔ａ
　
一
リ

６
ω

．
？
Ｊ

for all i､j

区間ベクトル及び区間行列のノルムは，最大値ノルムを一般化した次のノルムで定める．

(2.11)

(2.12)

□

定義2.3(scaled maximum norm)与えられたscaling vectoru ＝(ul､…、‰)'∈r、 u＞

Oに対して、区間ベクトルフ∈7(R7')のノルムを

川に ＝max(|翔/ui l f1)rall i }

　　　　　21
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で，区間行列一4∈7(£(R"; ji!'1))のノルムを

で定める．

|浦に ＝max{||が||訓□|に＝

＝|目か肌

1｝

(2.14)

□

　Ｕこ（1､1､…､1）’のときは、通常の最大値ノルムになる．

　通常ＯＤ⊂Ｘ＝Ｒ”からｙ＝ｊｒへの写像∫をもとに構成された7田）から7（y）への写

像を一般に区間写像という．

定義２．４(区間包囲，区間拡張)X＝R'l ，y ＝jR"1 ，｣1:)CXとする．区間写像Ｆ：７印)→

７(ｙ)が∫：ｊ]→ｙの区間包囲(intervalenclosure)であるとは，

刑7)⊃∫(7)for a1□∈7印) (2.15)

が成立することをいう．また，Ｆが∫の区間拡張(interval extension)であるとは，Ｆがｊの区

間包囲で，

が成立することをいう．

桐匡刈）＝yげ）for a11むΞｐ (2,16)

　区間包囲は，弱区間拡張(weak interval extension)とも呼ばれる．区間演算の意義を考えると，

一般に区間写像は区間包囲であるように作られるぺきである．加減乗除などの二項演算，sil1 ，

1ogなどの単項演算の区間包囲は計算機上で容易に実現できる．従って，これらの基本演算の組

み合わせで記述された関数の区間包囲も容易に実現できる．しかし，有限桁の浮動小数点演算を

用いる限り，厳密な意味での区間拡張の実現は不可能である．

　単純に全ての演算を区間演算に置き換えて区間包囲を構成するより効率のよい方法として，次

の方法が知られている．

22
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定義２．５(ｍｅａｎ ｖａｌｕｅｆｏｒｍ)Ｘ＝Ｒ'１ ・ ｙ ＝ Ｒ"≒　£)⊂Ｘ・ｍ：７(１))-→ｙをｍ(７)Ｅｊ

を満たす任意の関数とする．５：£)→ｙに対して･

　　　　ｃ＝ｍ(７)

Ｆ田＝μc)十Ｆ'□)(7－c)

(2.17)

(2.18)

で定義された区間写像F:7(Z))-→7(y)を／のgeneralized lnea vahle forlnという．特に，

m(7)＝mid(7)である場合，mean value form という．ただし，ｒは/'の区間包囲であるとす

る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

これがｙの区間包囲となることが平均値の定理により証明出来る．また，これは，次節の方法で

重要な役割を果たす．

2.3　方程式の解の包み込み

　非線形方程式μ幻＝Ｏの近似解に対して精度保証を行うことを考える．写像／が，数学にお

ける写像の定義の通り点を与えると点を返すような単なる対応として計算機上に表現されていた

ならば，精度保証はほとんど不可能である．　ｆかそのようなblack box ならば，ある近似解にお

ける残差がどんなに小さかったとしてもその近くに真の解か存在する保証にはならない．ある点

における情報がそのすぐ近くの点についての情報を何一つ与えない，まさにン一寸先は｢硲'といっ

た状態である．よって，ただの一点でなくある領域についての情報が必要となるが，そこで写像

/｀による入力区間の像を容易に包み込める区間包囲を用いる．ここでの区間演算の役割は，もは

や数値誤差の包み込みという消極的なものでなく，区間の像を容易に包み込めるという性質を積

極的に利用したものである，この場合，扱われる区間は微小区間でなく，ある程度の幅を持った

区間となる.

　Krawczykの区間写像を用いる方法[38, 39バ4]は，このような区間包囲による精度保証の方法

の代表的なものである．これは，導関数ガの区間包囲を利用し，簡易Newton反復に対して縮小

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　23
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写像原理の成立を確かめる方法である，導関数ガの区間包囲を構成するためにはガのプログラム

による表現が必要になるが･／がプｏグラムで書かれている場合には･自動微分の技法【祗31冽

を用いることにより容易にガの区間包囲を構成できる.

　Krawczykの区間写像を用いた解の包み込みを以下に示す．

定理2.1(Krawczykの区間写像による解の包み込み)[38,39，14，171 17⊂R'l， j : び→『

をCI級とする．ある区間7･Ej(司について，区間行列Ｍを

で，区間写像瓦:7(7)→7(jr)を

訂 ＝£－£‾1ダ(Ｔ)

剔7)＝c－£‾ツ(c)十訂(7－c)

ｃ＝ｍｉｄ(ｆ)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

で定義する．ただし，Ｅは単位行列，£は（７における微分の近似である）正則な非区間行列，区

間写像ダを導関数ガの区間包囲とする．

　ここで，

Ｋ(Ｔ)ＣＴ

|田||＜１

(2,22)

(2.23)

が満たされるならば，以下が成立する．

巾Ｔに方程式μJ)＝Oの解どが唯一存在する．

（2）区間反復を

私
-

- ７

八士1＝八ｎＫ(八)

24
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で定義すると，

が成立する．

　　　:j:'∈４　fo1･all L

Ilrad(761)||≦|IMII･|lrad(珀||

（3）∀JOETから出発する簡易Newton反復

に対して，

が成立する．

;戮一千1
一

一 恥－£‾ツ(斟)

jQE71　for allた、

缶ｋ→ぶ＊　asだ→cx⊃

レむード||≦

レんージ||≦

胚-ツ(ハ)11

　1－H訂||

|固内じリ(川‖

１づ固||

解が包み込まれたときの様子を図2.1に示す．

この定理は，簡易Newton反復を定義する写像を

とすると区間写像瓦，区間行列Ｍが

ﾜげ)＝Ｊ－ドツ(ヱ)

釧7)⊃{がJ}け∈7}ioC7･

訂⊃{y(刮目∈勁
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(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

□

(2.33)

(2.34)

(2.35j
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図2.1: Krawczykの方法

を満たすように定義されていることから，縮小写像原理により証明される．

　瓦は・９のnlean　value form になっている．このことはこの方法にとって極めて重要である．

なぜなら，９の区間包囲を単純に

Ｇ田＝7－£‾1F(7) (2.36)

としてしまうと（Ｆはｙの区間包囲），区間演算の減算の性質からＧ田ｃバま決して成立しない．

2.4　むすび

　本章では，本論文の議論の基礎となる区間解析について説明した．区間解析で基本となる区間

演算をその用語とともに定義し，次に，区間演算を用いた非線形方程式の解の精度保証技法の基

本的かつ代表的なものとして，Krawczykの区間写像を用いた方法を説明した.

　Krawczykの方法は精度保証を行う上で，

（1）区間演算に基づいているため厳密な精度保証が行える.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　26
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１

（2）自然でかつ効率の良い反復改良の方法を提供している．

（3）必要なのはy゛とガの区間包囲だけであり，余分な仮定かほとんどないため自動化しやすい．

　という理想的な性質を備えている．しかし，これは理想的な区間演算に基づいており，現実には

不可能な部分を含んでいる．まず，関数ｊに点を与えたときの出力(点)を要求しており，これは

実際には利用出来ない．厳密にはここも区間包囲に置き換えないと厳密性か損なわれる．その時

には，区間包囲の精度が問題になり，これが十分良くないと解の包み込みが行えない，また，反

復改良の理論は途中での区間の丸めによるふくらみを考慮していない．従って，実際には理論通

りに線形に収束はせず，また任意に精度を高められる保証もない．このような点の改善無くして，

本論文の目的とするような厳格な意味での精度保証は行えない．

27
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第３

計算機上における関数の表現法

28
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3.1　はじめに

　本章では，厳密な精度保証のために不可欠な，方程式の計算機上での表現方法について議論す

る．実数値連続関数を計算機上に厳密に情報落ちすることなく載せることを目的とする．そのた

めに，従来の浮動小数点数に代わって，有理数演算を採用する．更に，計算誤差の影響を把握出

来るように区間演算を採用する．また，こうして定義された区間写像から元の関数についての情

報を完全に取り出せる(元の関数の定義となっている)ことを保証するための出来る限り緩くかつ

確認しやすい条件として，連続な区間包囲の概念を提案する．

3.2　区間包囲に

　非線形方程式の近似解を精度保証する際，方程式自体をどう記述するかということは極めて重

要な問題である．従来，精度保証の重要性が主張されるわりには，この方程式の記述の問題は余

り真剣に議論されていないように思える．方程式を∫(幻＝Ｏと書くとき，非線形写像川ま，一

般的には計算機上で正確に表現できない．そこで，精度保証を行うために，

１．ｚ に対してμz）を誤差評価付きで計算できること．

2, 1 に対して∫（J）を任意に高精度に計算できること．

か要請されると考えられる．特に，前者は必須で，誤差評価のない計算結果からは全く情報を得

ることは出来ない．

　ここでは，ｙの計算機上の表現Ｆとして，５の区間包囲を用いる．この場合出力の区間幅が

そのまま誤差評価を表す．非線形写像全体を考えると，区間包囲の構成は極めて難しい．しかし，

通常我々が解析の対象とする非線形写像は，性質の良く分かっている基本関数の組み合わせであ

るものがほとんどなので，基本関数の区間包囲を作っておけばほとんどの非線形写像に対して自

然に区間包囲が実現できることになる．

29
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　ところが，区間包囲が余りに大きな区間を出力するようでは，精度保証には役立たない．一定

の条件の下で真解の包み込みに成功すること，また解の精度を任意に改良出来ることを保証する

ためには区間包囲がある程度以上の精度を持っていることか当然要求される．

　本論文では，区間包囲の計算精度に関して，以下のように区間包囲の連続性を導入し，それを

満たすものとして議論を進めることにする．

定義3.1(区間包囲の連続性)／：７)⊂Ｒ'１ -→ｊｒを連続写像，F:7(£))-→7(R"l)を／の区間

包囲とする．このとき，点ｃＥＺ)において，

lk e lkD)､rad(八)≠Ｏなる区間列{柏について||八－cll→Oならば|IF(瓦卜

/(c)||→O、

すなわち，

全てのε＞Ｏに対してあるδ＞Ｏが存在して

とできる

rad(7)≠0,ローcll＜δ＝⇒|IF(フト∫(c)||＜ε (3.1)

とき，５の区間包囲Ｆはｃで連続であるという．また，全てのｃｅＤで連続であるとき，ｐで

連続であるという．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

これは，普通の連続性の定義との類似性からこう呼ぶことにした．要するに／噸の狭い区間を入

力するほど幅の狭い区間が出力される"という性質である．概念図を図3.1に示す．このとき，表

現する関数ｙは必然的に連続となるが，一様連続性は要求されない．通常の浮動小数点数による

区間演算では，ある幅(最良で浮動小数点数の隣同士の幅)以下には狭くならず，この条件を満た

すことはできない．

　この仮定を満たすような区間包囲Ｆを計算機上に構成するためには，入力された区間ベクトル

の幅を見て，それに応じて区間演算の精度(外側への丸め幅)を変化させればよい．入力された区

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　30



一喝間胴゛r･゛I^im゛!Iい

--一一一一

R”l

れ7）

Ｏ ７

R”

R111

Ｆげ

Ｏ

図3.1:連続な区間包囲

7’

∫

ﾂ万口澗一一㎜

-→R”

間の幅が狭いほど，高精度な演算が要求されていると解釈することになる，そのためには，有理

数演算の導入などにより計算機内で任意精度実数の扱いを実現する必要がある．

　ただし，rad(有)≠Ｏが仮定されていることから分かるように，Ｆは幅Ｏの区間の入力は出

来なくてもよいことにする．この条件を入れないと，幅Ｏの点を入力したとき幅０の区間を出力

しなければならず，それは任意精度計算が可能だとしても一般には実現出来ない．これは結果が

無理数となるような場合を考えればすぐに分かる．

　基本的には，加減乗除や超越関数などの基本演算は，その演算に与えられた区間の幅を見て，そ

れに応じた精度の区間演算を行えばよい．しかし，入力区間幅がＯの場合(関数全体に対する入

力ｊかrad(7)≠Oであったとしても，計算途中で幅Ｏの区間が現れることもある)や，7rなど

の無理数が関数中に現れた場合を考慮して，次のようにする．最初に関数に対して与えられた人

力川こ対して，ε＝|lradけ)||を計算しておき，先のような場合には区間幅の代わりにこのεを

精度基準とみなして計算する．あるいは，このεを全ての演算の精度基準とみなし，計算を行う

という方法も考えられる．要するに，通常の区間演算と同じだが，入力区間幅が小さい場合は数

値表現を3,4,…倍精度というように切り替えて行くと考えれば良い．

31
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3.3　むすび

　本章では，計算機上の関数の表現方法として，連続な区間包囲を提案した．

　有理数演算などの任意精度を扱える環境下では，この条件を満たす関数の計算機上での実現は

極めてたやすい．よって，次章以降は，この条件を満たすことを仮定してアルゴリズムを構成し

ていく．

　また，本章の内容は構成的数学における関数の定義と密接な関連があると思われるので，今後

はその方面との関連を探って行く予定である．

32
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4.1　はじめに

　本章では，従来の数値計算で求まった近似解を元にして，精度保証を行う方法を提案する．全

ての計算を精度保証付き数値計算に置き換えるのでなく，従来法を補完して精度保証を行う方が

より実用的であるという考えに基づいている．

　この方法は，区間演算と平均値の定理，不動点定理を巧みに組み合わせたKrawczykの方法

[38,39, 14]を基礎にして構成する．ところがKrawczykの方法は･近似解が与えられたとき，そ

の点を元にして真解の包み込みを行うには適していない．なぜなら，近似解に対して，真解を含

むような適当な大きさの区間７を決定する必要があり，その方法が不明であるためである．区間

演算を近似解の精度保証に利用するための方法としては，Rumpの提案する手法[45]がある．近

似解を初期点とするある種の区間反復を行うものであるが，十分良い近似解に対して必ず停止す

るという保証はない．

　ここでは，第３章で提案したような関数表現を仮定して，Krawczykの方法に対して，近似解

が与えられたときそれに対する具体的な初期区間Ｔを与える方法を提案する．また，その方法で

十分良い近似解に対して真解の包み込みが行えることを示す．

4.2　区間演算による近似解の包み込み

　初期区間Ｔは次のように与える．まず，近似解ｃでげ(c)-リ(c)||(Newton法の一回目の反復

における修正量)を計算する．次に，ｃを中心とし，計算した量のβ＞１倍を半径とする球(区間

ベクトル)を作り，この領域に対してKrawczykの方法を適用する．図4.1にこの様子を示す．本

論文では関数∫自身を計算機で利用することはできず，また区間包囲に一点を入力することは出

来ないという立場をとっているので，その代わりに近似解を含む微小区間を用いる．まとめると

次のようになる，

34
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テスト区間Ｔ

下町下郷平門問1賜騨譚一一

　　　　　　　　　　　　　　　図4.1:テスト区間７の生成

フルゴリズム4.1(近似解を元にした真解の包み込み)びＣ ｒｄ：びｰ→R'1をCI級とし，『

のノルムはtz＞Oをscaling vectorとする8caled nlaximum norm とする．Ｆ,ｒはそれぞれ/，

rの(定義3.1の意味で)連続な区間包囲とする．ｃＥ１７を近似解，CE7(17)をｍｉｄ(Ｃ)＝ｃで

あるような微小区間とし，ρ＞１(定数)とする．

山Ｆ(Ｃ),ダ(Ｃ)を計算する．

(2)ＬＥＦ’(Ｃ)を任意に決定．

(3)£-1が存在しなければ失敗．存在すれば，£-1れＣ)を計算し，

とする．

（4）M＝£－£-1戸（Ｔ）とし，条件

Ｃ

δ＝ρ||じ堕(Ｃ)|に

Ｔ＝卜漏丿川十ｃ

£‾ヅ(Ｃ)十河(T－c)⊂T
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|田|に＜１

が成立すれば，区間７に真解が唯一存在する．

門ＴＴＴm膠願騨暉騨騨一

(4.4)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

式(4,3),(4,4)が成立したときの唯一解の存在は容易に証明出来るが，これは後の定理5.1で行

うことにする．

　ここで問題となるのは，微小区間Ｃの大きさの決定法である．これか大きすぎると，本来精度

保証に成功する程度に精度の良い近似解に対して精度保証に失敗する恐れがある．ここでは，微

小区間の大きさを次の方法に従って決定し，アルゴリズム4.1を適用することにする．

アルゴリズム4.2(微小区間の大きさを考慮した方法)びＣ Ｒ"，／：びｰ→R'lをCI級とし，R･1

のノルムは7j＞0をscalillg vector とするscaled maximum norm とする．Ｆ,Ｆ'はそれぞれ/，

ガの(定義3.1の意味で)連続な区間包囲とする．ｃＥびを近似解とし，０＜ｒ＜１を微小区間の

縮小率とする．

山１＝１とし，微小区間の半径dlを適当に定める．

（2）G＝卜心男心川十ｃとする．

（3）微小区間Ｑにアルゴリズム4.1を適用する．失敗したら次へ．

㈲Ｆ(Ｇ)∋Ｏならば，０＜心士1≦r心のように微小区間の半径を小さくし，£＝ん十１とし

　　て(2)へ，そうでなければ近似解ｃの精度が十分でなかったとする.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

ここでは，万一与えられた近似解が真解であった場合を考慮し，やや複雑になっている

3G



づ轡一1に）ニ　　レレ上三上上辻上上JL上議圖LjL言
-

4.3　アルゴリズムの妥当性

　前節で，与えられた近似解を元にした真解の包み込みアルゴリズムか与えられたか，本節では，

そのアルゴリズムの有効性を示す．

　アルゴリズム4.2によって十分良い近似解に対して真解の包み込みか行えることを，次の定理

4.1に示す．

定理4.1（アルゴリズム4･2による真解の包み込み）アルゴリズム4.2の仮定の下で，ダ∈ひか，

μ.*）＝O・ョガ（ダド1を満たすとする．このとき，|lc－が|にが十分小さい近似解ｃに対して．

アルゴリズム4.2は解どを包みこむ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

(証明)以下，||･||＝|目にとする．

Ｃ

Ｃ

一一

＝j*の場合とC≠J*の場合に分けて考える．

ｆの場合この場合，必ずＦ（Ｑ）∋ｏとなるので，Ｑに対するアルゴリズム4.1の適用が

　永久に行われる．このとき，|IQ一椚|→０が成立する事に注意する．

(;≠j*の場合り→どかつり≠がなる近似解の列俯)を考え，十分大きい戸こ対してアルゴ

　　　リズム4.2が成功する事を示せばよい．このとき･各りについて･必ずＦ(Ｃ)刹)なる微

　　　小区間Ｃに対するアルゴリズム4.1の適用が行われる．これらの微小区間をらと書く事に

　　　する．このとき･Ｃりｏに注意すると，llらーが||→ｏが成立する事が分かる．

よって．　どちらの場合を考えても，||弘一2;'||→Oなる微小区間の列{弘}について，十分大き

．
ｊ
ｘ
ｌ
Ｉ
Ｖ に対してアルゴリズム4.1が解の包み込みに成功する事を示せばよい．

　Ｃ＝Ｃｊとしてアルゴリズム4.1を実行したときのｃ，£，δ，７≒Ｍをそれぞれcj，Lj ，6j ヽTj

・Mjと書く．

　仮定よりｆは孤立解であるから，十分大きいｊに対して式(4.3)，(4.4)が成立した場合，乃

が包みこむ解はz･である．よって十分大きいｊに対して式(4.3),(4.4)が成立することを言えば

よい．
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式(4.3)について

１十|IMjllp≦ρ

　　↓

胚ﾌF[C］十11鴛眺≦ら

　　　　　↓

1号1F(ら)1＋|鴛|らu≦石持

　　　　　4.L

　　　　式(4.3)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

となるので，十分大きいｊに対して式(4.5)をいえばよい．ここで，式(4.4)とρ＞１を考えると，

||萌||→Ｏり→刈

を示せば題意か示されることが分かる．

　まず，Ｆ'の定義3.1の意味での連続性と||らーが||→0，rad(ら)≠Ｏにより

胚バダ(ダ)||≦|尹(らトガ(ダ)‖→０

(4.8)

(4.9)

となる．　よって･β壁||,が(ダド1‖とすると･β||ちーが(ダ)‖く１となるような十分大きい戸こ

対して，ある定数７＞βが存在し，

隅ﾉ||≦四隅ﾉｿﾞ(が)||β

が成立する．

　また，同様にＦの連続性を用いて，

||乃一幻|≦||乃－ら||十|lcj － fll

≦ら十‖ら一眉|

　　　　　38
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＝ρ||巧IF(ら)||＋||ら一z‘||

≦町|IF(ら)|ド||Cj一ｚ*||

＝符|圃(ら)一∫(ダ)||十||ら一司|

→０

が成立する．

更に，仮にrad（莉）＝

よりＦ(ら)

になる．

　よって，

が言える

　以上に

一

一

Ｏであるとすると，

nd(7‾j) ＝17でに引

ニみ戸

゜μ||号1F(ら巾

０となるが･これは£71が存在する事と矛盾するので･

戸の連続性により

|尹(石トガ(J*)||→0

(4.11)

(4.12)

{4.13}

ad(7い≠ｏが言える事

より、式(4.8)を示すことが出来る．式(4.9)､(4.10)､(4.14)を用いて

となり，題意は示された．

‖易||＝|IE－£

≦対句
-

ヅダ(7j)||

ダ(石)||

≦頻|礼一が(ダ)||十げ(ダトダ(石川

→０

(4,14)

(4.15)

□
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　ρが１よりも大きい実数であればこの定理は成立するが’幾つかの理由により･ρ゜２か最適

であると考えている．

4.4　むすび

　本節では，第３章で提案したような関数表現を仮定して，Krawczykの方法に対して，近似解

が与えられたときそれに対する具体的な初期区間Ｔを与える方法を提案した．また，その方法で

十分良い近似解に対して真解の包み込みが行えることを示した．

　第３章で提案した関数表現(区間包囲の連続性)を利用するためには，区間包囲を実現するため

に，関数の演算構造が必要になる．本章の方法では∫(幻＝Ｏの解の包み込みを行うのにｆＯみ

ならずガの区間包囲も必要となるので，ガの演算構造も必要となる．すなわち，数値微分等に

よる微分では役に立たず，数式処理的な微分が要求されてしまう．これは，自動微分の技法を用

いることにより回避できるが，これについては第６章で詳しく述べることにする．
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第５章

有理数演算による反復改良

４
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5.1　はじめに

　前章により，近似解を用いた真解の包み込みか可能になった．本章では任意精度までの反復改

良の方法を提案する．

　定理2.1の(2)によれば，区間反復によって解を含む任意に小さい区間を得ることが出来る．し

かし，本章では方程式を記述する写像y｀は正確に表現できないという立場を取っており，区間包

囲Ｆの返す区間は幅を持つので，当然定理どおりの反復改良は行えない，また，仮に区間包囲Ｆ

が幅Ｏの区間(つまり点)を返したとしても，理論通り全く丸めのない区間反復を有理数を用いて

行えば，分母分子ｶい桁の爆発"を起こし，ほとんど反復を進めることはできない．

　区間反復を効率良く行う方法として良く知られているのは，機械区間演算(計算機が通常持つ

浮動小数点数を両端に持つ区間演算)を用い，内積演算に限って十分長いアキュムレータを用い

た完全精度演算を導入するもので，多くの場合最大精度の(浮動小数点の最小単位の誤差の)区間

解か得られることが知られている．しかし，この方法によって必ず最大精度が達成されるという

保証はなく，方程式を記述する写像の誤差に対する考慮もなされていない．

　本草では，以上のような問題点を解決した区間反復法を提案する．これは，有理数演算を用い

つつ，反復を行う毎に丸めを行い桁の爆発を防ぐというものである．また，その際に同時にＦの

返す区間の幅も考慮に入れ，毎回の丸めの幅を適切に制御することによって定理2.1の(2)のよう

な区間幅の線形収束性を損なわないようにすることが出来る．

　本章の内容は，文献[46]の発展と言える．

5.2　有理数演算による反復改良

アルゴリズム4.1で区間７に真解2;･が包み込まれたとする．以下，|円|＝

まず最初に，縮小定数の余裕分ｇＥＱ'“"＞０(行列)を決定する．これは，

|叫刊列||く1

　　42
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蜀叩ｏ･｀゛

-

を満たす行列とする．これは，丸めによって縮小率を||財||から|区十IM‖|に悪化させることを

意味する．このｇを用いて丸めを制御する．

　反復改良は，7o＝Tを初期区間とする．以下に，区間んから区間ん士1を生成するアルゴリ

ズムをまとめる．

巾現在の区間幅rad(八戸ベクトル)と,1から，丸めの許容誤差(関数値の計算誤差，区間の丸

　　め)を決定する．具体的には，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　艮十nヽ≦grad(八)　　　　　　　　　　　　　　(5.2)

を満たすベクトル扱＞0，り＞Ｏを決定する．

（2）Q＝

(3)

(4)

(5)

mid(珀とし，rad(£一才(Ｇ))≦阪となるようなCkらckを決定する．

ぢ＋t ＝Ｑ－LハＦ(Ｇ)十Ｍ(万一Ｑ)

によってぢ+1を誤差無しで計算する．

ぢ士1 を誤差r･.以内で外側に丸め･7に1とする．

八十l
一

一 八ｎ暇1

によってj叫1を決定する．

(5.3)

(5.4)

　この様子を図5.1に示す．斜線部がん士1である.

　rad（八）は次第に小さくなっていくので，丸めの許容誤差も次第に小さくなっていく．すなわ

ち，反復の初期段階は粗い精度で計算し，反復が進行するにつれ高精度になっていくようなアル

ゴリズムになっている．

　このアルゴリズムについて，次の定理5.1が成立する．
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とが分かる

(5,18)

(5.21)

(5.19)

(5.20)

(5.22)

甲肝不でｰ群騨贋ﾌﾟ韓顧罰暉羅‐|圖圖順調瞬間耶TFスア下問影Ｆ万万1㎜即”゛

〃･

補語5.2 j4

が成立する．

ｊを区間ベクトルとするとき，

　定理5.1の証明を示す.

(証明)

　作用素!7:び→jrを

で定義する．

ａｄ(ｊ十召)＝rad(yt)十r副旧)

ﾘ(帽＝ぷ £‾ツげ）

ここで，ＪＥＴに対して，y(J)＝万一1-1がげ)ｃ訂なので，式(5.G)より

ｙ(頑|＜１

か成立する．また，同じくエｅＴに対して，

ｼﾞ(帽＝列c)十

一

一

ダ１
　ｙ(拙十(1

(j一£‾ツ(c)十
ｙ

⊂(r一仁１Ｆ(Ｃ)十
ｙ

－Ｃ

聯)(J－C)冶

(£－£‾ゾ(址十(1一眼))げ一昨μ

１
M(j－c)冶

£‾ＩＦ(Ｃ)十訂(J－c)

Ｃｃ－£-１Ｆ(Ｃ)十訂(T－c)

cT(for式(5.5))

が成立する．式(5.20)を合わせると，1μま７から7'への縮小写像であるこ

であるから，縮小写像原理に

列幻＝Ｊ←⇒μ幻＝０

より出の成立が従う.

　　　　　　　46
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6.1　はじめに

　本章では，精度保証システムの実際の実現について議論する．まず，本論文(第3｡5章)で提案

した方法を実現するために必要なソフトウェア，プログラミング技法について議論する．次に，本

論文で提案したアルゴリズムの実際の試作について説明する．自動微分の技法を用い，方程式と

近似解の２つの入力だけで自動的に精度保証を行うシステムの構築を行った．最後に，幾つかの

例題に対する精度保証を行いその有用性を示す．

6.2　精度保証システム

　本節では，本論文で提案したようなアルゴリズムを実現するためのソフトウェアについて考える．

　現在の電子計算機では，数値計算のための機構として浮動小数点演算を採用している．単精度

(32bit)及び倍精度(64bit)による演算機構を備え，有効桁数は10進数でそれぞれ6,15桁程度で

ある場合が多い．また，浮動小数点演算はハードウェアによる専用の演算機構によって極めて高

進化されている．

　このような演算方式とその高速化は，数値計算の実用化に大きな役割を果たしてきた．しかし，

精度保証付き数値計算に使うには，誤差の発生の予測か難しく，精度も有限でしかない現状の演

算機構では役に立たず，新しい演算方式が必要となる．

　本論文のアルゴリズムを実現するためには，任意に高精度な数値が扱える演算体系か必要であ

る．例えば分母分子を長整数として持つ有理数演算や，任意に仮敏郎，指数部を増大できる浮動

小数点演算などである．既存のプログラミング言語では，LISP系の言語や数式処理システムの一

部にこれが組み込まれているが，一般的ではない．また，これらはハードウェアの支援がないた

め全てソフトウェアで実装しており，演算速度は概して遅い．

　任意高精度な演算体系が利用できたとしても，実数そのものを表現することはできないので，結

局誤差評価は必要である．そのため，区間演算を利用する必要がある．また，精度保証アルゴリ

50
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を改良したものを用いている．このフリーソフトウェアは全てＣ言語で記述されており，任意精

度計算の可能な対話的な電卓プログラムである．数値演算は全て有理数で行われ，任意精度計算

か可能な様々な数学関数を備えている．文法はＣ言語に極めて類似しており，新しい関数を定義

することによってプログラミングが行える．インタプリタであるため変数の型に関して柔軟であ

り，ベクトルや行列は要素として任意の型を持つことか出来る．更に．－ザーか新しい型を定

義することも出来，それに対する演算子の働きを多重定義出来るため，極めて容易に言語の拡張

が行える．この言語で精度保証アルゴリズムを実現するには，特にob佃ctを扱う機構に不十分な

点があったので，

・複数obJect間の優先順位の設定機構の実現

・関数のoverload機構の実現

・obJectとmatrixの演算に関する優先順位の変更

・幾つかの数学関数の精度を改善

・演算子の優先順位の変更

などの独自の拡張を施している．また，多くのBugをnxした．

　このＣＡＬＣに新しい型を追加し，また幾つかの関数を定義することによって，本章で述べた

アルゴリズムをほば完全に実現することが出来た．以下，その概要を説明する．

言言∇千1㎜四諦鯛

区間演算の実現区間演算を実現するために，上限と下限からなる区間型を定義し，演算子の多

　　　重定義によってその加減乗除を定義した．これは，非区間数との混在も可能とした．また，

　　　mid,rad小目|･|lljなどの関数を定義した，これらの関数は，区間だけでなくベクトルや行

　　　列に対しても適用可能とした．

自動微分の実現自動微分を･Bot･tom up型のアルゴリズム[30]により実現した．関数値と入力

　　変数に関する偏微分値を持つような自動微分型を定義し，その加減乗除を演算子多重定義に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　52
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よって定義した．これにより，関数への人力ベクトルをこの型で初期化しておけば，その後

の演算で得られる全ての数値について自動的に入力変数に関する偏微分値か得られる．ま

た，先に定義した区間型を同時に用いると，自然に関数のヤコビアソの区間包囲が実現で

きる．

数学関数の実現上で定義した２つの型を考慮して，数学関数を定義した．すなわち，区間の入力

　　　に対して区間包囲として働くように，自動微分型の入力に対して自動微分を行うようにし

た．また，この場合の区間包囲の精度は，入力区間の幅またはある大城変数に従うようにし

た．これにより，連続な区間包囲が極めて容易に記述可能となった．

精度保証システムの実現以上で定義した機能を用いて，与えられた近似解に対して精度保証を行

　　　うことが出来るようになった．具体的には，近似解，関数名，精度要求を与えて，それに対

　　　して精度保証を試みる関数を作成した．近似解が十分良い近似ならば，真の解を包含する区

　　　間を求め，それを精度要求まで反復改良して精度要求以下の幅を持つ区間を返す．近似解が

悪ければその旨表示する．

　自動微分により導関数の記述を必要としないので，本システムに対する入力は，方程式のプロ

グラムによる記述と近似解だけである．プログラムに誤りが無いことを証明することは出来ない

が，仮に誤りが無いとすると，このシステムによって精度保証された解は数学的に厳密なもので

ある．

6.4　数値例

6.4.1　数値例１

例題として，方程式

　
一

り
・
１
１
ｉ

　
Ｊ

　
一

コ
Ｊ

　
コ
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　exl)げo)一
入

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヽn

を考える．この方程式を記述する関数は，例えば，

define func（x）

｛

　　　1ocal y；

　　　11at y［2］；

y[O]

y[1]

一

一 x[O]^2－x[1]^2 － Sqrt(2)；

゜EXP(x[OD － 1/x[1]^3

ｒｅｔｕｒｎ ｙ

＝０ (6.2)

白

｝

ソ

と書ける．これは，２次元のベクトル型ｘを受け取って，２次元のベクトル型ｙを返す･func’と

いう名前の関数の定義である．但し，ｘ及びｙの成分の型に関する定義はなく，この関数の動作

は実行時にx［O］及びx［1］に入っていた型によって決まる．従って，区間演算や自動微分を行う

型の入力を与えてやるだけで，区間演算や自動微分を行える．

　近似解(1.3,0.6)を与えると，精度保証に失敗した．

　近似解(1.35,0.64)を与えると，精度保証に成功した．このときのアルゴリズム中の諸量は，次

の通りとなった．ただし，精度要求(区間の半径がこれ以下になるまで反復)を10‾15とした．

F(c)

ぐ　
　
　
＝

F(c)

ぐ　
　
　
一
一

2.7

　　　　r＝(1.35,0.6奸

[－.o01313562469695, －.001313562269695]

　【.042728264972582,.0427282651725821

ｊ

－I.28

［3.85742553o597582,3,85742553o797582j［17.881393432617187,17.8813934326171871
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　表6.1:区間反復(小数点以下15桁表示)

--

一

一

一

一

-

一

一

一

一

一

10
一
ｎ
一

12

八．

心__
(芸昌昌昌

(星雲温習)

(星悶闇屋D

(星認諾昌)

(星悶悶悶温)

(芸談雲昌)

(雪雲温習)

(星雲雷雲)

(星悶悶昌昭)

(雪雲談§雲)

(星悶悶悶悶)

(星昌雪雲)

　　－

[1.3454545454545仏1.35454M54545454])(ﾚ635454545454545湊145454545454閤

(μ.3492o63492o6349,1,3495934959349591)

　[.637426900584795,.638095238095238]

［1.349407114624505,1,3494363929146531（ﾚ637729549248747,,63777o8978328川）

　[L349420849420849,1.3494228751311641
づﾚ6377497371

18822,.6377523186o3382])

［1,349421999761649,1.349422121085094］（［.63775o9o97311脈.637751o94153293］）

μ.349422057451857,1.349422066549912］（回3775o99391o724,.637751oo6o43836］）

［に349422o61375974よ349422o618694例）（［,63775o999622577,,637751ooo448591］

［1.349422061612589,1.349422061662260］（［637751ooool7424,,637751oooo7242ol）

［1.349422061635065,1.3494220616378291（［.637751oooo42774,.637751oooo467561）

［1,349422o616363o2,1.349422o61636556］）（［,637751oooo4456o､,637751oooo44834j

【1.349422061636419､1.349422o61636440j（ﾚ637751oooo4469o､.637751oooo447川）

［1.349422061636428j.3494220616364301（
|.637751oooo447oo､.637751oooo447oll）

｛1.3494220616364玖1,349422061636429］（【,637乃1oooo447ol､,637751oooo447o11）

　　　　　　　　　　但し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5(幻＝Ｊ十〇.5(1十た)(IJ－11－|･十11)　　　　　　　　　　昨図

　　　　　　　　　　パラメータを，ε＝0.2J＝0.885 、a＝0.9999999999としたとき，周期解ｶ≒＝１を横切ると

　　　　　　　　　　きのXﾉの値坊回/2を未知数として，次のような方程式が導ける，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　GI(坊回/2)＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　(に3)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　妬(辱j/2)＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　(6.14)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　56
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表6.2:区間反復(有理数表示)

　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　　　　　　　　　ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　O　　　　　　　([74/55･149/11o]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[699/11oo､7o9/11ool)

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　[85/63･166/1231

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　([1o9/171､67/1o5])

　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　([17o7/1265･838/6刈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1382/599,2o6/3231)

　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　　　([699/518j286/953]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ213/19o2､1169/1833])

　　　　　　　　　　　　　　　　　4　1　　　　　　111323/839112534/16699]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　([5433/8519,5683/8911])

　　　　　　　　　　　　　　　　　r　　　　　　　旧4292/84697,19263/14275]

　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　(15o691

/79484152617/3961o61)

　　　　　　　　　　　　　　　　　6　　　　　([36541/27079ヽ100984/748351

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　目16593/182819､143589/225149])

　　　　　　　　　　　　　　　　　7　　　　　([21o6o7/156o72'174o66/1289931

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　固6212/4o1743,51957o/8146911)

　　　　　　　　　　　　　　　　　8　　　　([384673/285o65'1712758/1269253]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　固91697/34366o3､1677685/263o627])

　　　　　　　　　　　　　　　　　9　i　　　　[7656919/5674221､15872577/11762500]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｜　　([1o7o5449/16786252､567557o/8899351])

　　　　　　　　　　　　　　　　　10　　　　[38458661/28500098,6卵7573/5104091]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(固346383/366o7364､57o!四2/893952531)

　　　　　　　　　　　　　　　　　11　　　　図008953/48916祁2,79784099/591246州

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(陽236397/94451278,56624815/887882811)

　　　　　　　　　　　　　　　　　12へμo62261475/787197353･336o127769/249oo49529]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[18oo64294/282342629,1389178o1/2178245131)

　　　　　但し，pl＝a－(1－ん)、戸2＝一如，λ1,λ2＝比縦三五μ＝会，ω＝ﾑｼｿずとして，

　　　　　　　01(回ﾔ⑤三⑤⊇ﾄﾞづ言士⑤⑤　　　(に5)

　　　　　　　G2(!/3,!ﾉ2)＝√汗ふ‾jjyexp(1面n‾1

j7Ty

十;))－√脊こ玩exp(と面白ljと一万)ﾁﾞ16)

　　　　　　　　　　　　　　　　j41＝一(馳一戸2)，ω珀＝句/2一戸2)十(１－ａ)　　　　　　　　　　(６ｊ７)

　　　　　　　　　　　　　　　　か＝?ﾉa－1)‰　　　wB21＝一句ﾉ3一戸2)－(1－a)

　　　　　である．この方程式は，ＣＡＬＣのプログラムで例えば次の図６．２のように書ける.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　57
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反復を行うと，保証区間

1↑1千千|ﾀﾞjﾀﾞIHrJ゛ﾌｼj……白ごぐ゛l……J1万｀万㎜19j干99

l － .6o457478951886228693411363618279o55563o4o21o4o1689 …、

－.60457478951886228693411363618279055563040210401689…1

E－ .885ooooooo2763932o225oo2o967531945311816532oo53844 …、

－.88500000002763932022500209675319453118165320053844…］

が得られた．これは内部では，

―
　　　438866869404817939048569295　　7725734857946230444668132団[‾72590997344444448893303608旧‾12778790964959998919730009331

　　　631759001435395993()88480108　　1 18821492123645216705963747[‾71385197圓00乃210129675350い‾1342615730168749357010597061

(6.2(n

ｊ

(6.2n

という有理数で表現されている．

　なお，上で用いた近似解は，軌道を描かせて求めた値を初期値として，ＣＡＬＣで記述した高精

度Newton法により求めた，この近似解は40桁の精度を持っているが，後で調べたところ精度保

証を行うためのは最低36桁の有効数字が必要なことが分かった

6.5　むすび

　本章では，精度保証を行うためのソフトウェアについて議論し，第3-5章で提案された精度保

証アルゴリズムが実際に実現できることを，システムの試作によって示した．

　本論文の手法を任意精度計算が出来ないような数値体系の下で使用した場合を考える．本論文

で保証した事柄は，

田解か包み込まれたときそこに数学的に厳密な意味で唯一解か存在することの保証

（2）解が包み込まれたとき任意にその解の精度を高められることの保証

（3）十分良い近似解に対して真解の包み込みが可能であることの保証

の３つである，任意精度計算が出来ない場合はべ2),(3)の保証は失われるが，(1)は保たれる．

59
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すなわち，その様な場合でも，必ず出来るとは言えないかその数値体県下で可能な範囲で解の存

在保証は出来，またその数値体条下で可能な範囲で反復改良も出来る．

　また，現在試作中のシステムは基本的にインタプリクであるため，速度に限界がある．より高

速な実用システムを実現する場合に発生する問題点についても考えていきたい．
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define lost（x）

｛

　　　1ocal k， ep， a;

　　　1ocal yl， y2，y3;

　　　1ocal delta， ollega;

　　　1oca111112；

　　　1ocal pl， p2；

　　　1oca1 AI， B1，A2，B2；

　　　1oca1 Gll G2；

　　　local yl tllp；

ｋ 一

一

一
一
　
　
一
・
　
一
一

r
‐
1
　
　
7
‐
4

C
N

ｙ
　
ｐ
ｐ

０．８８５； ｅｐ

x[O]

一

一

Ｓ
ａ

ａ－　（

y2＝

1+k）；

一ｋ＊ａ；

delta＝k/（2

omega s Sqrt（4

０．２；　ａ２

ｘ［１］；ｙ３

一
Ｐ

３ｐｅ＊

＊ ｅ ｐ －

0.9999999999;

一

一 yl;

k‘2）/（2＊ep）；

ｔｍｐ’ Ｓｑｒｔ（１－４＊ｅｐ）；

１１°－（－１ － ｔｍｐ）／（２＊ｅ

１２’－（－１＋ｔｍｐ）／（２＊ｅ

A1

A2

B1

B2

一一

一一

－(y2 － p2)

y3 － p2;

一
―

p）

p）

Ｓ

●

ｊ

BI＝（delta＊（y2 － p2）＋（1－a））/omega;
一

一 （-delta ・（y3 － p2）－（1 －ａ

ｔｍｐ °

ＧＩ＝Ｉ

））/omega;

Power((11*(y2-pl)－(1-a))/ (1

tmp － Power((12＊(y2-P1)－(1－a))

1*(y1-P1)－(1-a)

　/(12*(y1-p1)－

），11）；

（1-a）），12） ｌ
ｉ

tmp ° Sqrt(AI＾2＋B1‘2)＊Exp(delta/omega*(Atan(BI/AI)+Pi()/2))；

G2 ° tmp 一 Sqrt(A2＾2゛B2＾2)＊Exp(delta/omega*(Atan(B2/A2)-Pi()/2))；

・at y［2］；

y［O］＝

ｒｅｔｕｒｎ

GI; y[1]

y;

-

- G2；

―

図6.2:プログラム例

G1
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第７章

構成的陰関数定理（ こよる

非線形システムの数値解析
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7.1　はじめに

　本章では，方程式に幾つかのパラメータが付加された場合など，定義域の次元が値域の次元よ

りも高いような方程式の解の包み込みについて論ずる．この次元の差かｎならば解の集合は一般

にｎ次元多様体となるが，これを包みこむ事を考える．これは，パラメータによる分岐現象等の

解析や変動が加わった方程式の解析など，様々な非線形現象の解析の基礎となる．従来，通常の

方程式の解（Ｏ次元多様体）の包み込みの方法は盛んに研究されてきたか１次元多様体以上の解

の包み込みの方法についてはあまり議論されていなかった．

　まず，これ以降の議論の基礎となる，簡易Newton法の収束定理である占部の定理について議

論する．次に，陰関数定理を拡張し，その成立範囲を見積もれるような構成的陰関数定理を占部

の定理を元に導く．更に，導関数のLipschitz連続性を仮定し，同様な定理を導く．

　また，構成的陰関数定理の応用例の一つとして，ホモトピー法の解曲線追跡の新しい方法を提

案する．まず，ホモトピー法について簡単に説明する．次に，解曲線追跡法の一つである予測子

修正子法の改良として，決して失敗しないような新しい解曲線追跡法を構成的陰関数定理から導

く．また，その解曲線追跡法について実際の適用に関する詳細な議論を展開する．最後に，シミュ

レーションによってその有効性を示す．

7.2　占部の定理

　本節では，簡易Newton法の収束条件を与える占部の定理と，その誤差評価に関する拡張につ

いて述べる．更に，占部の定理の実際の適用に関するいくつかの性質について述べる，

　Newton法の反復は

　　　　　　　　　　　　　　　ハ士1＝ハーガ(恥)‾ツ(以)　　　　　　　　　　　　　(7.1)

で与えられる．が(心)-lの計算に手間がかかる場合は，ほかの作用素市心)で置き換えることか

あり･この方法は広義Newton法と呼ばれる．特に求心)＝が(Jo)としたものは，簡易Newton
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法と呼ばれる.

　Newton法の収束条件については，Kantorovich以来多くの人によって研究かなされているμ昨

これらの定理は，反復の収束の保証のみならず，解の存在の保証，一意性領域の決定などを行え

る．また，無限次元のBanach空間においても成立するという特徴も極めて重要である．

　占部が広義Newton法の収束について導いた占部の定理μ91もそのような定理の一つである．

これは，簡易Newton法を含むある種の広義Newton法の収束を保証するものである．

尹……y

･j'゛:Jllj

J"yy1万I11㎜ﾁﾞﾐﾎﾟWII宍!K劈'問題

定理7.1(占部の定理)[19]X，yをBanach空間，びｃｘを非空な開集合，５：ぴ→ｙをCI

級とする./(z)＝oの近似解2;oEびと，線形作用素£：Ｘ→ｙ(ｚｏにおけるｊの線形成分

の近似)が与えられ，あるδ＞０と非負の数ε＜１が存在して次の仮定(Ａ)-(Ｃ)が満たされてい

るとする:

仮定（A）£-1が存在して有界，すなわち，

仮定(Ｂ)ｊ(ｚｏ;δ)Ｃびかつ，そこで

仮定(C)|げ(JO)||≦rとするとき，

このとき，広義Newton法

につき，次のことが成り立つ

|ly111≦M（M＞則．

びけ卜釧≦ﾌふ

訂r
-
1－ど

＜み

ー

ハ士1＝ハー£‾ﾂ（恥）け≧Ｏ）

田恥∈坦Jo､侑）げ≧Ｏ）
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（2）｛4｝は∫げ）＝Ｏの解どＥＸに収束する．

（3）z’はB（･o;δ）内における一意解である．

□

　この占部の定理は，ほぽオリジナル通りであるか，いくらか無駄がある上，縮小写像原理で当

然導かれるはずの誤差評価がない．書き直し，誤差評価を加えたものを次に示す．前提条件はオ

リジナルの占部の定理とかなり異なるか，オリジナルを含むより緩い条件となっている．

定理7.2(占部の定理と誤差評価)Ｘ，ｙをBanach空間，ぴｃｘを非空な開集合，ｊ：び→ｙ

をC1級とする./(幻＝Ｏの近似解zoEびと，線形作用素£：ｘ→ｙ(２;ｏにおける／の線

形成分の近似)が与えられ，あるδ＞０が存在して次の仮定(Ａ)一一(Ｄ)が満たされているとする:

仮定(A)B(2;o;δ)⊂び

仮定(B)j(Jo;δ)で||が(J)－£||が有界，すなわちある均＞０が存在して

||釣剥－£||≦jぐ(ｌ(∀･Ｅｊ(粕漬))

仮定（Ｃ）£-１：ｙ-→ｘが存在し有界線形作用素となり，次の条件を満たす:

仮定（Ｄ）胚頑固o＜1

このとき，広義Newton法

につき，次のことが成り立つ:

胚‾1/げo)|ト||£‾111Koぎ≦δ

・ｋ＋１ ＝ね－1‾ワ（ね）け≧Ｏ）

(1)j(z)＝Oの解どはZJ(zoμ5)にただ一つ存在.
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(7.6)

(7.7)

(7.8)



｡｡･"'

(2)aEjS(zo團

（3）以→が

け≧Ｏ）

け→ｘ･）

（4）（事後誤差評価）

圈（事前誤差評価）

|□泌

仏,大剛≦

∩| ＜

一

洋

一
１－

１－ｊ　
｀ｊ

　
ｌ
ぐ／

洋一1

(江川團o)゛

1づ防つ匯o

排o
（た≧０）

胚‾1ル;o）11　け≧０）

(7.9)

(7.10)

□

占部は点列{以}の有界性を導くために数学的帰納法を用いた複雑な証明を行なっていたが，縮

小写像の原理に持ち込めばはるかに見通しが良くなる．

証明は，作用素17:頂角淘-→Ｘを

で定義したとき，

匪Ｏ Ｊ－£‾ツ(幻

田引ま縮小定数を江川匯oとする縮小写像

(2)!7(B(zo;δ))⊂召(恥團

か成立することに

{7.11}

より行われる，上の２つが成立するときぺ1）（5）が成立することは容易に分か

る．以下，仮定(Ｃ),(Ｄ)の導出を行う.

　Lipschitz定数は，次の補題を利用すると容易に分かる

補題7.1（微分の有界性とLipschitz連続性）Ｘ

Z)→yをCI級とする．このとき，

戸川|≦α

　　　66

ｙをBanEh空間，ＤＣＸを凸集合，ｊ

（∀ｌｅＤ） (7.12)



｡･'－

ならば，

が成立する．

几○ 珀/）||≦司Ｊ－!ﾉ||（∀;いＥＤ）

この補題により，!?のLips(:hh定数を見積もってみる．

ｙげ)＝7－1‾ゾ(刈＝£‾随一じ守(岫

＝£頑£－ダ(J))

であるから，仮定（B）より

|頌川|≦江川|||£－が(絹1

　　　≦江川團o

となる．ここで補題7.1を用いると，

||列zDつか2)|ド|φ‾111Kollz1 一司|

(7.131

□

(7.14)

{7.15}

(7.16)

となる．よって，仮定(Ｄ)を設けると．，９：Ｂ(･ｏ;δ)→Ｘは縮小写像となることがわかる

　次に

ばよい

(7.17)

(7.18)

!?(3(･o;δ))Cj(zo;δ)を示す．ｚＥＢ(･ｏ;δ･)ならばが刮Ｅｊ(;･;ｏ團となることを示せ

|剛一がｺ;)||＝|IJO一ﾀ(JO)十ﾀ(JOトタ(j)||

白雨－がJO)||十||がJOトがJ)||

≦洋一リ(川||十江川匯oδ

となるから，仮定(Ｃ)を設ければよいことが分かる

(7.19)

ｊｏｎ
Ｚ
″

７ぐ

(7.21)

占部の定理を，非線形方程式μ幻＝Ｏの数値解法に応用するとき，問題となるのはある領域

についての条件となっている仮定(B)である．すなわちこれが満たされることを保証するために
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7.3　構成的陰関数定理

　ここでは，陰関数定理を拡張し，その成立範囲を見積もれるような構成的陰関数定理を導く．陰

関数定理は，局所的な陰関数の存在を示すものであるが，その具体的な成立範囲を与えてはいな

い．陰関数定理の証明方法の一つとして縮小写像原理によるものが知られているが，Newton法

も同様に縮小写像原理によって支配されている.Newton法の収束定理が縮小写像原理等の不動

点定理によって証明され，その唯一解領域を特定出来る以上，陰関数定理においても同様に成立

範囲を特定し，またその範囲での陰関数の計算方法を与えるようなものができると考えるのは極

めて自然なことである．

　本節では，簡易Newton法の収束定理である占部の定理を用いて，構成的な陰関数定理を導く．

これによれば，導関数のLipschit,z連続性を仮定した上で，陰関数の存在を保証できる近傍の大き

さを見積もることが可能であり，その近傍内における陰関数はNewton法によって計算が可能で

ある．

　通常の陰関数定理は次のような形に書ける．

定理7.3（陰関数定理）Ｘ、ｙ、ＺをBanach空間、び⊂ｘｘｙを開集合、．９：び→ＺをCI級

とする．ここで．ある元（7･.､巧）ＥＸｘｙに対して

(1)!心,,角,)＝０

(２)ｇの(pz,h)におけるｙに関する偏微分Z)り(p｡,巧)：ｙ-→ｚが同相写像

が成立するとする．

　このとき，十分小さいε＞０，ゐI＞Oに対して，以下が成立する:

全ての固定されたｚＥ尽y（p｡;ε）（X内における半径ε，中心p。の閉球）に対して，

（Z/を変数とする）方程式



濡=ﾌ:ﾆ'……禰■章一●〃i゛'･III°●●●四剛罪聊爾●畢‘

W

･一一

は唯一解を持つ．

|畷罪責1譚爾呵呵=1琴●|●●●〃W ……………………

□

ここで，2;に対して!/を対応させる写像は1?の陰関数と呼ばれ，通常の陰関数定理には陰関数の

連続性や微分可能性についての記述も含まれる．しかし，陰関数定理が成立する近傍BX(p｡;ε)×

3y(p,;･5)の大きさを見積もることは出来ない．

　ここで，占部の定理(定理7.2)を元にして，成立する範囲を見積もれるような陰関数定理を導

く．ｘｘｙのノルムは，次の仮定を満たすとする．

仮定7.1（直積空間のノルム）Banach空間ｘｘｙのノルム||･|lh､･は

を満たす．

||（八開lhy＝レ|lx（∀バ≡Ｘ）

出回/）|lny＝k/|ly（∀!/Ey）

(7.28)

(7.29)

□

定理7.4（構成的陰関数定理Ｉ）Ｘ，ｙ，ＺをBallach空間，びｃｘｘｙを開集合ｙ９：び→Ｚ

をCI級とし，仮定7.1が満たされているとする．また，ある元（p・，plJ）∈びと，線形作用素

ｊ４：Ｘｘｙ→Ｚに対し，ある実数Ｒ，Ｋo，dが存在してε＞０，δ＞Ｏが

仮定(A)∀J;∈£x(ル;０について

||が2;､p､)||≦jZ

仮定(B)∀(Jdﾉ)ｅＢＸ(八洲×斑･(巧ｊ)について，

仮定（ｃ）ｊｙが存在し･

||炳ずJd/卜か||≦瓦'0

|μﾂﾞ||≦ｄ
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(7.30)

(7.31)

(7.32)



‘　　　　・-

　　　W

仮定(Ｄ)

仮定(E)

仮定(F)

･j（含十jぐo）≦

d珀･}＜１

１

73.v(p｡;ε)xj3y(巧ゐ)Ｃび

を満たすとする．ただし，ルy(刻＝ﾒIO:,0)，j,,而)＝ｊ(ＯＪ)とする．

このとき，全ての固定されたいΞ召.v（77.,･;ε）に対して，以下が成立する:

田1/を変数とする方程武弁いﾉ)＝０の解がは街･(附図)にただ一つ存在．

（2）旅∈珀づ馬泌）　け≧Ｏ）

（3）旅→ず　け→（ｘ））

（4）（事後誤差評価）

（5）（事前誤差評価）

但し，｛旅｝は

で生成される点列とする．

||旅 1/'||≦

臨一回||≦

|ly1ﾀ(Jふ)||
‾　　1 － ｄＫＱ

(dxo)゛

1－ｄＫり

け≧Ｏ）

いごﾀ(ぺ/o)||け≧ｏ)

　加＝馬，

び叫1＝旅－ぶｿ征r,晦）
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{7.33}

(7.34)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

□
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Ｘ

拓ヽ

Ｏ
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図7.1:構成的陰関数定理

　図7.1にこの定理の様子を示す．

　定理7.4の証明を示す.

(証明)∀2;Ej3x(p｡;ε)に対して，£＝jl･，zo＝馬，５＝が･,･)ｊ＝ゐ，瓦j＝瓦oとしたとき

占部の定理(定理7.2)の条件を満たすことを示す．

　仮定(Ａ)は，式(7.35)により成立，仮定(Ｂ)は，式(7.31)により成立．仮定(Ｃ)は，式(7.32)

より£-1の存在が分かり，式(･7.30)，式(7.33)より

||L‾j(Jo)|ド||£‾11匯必≦面十dK涵

″
り
く
Ｉ

となり，式(7.7)が満たされた．仮定(Ｄ)は，式(7.34)により成立．

　よって占部の定理が成立し，(1ト(5)が示される．
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(7.40)

(7.41)

□



１

’｀甲゛’

誄
即

-

�ll輩罪●●1'I‐一一乗・●■■iil�|| 珊珊|顧●[即r剽Fト|肝眼|||曙剔●Ｆヅミ･－－｡｡=｡。。。

　εとδを見積もりやすくするため，Newt,on法の場合に従って!7の導関数に)りがn一一Lipschit,z連

続という制約を加える．すなわち∀(;n.μ1),ほ2,!ﾉ2)∈びについて

||巧(zl､!/1)－JD!7(ら!/2)||≦司(zl､訥)－(:r2､1/2)||

が成立するとき，構成的陰関数定理は次の定理7.5のように書き直すことが出来る，

(7,42)

定理7.5(構成的陰関数定理ＩＩ)Ｘ，ｙ，ＺをBanach空間，び⊂ｘｘｙを開集合，Ｆび→Ｚ

をCI級，!7の導関数炳7がα-Lipschitz連続であるとし，仮定7.1が満たされているとする。ま

た･ある元(p｡,巧)∈びと，yli;1が存在するような有界線形作用素ｙｔ：ｘｘｙ－,ｚに対し，『

，jr，d1，d2を

(1)||!7(瓦必)‖≦7'

(2)|XD9(沁浙)一別|≦Ｘ

（3）|μxll≦d1

㈲||ぢ111≦心

を満たす実数とする．ただし，煮v(幻

　このとき，ε＞０，δ＞Ｏが

ぐ　
　
　
２

　
　
ｄ

＝j4(z､0)、ﾒ1y(1/)＝ﾒ1(O､!/)とする、

ﾄ2

十(へ十め)g十7'十ａ(ε十万)十万)

　尚㈲ε十万)十和＜１

召詞＆圀XB､.･(7りμ)C17

＜１

－

を満たすならば，全ての固定された2;Ejx（p｡,;ε）に対して，以下が成立する:

(1)!/を変数とする方程式ﾀ(J､1ﾉ)＝Ｏの解がはBY妬､ｊ)にただ一つ存在．

（2）旅∈街･（7￥･5）　μ≧0）
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(7.43)

(7.44)

(7.45)



葡万万司こ

　　ー
W

llr暉●●一爽爽l

（3）旅→ｙ

゛……l………|･

け→（ｘ）

（4）（事後誤差評価）

（5）（事前誤差評価）

‖Uド‾』甘鯛目1ﾄ謂1111阻Ｕ………||｀;?孔･11’1‘

往 ダ||

偉－ダ||≦

但し，θ＝心(a(ε十〇十和

で生成される点列とする．

＜

－

||参り凪旅)||

１－θ

　砂

一一１－θ

｛仇｝は

陶

旅十1

け≧０）

‖貼1ぬJo）||け≧ｏ）

゜74･

＝帰一ji;1!?(ｺ;､扱･)

注意7.1定理7.5で,･＝jぐ＝０とすると，定理7.3と同じ状況になる．

定理7.5の証明の前に次の補題[42]を示す．

!11ﾘげrl’ミペＺＩ･ｙ’ＩＷ

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

□

□

補題7.3（線形化写像の精度）Ｘ，ｙをBanach空間，びｃｘを凸集合，７：び→ｙはCI

級で導関数ｆが

Ｆ：Ｘ→ｙを

a-Lipsdlitz連続であるとする．このとき，ｙのJOEびにおける線形化写像

と定義すると，その精度は，

で与えられる．

Ｆ(帽＝yげo)十男゛(Jo)け

|IFげトμ川|≦１

拘）

哨lz一肩12（∀JEび）
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(7.50)

(7.51)

□
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　定理7.5の証明を示す.

(証明)

ｄ＝ 心

双
　　１

＝－ａど２
　　２

(7.52)

十(瓦十心付十7ヽ

Ｋｏ＝Ｋ十ａ(こ十〇

(7.53)

(7.54)

としたとき，定理7.4の仮定(ＡＨＦ)を満たすことを示せばよい．仮定(ＣＯＦ□ま自明．仮定

(Ａ),(Ｂ)を示す．

　まず，仮定(Ａ)の成立を示す．Ｇ：瓦Upぷ０　ゝＺを，

で定義する．このとき，

Ｇ(幻＝17(z､馬)

|田G(J1)－ＤＧ(J2)||＝||むリ(J1､巧)一括Ｊ(杓､巧)||

≦||仏(J1

≦司Jに

より，ｐＧはα-Lipschitz連続となる．ここで

出府心川＝|IG(絹|

≦|IG(Jト印外川刊IG(外)||

あ卜痢(均必)||

秘j

(7.55)

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)

(7.60)

引IG(応)十ＤＧ(応)(J一応)－G(J)‖十|ｌｐＧ(応)(J一拓･)‖十7ヽ　(7,61)

であるが，補題7.3により上式の右辺第１項は，
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(7.62)

(7.63)



W

となる，右辺第２項は，

|田Ｇ(叛)げづﾘ)||＝||侑(叛心)げ一匹則

となる･よってb(z､ち)‖は

＝‖kD雨）.r4)り)－j4十ｊ)げ一片､0)||

引|(μ9(片､馬)－j4)(j;一八j))‖十|μレール』川

≦(ぎ十め)ご

晦臣馬)‖≦ｼ詞十(Ｋ十d1)こ十7･

　　　　　＝μ

と評価でき，仮定(Ａ)が成立する．

　仮定(B)は，

|固り(Jj/)一斗･||≦||炳雨回/)一團|

≦||御0回/)一御前心)||十||御(丹心ト刈

≦司(J/)－(外向)||十jr

≦卵|(ペノト(匹卵|十||(ル,!ノト(匹糾||)十Ｋ

≦削ご十δ)十ど

一

一 KO

により示される．

　以上で題意は示された．

図7.2にこの定理の証明の概念図を示す．
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(7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)

(7.71)

ｊ９
一
７７Ｃ

(7.73)

(7.74)

(7.75)

□
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図7.2:構成的陰関数定理の証明

7.4　ホモトピー法

　ホモトピー法は，有限次元の非線形方程式の数値的解法であり，関数がある条件を満たせば必

ず解か求められる．この性質はNewton法にはないものである．また，必ず解か求められる条件

を確認できない場合でも，Newton法に比べれば多くの初期点で解が求まることが経験的に知ら

れている(大域的収束性があるという).

　今．Ｄ⊂ji!"を内点を持つ有界閉集合．ｊ；Ｄ→Ｒ"を連続写像とし，非線形方程式μz)＝0

を考える．この方程式の解を求めるために，ホモトピー法では補助方程式がz)＝0を導入する．

ただし，j7:D→R'･は連続で性質のよく分かった関数(少なくとも一つの白明解を持つ)である

とする．

　ホモトピー法とは，簡単な関数９から，パラメーターＺを用いて徐列こ複雑な関数∫に変形さ

せていき，そのときの解の変化を追跡して最終的にμ幻＝Ｏの解を求めようというアイデアに
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基づいている．

　具体的には，関数ｙと!7の間のホモトピー１,：ＤＸ【０,１】-→ｒを導入し，方程式1巾：,０．０

を考える．ただし，瓦はMz,0)＝仙･;)，/l(z,1)＝/(z)を満たすものとする．

　良く知られているホモトピーの例を挙げる．

1.（不動点ホモトピー）山;）

　を

＝j4(z－zo)い4はｎｘｎの正則行列，2;oEint.(ﾌ:)))とし，jz

/巾り)＝(1－Z)ボJ一句)十び(幻

のように作る．補助方程式列幻＝Ｏの自明解は翔で，これは唯一解となる．

2.（Newtonホモトピー）が幻＝μ利一y（2;o）（2;oEint（D）･）とし，ぬを

/㈲困＝yげ卜(1－z)∫(Jo)

のように作る．補助方程式列幻＝Ｏの白明解はJO（ただし唯一解とは限らない）･

(7.76)

(7.77)

3づ奇ホモトピー)ＯＥｉｎｔ(ｐ)，ｐは原点対称な集合とする．峠r)＝4げ(･)－/｀(－J))と

　　し，ｈを

hl(Ｊｊ)＝
１＋ｆ

一　２
∫(利一

１

一

一
２

Ｚ

y｀(－J)

のように作る．補助方程式列幻＝Ｏの白明解はＯ(唯一とは限らない)

(7.78)

但し，intば))はﾌ:)の内点全体の集合を表わす．

　峠リ)＝０の解集合をＤＸ[Ｏｊ]の中で見れば，曲線になっている．この曲線はが幻＝Ｏの

自明解JOを通るから，そこから解曲線を追跡していき，ｆ＝１超平面に到達したならばその点

がy(幻＝Ｏの解を与える．

　た(ｚｊ)＝Ｏの解曲線は，０かｈの正則値ならば１次元多様体となり，またたがC2級ならば

Sardの補題[48]により/1の正則値はjrで例密となる．よって，一般に解曲線は途中で途切れ

たり枝分かれしたりすることがない.
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ホモトピー法の特徴的な性質を示しておく．

定理7.6(解の存在)j)C.R"は内点を持つ有界閉集合，/l:j)x[0,11-べR･･はび級で

Mz,o]＝!?(z)，/z(z,1)＝ﾉ[]:)，oは1?の正則値とする．このとき，

1･ g(z)＝oが奇数個の解を持つ．

2.峠リ)≠Oon∂DX[0,11

ならば/(幻＝Ｏの解か少なくとも一つ存在する． □

これは，列幻＝Ｏの解に連結するな(･ｊ)＝０の解曲線のうち少なくとも一つはｉ。１超平面に

到達することから示される。すなわち，すべての解曲線ｶ回＝Ｏ超平面に両端を持つとすると，

!7(J)＝Oの解は偶数個でなければならない．０か9（7）正則値であることは，解曲線力旨＝Ｏ超

平面に接しないことを保証するために要求されている．

　また，よく知られているBrouwerの不動点定理：

定理7.7（Brouwerの不動点定理）［49］双”の有界凸閉集合ｐから自分白身への連続写像ハl，

f）の中に不動点を持つ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

は，背理法によって証明され，その不動点を求める方法を与えるものではないが，ホモトピー法

を用いると不動点を求める方法を同時に与えるような証明，いわゆる構成的証明が行える．ｐが

内点を持ち，ｆかC2級であると仮定した上で，JOEintば））として，ホモトピー/zを

と定めればよい．

/巾づ)＝(1－巾;0十び(J)－J

7.5　予測子修正子法の改良

(7.79)

　ホモトピー法の解曲線の追跡法は，微分を用いる方法(予測子修正子法など)と，ホモトピー方

程式を区分的線形近似してその解曲線を追跡する方法(単体法など)に大別できる．前者は，解曲
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線の接線を求めてそれに沿って解を進め，実際の解曲線とずれた分をNewton法などを用いて修

正しながら解曲線を追跡するという手法である．しかし，これら微分を用いる方法は，解曲線の

追跡の成功を完全に保証することができないという欠点を有している．すなわち，Newtoll法か

発散したり，別の解曲線に移ってしまうといった追跡の失敗を避けることができない．理論上は，

１ステップにおける進み幅を十分小さくすれば追跡の失敗を避けることができるが，そのような

進み幅を求めることは従来不可能であるとされていた．

　本節では，構成的陰関数定理を用いて，従来不可能であるとされていた微分を用いた解曲線追

跡を必ず成功させる手法を導く．この方法によって，予測子修正子法を，区分的線形近似による

方法に劣らない確実なアルゴリズムとすることができたと考える．更に，実際の解曲線追跡の際

の事情を考慮して解曲線追跡に関するより詳細な議論を行なう．

　前節までは一般のBanach空間を扱っていたか，本節以降は有限次元の通常のEuclid空間を

扱う．

　新しい解曲線追跡法の概要は以下の通りである．

　方程式Ｍｚ)＝ｏ，ハ:jr゛1→jr'の解曲線を追跡するとき，定理7.5におけるｘｘｙ，ＺＪ

を，各々ji!゛1 ，R"，ホモトピー1ぁに対応させる．そして，予測子修正子法の各ステヅプごと

に，ｘ，ｙをそれぞれ解曲線の接線方向，接線の直交補空間を表わす部分空間として再定義し，

定理7.5を用いて予測子の長さを決定する，

　このアルゴリズムをまとめると，次のようになる．

フルゴリズムフ.1(解曲線追跡)j)＝R"゛l .　Z ＝ ji!".　lz: j)-→Z，j刀zがa-Lipschitz連続

とし，方程式ハ(z)＝0の解曲線を追跡することを考える.ll(z)＝0の解曲線上の点の近似をzo

，追跡する方向を表わす単位ベクトルを9_1とする．

（Step 1）i＝0とする．

(Step 2)/l(z,)，r＝|圈糾||を計算する．
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(Step 3)1)/z(z,･):j･-→Zの近似ふ：Ｆ→Ｚを計算する．但し，μ:)峠ら卜刻|の大きさを

　　見積ることとし，その上限を瓦とする，

(Step 4)

を解き，解をqiに代入．

ｊμ

（Step 5）j）の部分空間Ｘ、ｙをＸ

　　の直交補空間）と定める．

＝０ |岡| ＝１ 9; ・＞０ (7.80)

＝同](gによって生成される部分空間)，ｙ＝(ｘ)７(ｘ

(step 6)式(7.43),(7.44)を満たすようなε．5を求める．ただしdl＝o，d2＝Mijllとする．

（Step 7）反復

を繰り返し，精度を高める．

陶
一

一 j4＋ε9i･　，

帰+1＝帰一λい沁(帰)

（Step 8）十分精度を高めたら，ら.1＝ 旅 ｉ＝ｉ十１として(Step 2)へ

(7.81)

(7.82)

□

　図7.3にこのアルゴリズムの様子を示す．なお，9ヨは初期点から追跡したい方向を表わすベ

クトルで，例えばＺが正の方向に追跡したい場合は，(Jj)＝(0,1)のように定める．

　アルゴリズム7.1を実際の数値計算に適用する際には，次のような点が問題となる．

（1）y1F1及び|ﾚ帰1‖の計算方法．

(2)式(7.43),(7.44)を満たすＥｉ　　６の算出．解曲線の追跡という立場からは，そのようなε

　　δの内ぺ予測子の大きさ)を最大にするようない　δの組を求める必要がある，

81
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　　　　　　　　　　　　　図7.3:解曲線追跡のアルゴリズム

(3j Newton法の反復の停止条件．十分反復して解の精度を上げないと，次のＥ．　　６の算出が

　　出来ない(構成的陰関数定理が成立しない)，

㈲ｆ＝１超平面での停止アルゴリズム．

　以上の問題点の内，本節では田,(2)の解決法を示す．

　アルゴリズム7,1(S則)5)のように部分空間ｘ，ｙを定めたとき，乖がフルラソクであれば

jyは存在する．このとき･jy及び|μﾌ||は以下のようにして計算できる．

補題7.4（ﾎﾞﾌ1の計算）ＸをHilbert空間，ｙをBanach空間とし，XIをいEXり≠Ｏ）に

よって生成される１次元部分空間，石をXIの直交補空間，ｊ：Ｘ→ｙを有界線形作用素と

82
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ｉ
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し･yli;1が存在するとする．ただし･j4･'㈲＝j4(0､!/)である．このとき、jj:X-→yxji!を

7j : :･:h-りj4jl:.･7・・）げＥＸ）

と定義すると、Ｂ-Iが存在する．また、Ｃ：ｙ→Ｘを

と定義すると，

が成立する．

C:P→j3‾1(1/,0)

Ｃ 一

一 jy

(7.83)

(7.84)

(7.85)

□

(証明)ダ1が存在することより，∀7/Eyに対して七＝1/を満たすパEX2は一意に定まる.

X2はX1＝圈の直交補空間であるから，

２;ＥＸ２　⇔　９・ｚ ＝０
７ぐ
86）

である．よって，RI;＝(j4z,9・z)＝(!/,0)を満たすａ;ＥＸは一意に定まり，j-Iは存在する

ことが分かる．更に，CIﾒ＝Ｂ-I(1/,0)はja;＝い　９･ｚ＝Ｏを満たすから，式(7.85)の成立が

分かる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

注意7.2補題7.4において，λ，いこ対して式(7.84)で定められたＣをＣ(ﾒ1;9)と書くことに

する･9EjV(yl)(ﾒ1の零空間)･　ｇ≠０のとき，C(｡4;9)は９の選び方によらず同じ作用素とな

る．これは，y1のMoore-Penrose逆行列[43]と呼ばれるものとづ致する． □

次に，　ど，　　ゐの存在条件と，εが最大となるＥ，　　６の組を与える計算式として，次の補題を

示す．

補題7.5（構成的陰関数定理の成立条件）ａ＞０，ｒ≧０，瓦≧0，d1

£）1≡dl十jr，炳≡圭一ji’と定義する．このとき，

ぐ　
　
Ｉ
α

悩汐 十(だﾝ十尚)g十゛十ａ(ε十〇十ﾀﾞ)≦１

　尚叫(ε十ゐ)十ど)＜１

83
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｜

を満たすε＞０，δ＞Ｏが存在するための必要十分条件は，

炳＞2jEJ

剽闘澗訓謬肌Ⅲ印肘回¨fj…………町刊〃

(7,89)

が成立することである．また，そのような(ε,δ)の組のうちεが最大となるものは，

ど
一

一 jﾊﾞﾚ2pl ―炳＋

δ＝止(2p1十2£)2－

(2p1＋p2)2＋柄卜七)

(2f)1十炳)2十詞‐払う

で与えられる．

(証明)

　ａ＞０，ε＞０より式(7.87)が成立するならば式(7.88)も自動的に成立．

　式(7.87)を変形しＨこついて整理すると，

必2十(面一応)δ十(4E2十炳ε十r)≦0

(7.90)

(7.91)

{7.92}

□

(7.93)

となる．ε＞Ｏとすると(第３項)＞Ｏとなることから，式(7.93)を満たすみ＞Ｏが存在するた

めの必要十分条件は，

(Ｅ一炳)2－4a(ｼ�十炳ε十r)

となる．整理すると，

-

ａとT一石2

　　2a
＞０

＞０

－

ａ糾2十2α(2仙十D2)ε十4r－珂≦０

ａど－D9＜0

となる．これを満たすε＞Ｏが存在するための必要十分条件は，2a（2仙十炳）＞Ｏより

4a7･ － 7L)J＜0

召つ＞０

84
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となる．これは式（7.89）と同値．

　式(7.89)が満たされているとき，式(7.96)を満たす最大のεは，式(7.90)のようになる．こ

こで，このεが式(7.97)を満たす，すなわち

aE一炳＝－2pl － 2に)2十V(2£)1十に)2)2十詞一払7'

が負である事を示す．これは，式（7.89）より

(2D1十2炳)2－((2炳十五)2)2十詞－4aO＝4pl炳十2詞‐払7･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞4仙炳十詞

＝炳(4仙十炳)

＞０

(7.100)

により分かる．よって，式(7.90)で与えられたεに対して式(7.93)を満たす,5が存在する．こ

のときのゐは，式(7.96)の等号が成立することから一意に定まり，式(7.91)のようになる．ロ

　この補題7.5より，解曲線上の点の近似貼が与えられたとき，そこから解曲線の追跡が出来る

ためには，|田削利一ふ||≦ｘであるようなｐＭ割）の近似衝を計算し，部分空間ｘ，ｙを定

めたとき，

が成立すればよい．

7.6　数値例

ノ
い副
－f＞2い||叫o)|| (7.101)

　本節では，前節で構築したアルゴリズムの有効性をシミュレーションによって示す．従来の予測

子修正子法（解曲線の接線方向に予測子を取り，その点を通り接線に直交する超平面内でのNewton

法によって修正する）との比較を行う.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　85
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7.6.1　数値例１

まず，

/巾･.幻＝
256

15
け づ)('－

贋l専●141暉･●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛

1)(J－F十とづ
(7.102)

というホモトピーについて，７＝０超平面から解曲線追跡を行った例を図7.4に示す.a＝52と

　1

0.8

0.6

0.4

0.2

０

０

　ｌ

()．２ 0.4

図7.4:数値例1-1

　｜

0.6

　｜

0.8

Ｘ

ｌ

１

し．全部で95 stepを要した．点線は真の解曲線である.Turnig Pointの付近では自然に刻みが

細かくなり，step幅の自動調整の効果がある事が分かる．

　同じ関数で従来の予測子修正子法を適用した例を，図7.5（step幅0.1），図7.6（step幅0.05）

に示す．それぞれ，14 step, 34 step を要した．これを見ると，図7.7ではstep幅が大きすぎで

正しく追跡出来ていない事が分かる．

7.6.2　数値例２

次に，２次元の例を示す．

言 ＋肩 －１

86
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１

0.8

0.6

0.4

0.2

０

ｔ

ｉ

ｏ

　l

0.2

|･ら･1'隙4･:･･:.･'･･.:…………………|.･1･T

0.4

図7.5:数値例1-2

　　剛一Ｊ２＝０

0.6 只
）
０ １

Ｘ

(7.104)

に対して，（1,0）を初期点とするNewtonホモトピーを作ったもので（図7.7），この場合も正しく

追跡出来ている．なおa＝2.84とした．

7.6.3　数値例３

次に，人工的に極めて厳しい状況を作って見た場合を示す．ホモトピーを

凪工ｊ） ＝(0.4(z－1)2十〇.4十ｃ一う(-0.4八十〇.6－c一回) (7.105)

とした．ただし，c＝0.01とし，a＝2.5とした．この関数の解集合を図7.8に示す．

　これに対して，予測子修正子法を適用した，step幅が0.05の場合は，22 step を要して正常に

追跡が行われた(図7.9).step幅が0.15の場合は，途中でNewton法が発散し，正常に追跡が行

われなかった(図7.10)･step幅が0.4の場合は，途中で違う解曲線に移ってしまい，正常に追跡

が行われなかった(図7.11).本論文の方法を用いると，121 st,epを要して正常に追跡が行われた

(図7.12)･
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１

0.8

0.6

0.4

0.2

０

ｔ

１

０

　｜

0.2

　｜

0.4

図7ji:数値例1-3

0.6

ｌ

　｜

0.8
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｜

１

Ｘ

　本章では，占部の定理を元にして，成立する近傍が見積もれる構成的陰関数定理を導いた．ま

た，導関数のLipsc:hitz連続性を仮定した上で，同様な定理を導いた．また，後者の定理を用いて，

予測手修正手法を決して追跡を失敗することがないアルゴリズムに改善する方法を導いた．更に，

実際の解曲線追跡の際に発生する問題点をいくつか解決した．

　本章で導いた解曲線追跡法の今後の課題としては，前節で示した問題点の内の(3)，(4)の解決

が挙げられる．しかし，更に重要な問題として，現時点では解曲線追跡法は完全な精度保証を行

うまでには達していない点，導関数のLipschitz定数の見積もりを行う必要かある点は極めて重大

であり，その必要がないアルゴリズムの構築を行う必要がある．この２つの問題点を同時に解決

するには，通常の方程式に対して行われているように，区間解析の導入が効果的であると思われ

る．　しかし，解曲線追跡に応用する場合には，区間演算の性質上直和分解を軸に添った方向にし

か行えないので，効率の低下を引き起こすと予想され，今後の課題が残る．

　更に，それらの問題点を解決して具体的なアルゴリズムが構築された場合，有限長の解曲線追
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跡か有限時間内に終了することを保証する必要がある．

　また，構成的陰関数定理の別の応用例について検討する予定である．具体的には，次のような

ことを考えている．システムの不確定性を余分の変数を用いて定式化し，(変数の数)＞(方程式

の数)であるような方程式を作る．次元の差は本節の議論と違って２以上でも構わない．そして，

構成的陰関数定理を使ってその方程式の全ての解を包み込み，システムの振舞いを把握しようと

いうことを考えている．これには区間解析が有効に利用出来ると予想される．
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　本論文は，序論で述べたような精度保証技法に関する現状を踏まえて，特に非線形方程式の解

の精度保証に関する研究成果をまとめたものである．

　本論文の前半(第3-6章)では，有限次元の非線形方程式に対して，近似解を元にしたほぽ自動

的な精度保証システムの構築に関する研究成果について述べた．本論文の後半では，方程式に幾

つかのパラメータが付加された場合など，定義域の次元が値域の次元よりも高いような方程式の

解の包み込みについて論じた．

以下，各章の成果をまとめる．

第１章では，本研究が行われた背景として精度保証付き数値計算に関する現状を記述し，本論

文の目的，概要，構成を述べた．

　第２章では，本論文の議論の基礎となる区間解析について説明した．まず，区間解析で基本と

なる区間演算をその用語とともに定義した．次に，区間演算を用いた非線形方程式の解の精度保

証技法の基本的かつ代表的なものとして，Krawczykの区間写像を用いた方法を説明した．

　第３章では，厳密な精度保証のために不可欠な，方程式の計算機上での表現方法について議論

した．実数値連続関数を計算機上に厳密に情報落ちすることなく載せることを目的とし，そのた

めに，従来の浮動小数点数に代わって有理数演算を採用した．更に，計算誤差の影響を把握出来

るように区間演算を採用した．また，こうして定義された区間写像から元の関数についての情報

を完全に取り出せる（元の関数の定義となっている）ことを保証するための出来る限り緩くかつ確

認しやすい条件として，連続な区間包囲の概念を提案した．

　第４章では，Krawczykの方法を元として，適当な方法で得られた近似解を用いる精度保証ア

ルゴリズムを提案した.Krawczykの方法に対して，与えられた近似解を用いてその近くにあるで

あろう真の解を包みこむような適当な領域を決定する方法を示した．そしてこの決定法を元にし，

また第３章で提案したような関数表現を仮定して，与えられた近似解を用いた真解の包み込みア

ルゴリズムを示した．また，このアルゴリズムが十分良い近似解に対して有効である事を示した．

　第５章では，任意精度までの反復改良を行うアルゴリズムを提案した．第３章で提案した関数
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表現を仮定し，また有理数演算を用いた区間反復法を提案した．この方法では，適切に制御され

た有理数の丸めによって，有理数の桁数の爆発の防止と任意精度までの反復改良を同時に達成し

た．また，それが正しく動く事を証明した．

　第６章では，精度保証システムの実際の実現について議論した．まず，本論文(第3-5章)で提

案した方法を実現するために必要なプログラミング技法について議論した．次に，本論文で提案

したアルゴリズムを実際に試作した方法について説明した．自動微分の技法を用い，方程式と近

似解の２つの入力だけで自動的に精度保証を行うシステムの構築が出来た．最後に，幾つかの例

題に対する精度保証を行いその有用性を示した．

　第７章では，方程式に幾つかのパラメータが付加された場合など，定義域の次元が値域の次元

よりも高いような方程式の解の包み込みについて論じた．

　まず，これ以降の議論の基礎となる，簡易Newton法の収束定理である占部の定理について議

論した．次に，陰関数定理を拡張し，その成立範囲を見積もれるような構成的陰関数定理を占部

の定理を元に導いた．更に，導関数のLipschitz連続性を仮定し，同様な定理を導いた，

　また，構成的陰関数定理の応用例の一つとして，ホモトピー法の解曲線追跡の新しい方法を提

案した．まず，ホモトピー法について簡単に説明した．次に，解曲線追跡法の一つである予測子

修正子法の改良として，決して失敗しないような新しい解曲線追跡法を構成的陰関数定理から導

いた．また，その解曲線追跡法について実際の適用に関する詳細な議論を展開した．最後に，シ

ミュレーションによってその有効性を示した．

　以下，精度保証に関する今後の研究方針をいくつか挙げる．

　まず，本論文の内容の続きとして，第３章の内容についてより深く考えて行きたい．この章で

与えたのは計算機における実現可能な関数の表現方法と，それが満たすべき条件である．これは，

構成的数学における関数の定義と密接な関連があると思われるので，それについて探って行きた

い．構成的数学では，必ずしも誤差評価という目的で関数を定義するわけではなく，また実際に

計算機に載せて計算に用いるという発想ではないので，直接木章の内容と関係するわけではない．
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しかし，例えば文献匹)]では，本章で述べたのとよく似た方法で関数を定義しているので，この

辺りについて調査し，できれば第３章の定義(区間包囲の連続性)をより美しいものへと発展的に

置き換えたい．

　大きな目標としては，常微分方程式の解の精度保証アルゴリズムの構築を行う予定である．無

限次元方程式に対する精度保証の試みは，序論に挙げたように様々な方法か既に報告されている．

これらの大半を占めるのは無限次元において不動点定理の成立を様々なノルムの評価を区間演算

等の精度保証技法を用いて行うものであるが，関数空間の設定やノルムの評価法など事前に与え

られた問題の性質を詳細に解析し幾つかの式を導く必要があり，関数解析の高度な知識が要求さ

れる．このような人手による事前解析は，精度保証の信頼性を損なう可能性を増大させるため，あ

まり好ましくない．ここで，高次のTaylor展開と区間演算を用いて常微分方程式の解を包みこむ

方法固,29]が知られているが，これは前述の方法とは全く発想が異なり，精度保証の過程を自

動化できる可能性が高いと思われる．この方法を元にして，本論文で有限次元非線形方程式に対

して構築したものと同様の，近似解と方程式(正規型の常微分方程式の右辺げ)記述だけで，自動

的に解の厳密な誤差評価と反復改良の手段を与えるような方法を構築する．詳しい方法は現時点

ではまだ書けないが，これができれば多くの点で画期的であると考えられる．

　区間演算と自動微分の組み合わせに関して新しいアィデアがある．自動微分と区間演算を組み

合わせて作ったJacobi行列を用いて，mean valudorm(定義2.5)を使うと効率の良い区間写像か

得られる．ところが，区間演算と自動微分をより密接に融合させるとこれよりはるかに効率の良

い区間写像が得られそうだというアィデアがあり，それについて研究する予定である．また，伊

理らはTop Down型の自動微分と区間演算を組み合わせた効率の良い誤差評価アルゴリズムを提

案している[30]が，それとの関連についても研究する予定である．これがうまくいけば，本論文

の精度保証アルゴリズムは大幅に効率化できる．

　関数の変数分離性を活用したアルゴリズムについても研究する予定である．変数分離性とは，関

9G
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数/（zl，z2,…，恥）が

j山川十応(均)十‥・十5｡(z,j (8.1)

と書けることである[51, 52].変数分雛形でない方程式を補助変数を導入して変数分離形に書き換

えるアルゴリズムについて新しいアイデアがある．また，変数分雛形である場合，特に自動微分

が大幅に効率化できるため，精度保証アルゴリズムに取り入れることも検討する．

　本論文のアルゴリズムの大きな欠点として，重解の包み込みが行えないことが挙げられる．第4

章において近似解が真解に十分近いときに精度保証が行えることを証明したが，ここでは真解が

単根であることが仮定されていた．これの解決は非常に難しい．与えられた方程式をより高次の

空間に埋めこんで特異性を除去するという手法が考えられ，例えば[53]などの研究かあるが，こ

れでも十分とはいえず，今後研究を深めていきたい．方針としては，

（1）重解の存在が何等かの方法で分かっていた場合，その位置を特定する．

（2）重解の存在そのものを数値的に証明し，更に位置を特定する．

の２つが考えられるが，後者は不可能に近いと考えている．

　最後に，精度保証を行うためのソフトウェアに関する今後の方針に言及したい．現状では，第

６章で述べたように，ＣＡＬＣという名前のフリーソフトウェアを用いて試作したに過ぎない．今

後は，Ｃ十十等のob.ject指向言語を用いて，高遠な有理数演算を実装し白miversalな型を用いた

区間演算，自動微分を実装することによって実用的な精度保証システムを作成し，その効率等に

ついて詳細に検討したい．また，通常の浮動小数点数を用いた区間演算や多倍長の浮動小数点数

なども実装し，真に精度保証に有効な技法として定着する方法は何かを探っていきたい．
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