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第1章 序論

統計的機械学習やデータマイニング手法はその適用範囲を広げ続けて
おり, 多種多様なデータから有用な情報を抽出する課題が日々生まれてき
ている. 多くの学習アルゴリズムの性能は, 入力データから抽出する情報
の性質と, データの間に定義される距離構造に大きく依存している. 例え
ば,胸部の細胞画像の半径,色彩,周径などからなる実ベクトルデータによ
る乳癌の診断という問題を考える. 癌細胞と正常な細胞を比較したとき,

半径の違いと色彩の違いとは質的に全く異なり, それぞれの違いが判別に
同程度影響するようにそれぞれの尺度を調整する必要がある. また, 細胞
の半径と周径には相関があると考えられるが, 半径が同程度の細胞同士の
周径が大きく異なる場合には細胞の形状に異常があると考えらえるため,

両者の相関を考慮した尺度で比較すべきである. 正しい診断結果を得るた
めには, データベクトル間に適切な距離を定義する必要がある. また別な
例として, 個人の嗜好に応じた推薦サービスを考える. 多くのオンライン
ショップサイトでは, 過去の購買履歴やアンケートなどから, ユーザが好
みそうなアイテムを推薦するサービスを提供している. あるいは, ニュー
ス記事のポータルサイトでも, 過去の閲覧履歴や傾向によって, ユーザが
関心を持ちそうな記事を推薦するサービスがある. こうした情報推薦を
実現するシステムは, 一般に推薦システムと呼ばれている. 特に, 過去の
購買履歴に基づきユーザ同士の類似度を定義し, 類似度の高いユーザが高
評価をしているアイテムを, そのアイテムをまだ購入していないユーザに
推薦するシステムを, 協調フィルタリングと呼ぶ. 協調フィルタリングに
おける推薦の良し悪しを決定づけるのは, アイテムの購買履歴という形式
で表現されるユーザデータ同士の類似度である.

これまで多くの判別手法やアイテム推薦手法が提案され, 実際的なデー
タに適用されて成果をあげているが, 精度良く所望の結果を得られる手法
は与えられた問題・データから有用な情報を抽出し, データ間に適切な距
離あるいは類似度を定めることに成功している手法である. 所与のデー
タに基づき与えられた課題に応じてデータから情報を抽出し, データ同士
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の距離構造を学習する手法は, 教師無し学習, 教師付き学習それぞれの枠
組みで数多く提案されている [1].

教師無し学習とは, 学習用のデータとしてデータのクラスラベルや応
答変数に関する情報が与えられずに, 説明変数のみから特徴量を抽出し,

その特徴が顕著に現れるようにデータ間の距離構造を学習する枠組みで
ある. 例えば, 多変量解析の分野でよく知られている主成分分析は教師無
しの距離構造の学習手法の代表例である. 主成分分析においては, 所与の
データの分散が最も大きくなるという意味でデータの特徴的な構造を捉
えた部分空間への射影を学習する. 主成分分析によって学習された部分
空間にデータを射影した上で比較を行うことで, データの主たる特徴とは
無関係なノイズを低減してデータの類似度を比較することが可能となる.

最近では, 生のデータに対する近傍関係からデータをグラフとして表現し
て, スペクトルグラフ理論 [2]に基づきデータを低次元空間に埋め込む手
法が盛んに研究されている [3; 4]. こうした研究は, データの元の空間に
おける近傍関係を保存するように低次元空間における距離構造を学習す
る手法として理解できる.

一方,教師付き学習とは,判別や回帰といった課題における入力データに
対応する出力例が与えられた上で, 望ましい入出力関係を記述する写像を
学習する枠組みである. 教師付き学習の最も代表的な例の一つは, Fisher

の判別分析と呼ばれる手法である [5]. これは主成分分析と同様に分散構
造に着目した手法であり, データをクラス別に見た場合のクラス内分散
とデータ全体の分散の比を最小化することで, 各クラスのデータを分離
するのに最も適した部分空間への射影を学習する. また, 距離構造の学
習とはデータをある空間において最適配置する問題と捉えることも出来
るため, 高度な最適化の手法を用いたアプローチも数多く提案されてい
る [6; 7; 8; 9].

本論文では, 主に教師付き学習の枠組みで, データからの特徴抽出と距
離構造の学習問題を扱う. 上述の距離構造が重要となる 2つの例におい
て, 前者は細胞の測定で得られる連続量, 後者は購買履歴という離散量を
扱う問題である. 本論文では, 情報論的観点からの距離構造学習という立
場に立ち, それぞれのタイプの問題に対して

1. データ同士の内積を目的に応じて適切に学習・定義するアプローチ

2. データが発生する分布 (生成モデル)を学習し, モデルに基づく自然
な距離構造を学習するアプローチ
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をとる.

データ同士の内積を学習するための統一的な手法として, 情報理論に基
づく条件付きエントロピー最小化基準による方法を提案する. これによ
り, 従来の距離構造の学習問題では十分に論じられていなかった, 学習対
象の情報論的な意味が明確になる. また, 離散データの生成モデルに基づ
き自然な距離構造を学習する研究として, 近年重要性を増している, 映画
や書籍等のアイテム評価データの生成モデルを提案する. 提案モデルに
基づくデータ間の類似度を導出し, 評価者とアイテムの関係性の解析に応
用する.

本論文の構成を以下に示す. 第 2章, 第 3章では, 本論文で用いる情報
理論及び統計的機械学習理論のレビューを行う. 第 2章では, エントロ
ピーや相互情報量, Kullback-Leiblerダイバージェンスといった情報理論
における基本的な量を定義する. 特に本論文で重要となる, Shannonの微
分エントロピーとその効率的な推定アルゴリズムを紹介する. 第 3章で
は, 教師付きの距離構造学習に関する研究を紹介する. また, データ同士
の距離の学習と特徴空間における内積の学習が等価であることを述べ, 特
徴空間における内積を間接的に定めるカーネル関数を用いた手法の総称
であるカーネル法の理論的な背景を説明する. ここで, 第 4章で考察する
Multiple Kernel Learning(MKL)による特徴空間の距離構造の最適化の理
論的背景となる事実を示す.

第 4章では文献 [10; 11]に従い, 条件付きエントロピー最小化という情
報論的な基準に基づくデータ処理の枠組みを提案する. この枠組みの中
で, データの低次元空間への線型変換による距離構造の学習手法, つまり
次元削減手法を具体的に構成する. これは, データのクラス判別に適した
部分空間への射影を求め, その部分空間において自然に定まる距離を用い
て判別を行うというアプローチである. さらに, カーネル関数に付随する
非線型特徴空間における距離構造の学習を条件付きエントロピー最小化
基準の枠組みで行い, 近年盛んに研究されているMKLの一手法として定
式化する. これは, MKLにおけるカーネル関数の重ね合わせの係数を条
件付きエントロピー最小化によって学習することで, 判別に適した特徴空
間の距離構造を学習するというアプローチである. 提案する線型次元削
減及びMKL手法を, 人工データ及び実データに適用し, 既存手法との性
能比較を行う.

第 5章では, 離散観測データに対する距離構造の学習問題を考え, デー
タの生成モデルに基づく類似度及びモデルのパラメタ空間へのデータ配
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置手法を考察する. まず, 映画や書籍, レストランなどへの評価データの
新しい生成モデルを提案する. 従来, 多数のアイテムに対して多数のユー
ザが比較をおこなったりランキングを与えたりすることで得られるデー
タはBradley-Terryモデルあるいは Plackett-Luceモデルと呼ばれる確率
モデルによってモデル化されてきた. 本章では, ランキングデータの生成
モデルである Plackett-Luceモデルの自然な一般化として, グループ化ラ
ンキングモデルを提案する [12; 13; 14; 15; 16]. このモデルはアイテムの
持つ価値パラメタによって特徴付けられるが, 尤度関数の直接評価が困難
である. そこで, 効率的に評価可能な尤度関数の近似を与え, さらに情報
幾何学的な考察を通してモデルのパラメタ推定方法を提案する. 提案する
確率モデルを現実の映画評価データ及び書籍評価データに適用し, Fisher

カーネルと呼ばれるカーネル関数を用いてユーザ同士の類似度を定義す
る. この類似度を, 協調フィルタリングにおけるユーザ間類似度として用
いたアイテム推薦システムを提案する.

　第 6章では本論文の内容をまとめ, 今後の展望について述べる.
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第2章 情報理論からの準備

本論文の第 4章では確率変数のエントロピーが中心的な役割を果たす.

また, 第 5章では確率 (密度)関数がなす統計多様体における擬似的な距離
としてKullback-Leiblerダイバージェンスが用いられる. そこで, 本章で
はエントロピー, 相互情報量, Kullback-Leiblerダイバージェンスと, 観測
データを用いたエントロピーの推定手法を簡単に説明する.

2.1 エントロピー, 相互情報量, ダイバージェンス
簡単のため, ここでは 1次元分布を考える. 確率変数X は集合 X ⊆ R
に値を取る関数であり, その実現値を小文字 xで表す. また |X |で集合X
の要素数を表す. 本論文では, 確率変数が離散値を取る場合にはその確率
関数を P で, 確率変数が連続値を取る場合にはその確率密度関数を pで
表すものとする. 混乱が生じない限り, 確率関数あるいは確率密度関数は,

異なる分布の確率 (密度)関数であっても全て P あるいは pで表現し, そ
の引数である確率変数によって区別するものとする.

情報理論では, 「事象の不確かさ」をエントロピーという量で表し, あ
る情報による不確かさの減少分が, その情報の「情報量」であると考える.

離散確率変数Xの実現値 xを観測した時の情報量は,

I(x) = − log P (x)

で定義され, その期待値が Shannonエントロピーである [17]:

H(X) = −
∑
x∈X

P (x) log P (x).

また, 連続変数に対する Shannonエントロピーは Shannonの微分エント
ロピーと呼ばれ, 次式で定義される:

H(X) = −
∫

x∈X
p(x) log p(x)dx. (2.1)
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本論文では主に連続変数に対する Shannonの微分エントロピー (2.1) を
考える. ここで, Shannonの微分エントロピーの単純な計算例として, 平
均 0, 分散 σ2の 1次元正規分布のエントロピーを示す. この分布の密度関
数は

p(x; σ2) =
1√

2πσ2
e−

x2

2σ2 (2.2)

であり, エントロピー (2.1)を定義通りに計算すると,

H(X) = −
∫ ∞

−∞

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2

(
−1

2
log 2πσ2 − x2

2σ2

)
dx

=
1

2
log 2πσ2 +

1

2
(2.3)

となる.

多次元分布の同時エントロピーについては, 次の性質が知られている.

命題 2.1 ([18])

n次元確率変数Xの同時エントロピーは, その周辺エントロピーの総和
以下である. つまり, n次元確率変数Xの第 i成分をXiとすると,

H(X) ≤
n∑

i=1

H(Xi) (2.4)

が成り立つ.

なお, エントロピーには Shannonによる定義の他にも幾つかあり, 例え
ばRenyiエントロピー

Hα(X) =
1

1 − α
log

∫
x∈X

p(x)αdx, α > 0 (2.5)

もよく用いられる [19]. 特に次の事実が有用である:

定理 2.2

α = 2の場合のRenyiの 2次エントロピー

HR2(X) = − log

∫
p(x)2dx

は, Shannonエントロピーの下界を与える:

H(X) ≥ HR2(X).
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証明
対数関数の凸性と Jensenの不等式

∫
p(x) log p(x)dx ≤ log

∫
p(x)2dxから

従う.2

エントロピーと並んで情報理論において重要な量として, 相互情報量が
ある. 確率変数Xと Y の相互情報量とは,

I(X; Y ) = H(X) − H(X|Y ) = H(Y ) − H(Y |X)

= H(X) + H(Y ) − H(X,Y )

で定義される量であり, Xに関する曖昧さから Y を知った後に残るXの
曖昧さを除いたもの, あるいはそれをX,Y について交換したものである.

確率密度 p(x; θ)で表される分布を基準として, 密度関数 p(x; θ′)で表さ
れる分布がどれくらい離れているかを測る尺度としてKullback-Leiblerダ
イバージェンス (KLダイバージェンス)あるいは相対エントロピーと呼ば
れる量がある. これは

KL(θ, θ′) = KL(p(x; θ), p(x; θ′)) =

∫
p(x; θ) log

p(x; θ)

p(x; θ′)
dx

で定義される量である. 対称性や三角不等式を満たさないため数学的に
は距離ではないが, 非負性を満たし, ピタゴラスの定理が成立するなど好
ましい性質を多く持ち, 統計多様体上での擬似的な距離 (疑距離)として
広く用いられている. 上述の相互情報量は, 同時分布と周辺分布の積との
KLダイバージェンスとして表現出来る:

I(X; Y ) = H(X) − H(X|Y ) =

∫
p(x, y) log

p(x, y)

p(x)p(y)
dx

= KL(p(x, y), p(x)p(y)).

また, KLダイバージェンスは統計における最尤推定とも関連があり, 最
尤推定は経験分布からの KLダイバージェンスを最小にするようにパラ
メタを定める推定方法である. 実際, qを経験分布とすると,

arg min
θ

KL(q, p(x; θ)) = arg min
θ

∫
q(x) log

q(x)

p(x; θ)
dx

= arg min
θ

{
−H(q) −

∫
q(x) log p(x; θ)dx

}
= arg max

θ

1

N

N∑
i=1

log p(xi; θ) = θ̂MLE
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となる. ここで上式最右辺の θ̂MLE は最尤推定量 (Maximum Likelihood

Estimator)のことである.

2.2 Shannonエントロピーの推定
観測したデータを用いてそのデータが従う分布のエントロピーを推定

することは, 独立成分分析 [20], 画像分析 [21], 多様体学習 [22]など多く
の分野で重要である.

多くのエントロピー推定手法が提案されており, 分布を仮定せずにエ
ントロピーを推定するノンパラメトリック法と, 例えば混合正規分布な
どで分布を近似した上でエントロピーを推定するパラメトリック法に大
別される. ここではその柔軟さからノンパラメトリックな手法のみを考
え, 代表的な手法としてカーネル密度推定に基づく方法と, k近傍法に基
づく手法, そして k近傍法を改良した効率的な手法としてMean Nearest

Neighbor(MNN)法を示す.

問題設定としては, n次元確率変数X ∈ Rnを考え, 密度関数 p(x)に従
う確率変数X の実現値として観測データD = {xi}N

i=1が得られたとき,

Xのエントロピー

H(X) = −
∫

p(x) log p(x)dx = E[− log p(X)]

を推定するというものである.

カーネル密度推定に基づくエントロピー推定

エントロピーは確率密度関数に基づき定義されていることから, 密度関
数をカーネル密度推定法により推定した上で, 積分を和で近似するという
アプローチである. カーネル関数の選択や, 積分の近似方法に応じて幾つ
かのバリエーションがあるが, その中で最も基本的な手法として密度推定
にガウスカーネルを用い, 積分の近似には Leave-one-out(LOO)法を用い
たものを紹介する. データD = {xi}N

i=1が与えられたとき, xの密度を　

p̂(x; D, h) =
1

N

N∑
i=1

1√
2πh2

exp
(
−||x − xi||2/2h2

)
(2.6)
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で推定する. 推定した密度を用いてエントロピーを

H(X) ≈ H̃(X) = −E[log p̂(X; D, h)] (2.7)

のように近似し,さらに p̂(x; D, h)を p̂(xj; D\{xj}, h)で置き換えて, LOO

法によって期待値の計算を

H̃(X) ≈ Ĥ(X) = − 1

N

N∑
j=1

log p̂(xj; D\{xj}, h)

のように近似する. ここで, D\{x}は, 集合Dから要素 xを除いて得ら
れる集合を意味する.

k近傍法に基づくエントロピー推定

エントロピー推定のもう一つの代表的な方法として, 各観測データ点の
k近傍を考えたときにそれらがどのくらい離れているか, という情報を用
いるものがある. 基本的なアイディアは, log p(xi)を xiとその k近傍と
の距離 ϵの密度関数 pik(ϵ)を介して推定するというものである.

点xiから r ∈ [ϵ, ϵ + dϵ]の距離以内のところにデータが 1点存在する確
率を pik(ϵ)dϵで表す. つまり, その他の k − 1点は xiから ϵ未満の距離に
存在し, その他のN − k − 1点は ϵ + dϵより遠くに存在する確率である.

データ点 xiを中心とする ϵ-球内に点が存在する確率を pi(ϵ)で表す:

pi(ϵ) =

∫
||x−xi||<ϵ

p(x)dx.

上述の, xiと他のデータ点との関係は,

1. 他のデータが 1個, r ∈ [ϵ, ϵ + dϵ]に存在する,

2. 他のデータが k − 1個, ϵ未満の距離に存在する,

3. 他のデータがN − k − 1個, ϵ + dϵより離れたところに存在する,

という 3通りがあるので, pik(ϵ)は 3項分布

pik(ϵ) =
(N − 1)!

1!(k − 1)!(N − k − 1)!

dpi(ϵ)

dϵ
pk−1

i (1 − pi)
N−k−1
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で表される. ここで, log pi(ϵ)の pik(ϵ)に関する期待値をとると,

Epik
[log pi] =

∫ ∞

0

pik(ϵ) log pi(ϵ)dϵ

= k

(
N − 1

k

) ∫ 1

0

pk−1
i (1 − pi)

N−k−1 log pidpi

= ψ(k) − ψ(N)

となる. ψ(x)は digamma関数 φ(x) = Γ′(x)/Γ(x)である.

ここで, 密度関数 p(x)が xi中心の ϵ球内でほぼ定数であると仮定する
と, cnを n次元単位球の体積 cn = πn/2/Γ(1 + n/2)として,

pi(ϵ) ∼ cnϵnp(xi) (2.8)

であり, これを log pi(ϵ)に代入して

− log p(xi) ∼ ψ(N) − ψ(k) + log(cn) + nEpik
[log ϵ]

を得る. これを全てのデータ点に関して (経験分布を用いて)期待値をと
ることで, エントロピーの推定量

Hk(X) = ψ(N) − ψ(k) + log(cn) +
n

N

N∑
i=1

log ϵi (2.9)

を得る.

この推定量に現れる ϵiは, i番目のデータxiから k番目に近い他のデー
タまでの距離である. この推定方法は, kを適切に定めると高精度な推定
が実現できることが知られている. また, 真の密度関数 p(x)に対する条件∫

p(x)(log p(x))2dx < ∞ (2.10)

の下で, Hkは平均二乗の意味で一致性を持つ [23]:

lim
n→∞

E[(Hk(X) − H(X))2] = 0. (2.11)

一方,適切なkを設定しなければならないということと,推定のためにデー
タのソートが必要になるという問題点がある.

次に, 文献 [24]において提案された k近傍法の拡張に基づく効率的なエ
ントロピー推定手法を紹介する.
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Mean Nearest Neighbor(MNN)法によるエントロピー推定

これは, 式 (2.9)を全ての k, 1 ≤ k ≤ N − 1について平均するというシ
ンプルなアイディアに基づく方法である. k近傍法に基づくエントロピー
の推定量において, N個の観測データがある場合には kは 1からN − 1ま
で動かすことができる. これらを全て加えて平均した

HMNN(X) =
1

N − 1

N−1∑
k=1

Hk(X)

= log(cn) + ψ(N) +
1

N − 1

N−1∑
k=1

(
−ψ(k) +

n

N

N∑
i=1

log ϵi,k

)
= log(cn) + ψ(N)

− 1

N − 1

N−1∑
k=1

ψ(k) +
n

N(N − 1)

∑
i̸=j

log ||xi − xj||

でMean Nearest Neighbor(MNN)エントロピー推定量を定義する. ここ
で, ϵi,k = ||xi − x(i,k)||であり, x(i,k) はデータ xi から k 番目の距離に
ある点である. 和の順序を入れ替えて, 先に kに関する和を計算すると,∑N−1

k=1 ||xi −x(i,k)||は全ての kを考えることになるので, xi以外の点との
距離を足し合わせることに他ならない. したがって,

HMNN =
n

N(N − 1)

∑
i ̸=j

log ||xi − xj|| + const. (2.12)

を得る.

この推定量の一つの大きな利点は, カーネル密度推定や k近傍法に基づ
く方法と違って, 調整すべきパラメタが全く存在しない点である. また,

データのソートの必要もない. 一方, 式 (2.8)の仮定は kが大きな値の時
には成立せず, それに伴い推定値の誤差が大きくなる可能性がある.

2.2.1 エントロピー推定実験

MNN法は, カーネル密度推定に基づく手法及び従来の k近傍に基づく
手法と比較して計算効率の面で優れている. さらに, 推定量のバイアスは
適切に近傍数 kを選択した場合の k近傍法にわずかに劣るものの, 推定の
分散は従来の k近傍法よりも大幅に小さいことが確認されている. この
性質は, エントロピーを高速に計算する必要がある場合や, エントロピー
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表 2.1: LOO法とMNN法によるエントロピー推定の比較.

LOO MNN

絶対誤差の平均 0.1406625 0.1115902

絶対誤差の標準偏差 0.07178894 0.04636109

絶対誤差/理論値 0.3021533 0.2391081

を勾配法によって最適化する必要がある場合には望ましいものである. k

近傍法との比較は [24]において行われているため, ここでは LOO法との
簡単な比較実験の結果を示す.

LOO法では, まず式 (2.6)によって確率密度関数を推定する. カーネ
ルのバンド幅 hは, Silvermanの経験則と呼ばれる方法で定めることにす
る [25]. この LOO法による推定量とMNN法による推定量を, 1次元指
数分布に従う確率変数の観測値からのエントロピー推定に適用して比較
する. 指数分布の密度関数は p(x; µ) = 1

µ
e−

x
µ , x ≥ 0であり, そのエン

トロピーはH(X) = log µ + 1という簡単な形をしている. この分布から
N = 500個のサンプルを生成した. パラメタの値は µ = (0.2, 0.4, . . . , 2.0)

の 10種類を用いて, それぞれのパラメタでの 10 回データを生成して理論
的なエントロピーと推定エントロピーの値を比較したのが表 2.1である.

この表には, 理論値と推定値との誤差の絶対値の平均と標準偏差, 及び誤
差の絶対値を理論値で割った値の平均が記してある. 表 2.1から, MNN

法は LOO法よりも正確であることがわかる. さらに, 標準偏差に大きな
差があることもわかる. このように, MNN法の大きな利点の一つは推定
のばらつきが小さいということであり, 特に本論文第 4章で提案する線型
次元削減手法においては推定量の導関数を用いて最適化を行うため, 標準
偏差が小さいことは望ましい性質である.

以上の考察から, 本論文におけるエントロピーの推定方法としてMNN

法を採用する.
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第3章 距離構造の学習問題と
カーネル法

本章の前半では, 機械学習の分野における重要な課題である, データ分
布空間における距離構造の学習問題について述べる. 一般に高次元の特
徴空間の距離構造をカーネル関数によって非明示的に定めることで, 非線
型特徴空間での学習を行う手法としてカーネル法がある. 本章の後半で
は, カーネル法に用いるカーネル関数の基本的な性質を述べる.

3.1 教師付きの距離構造の学習に関する研究
本論文で扱う教師付きの距離構造学習手法は数多く提案されている. 本
節では, まず本論文で提案する手法と同様に情報理論に基づく手法を紹介
し, 次に本論文で提案する手法と形式的に類似した手法を紹介する.

教師付き距離学習手法の分類は様々な観点から可能である. 例えば大域
的な距離構造を学習するもの,局所的な距離構造を学習するものという観点
での分類や,教師データとしてクラスラベルが与えられている場合と,デー
タ対が類似あるいは非類似関係にあるという情報が与えられている場合
という観点での分類ができる. あるいは, Support Vector Machine (SVM)

のように学習の基準としてマージン最大化に基づくもの [26; 27; 28]と,

Fisherの判別分析 (Fisher Discriminant Analysis: FDA [5])や, FDAを
データの局所性を反映するように拡張した局所 Fisher判別分析 (Local

Fisher Discriminant Analysis: LFDA [29])のように共分散構造に基づく
ものという分類ができる. 本論文では共分散構造に基づくものに注目す
る. FDAでは, 各クラスで共分散構造が同一の正規分布が仮定される. エ
ントロピーや相互情報量といった情報論的な量を考える事で, 共分散構造
ベースの方法を一般化することができる. 例えば, 式 (2.3)ではエントロ
ピーと正規分布の分散が直接結びついている. 正規分布は 2次までのモー
メントによって完全に規定される分布であり, エントロピーも 2次のモー
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メントを用いて記述される. 正規分布以外の分布では一般にはエントロ
ピーが分散のみで表現されることはなく, この意味でエントロピーを基準
とする学習方法は分散ベースの手法の一般化であると考えられる.

Shannonの微分エントロピーに基づく距離構造学習手法はエントロピー
か相互情報量の推定を必要とする. エントロピーは変換されたデータの
密度関数から計算されるので, 密度推定に基づく種々の方法が提案されて
いる. 密度推定はパラメトリック手法とノンパラメトリック手法に分類
される. パラメトリック手法の多くは, その扱いの容易さから Gaussian

Mixture Model(GMM)がしばしば用いられる. 線型変換 A : Rn → Rm

により, データ xが z = AT xに変換されるとする. Zで変換後のデータ
zを実現値とする確率変数を表すとして, Z = AT Xの分布を複数のガウ
ス分布の混合によって近似する. つまり, 混合比を表すパラメタと, 各混
合要素の正規分布の平均, 共分散パラメタを学習することで分布を近似す
る. 例えば, [30]では相互情報量 I(Z; Y )をGMMを介して計算し, 勾配
法により I(Z; Y )を最大化することで判別的なデータ変換行列Aを学習
する手法が提案されている. また, [31; 32; 33] ではGMMにより条件付
き確率 p(AT x|y)を近似してからBayesの定理により p(y|AT x)を推定し,

条件付き尤度

L(A) =
N∑

i=1

p(yi|AT xi)

を勾配法で最適化する距離構造学習手法が提案されている.

一方, ノンパラメトリック手法では, データの分布に一切の仮定を設け
ず, 例えばカーネルバンド幅のようなごく少数のパラメタのみが事前に設
定される. ノンパラメトリックな密度推定に基づく情報論的な距離学習の
例として, 最近文献 [34]において提案された手法を紹介する. この文献で
は, 制約付きのエントロピー最大化問題

max
A

H(AT X) s.t. H(AT X|Y ) = const., AT A = Im

を解くことで距離構造の学習あるいは次元削減を行う方法を提案してい
る. この手法は本論文第 4章で提案する枠組みと類似している. この文献
では変換後のデータの分布に強い仮定をおくことで制約付き最適化問題
を一般化固有値問題に帰着して大域的最適解を近似的に求めている. さら
に, エントロピーとしては Shannonのエントロピーではなく, 計算を容易
に行うために 2次の Renyiエントロピー (2.5)を用いている. これは, 最
大化の目的関数が Shannonエントロピーであることから, 定理 2.2に基づ
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きその下界を最大化するというアプローチである. Renyiエントロピーは
ICAなどの教師無し学習の枠組みで Shannonエントロピーの代替として
の利用が提案され [35], Shannonエントロピー推定の困難さを回避する手
法として広く利用されている [36; 37; 38; 39]. しかし, 情報論的な学習手
法の理論的背景は Shannonの微分エントロピーで記述されるものであり,

Renyiエントロピーはあくまで本来の Shannonエントロピーの近似であ
ることに注意しなければならない.

本節で述べたように, 情報論的な距離構造学習手法は既に数多く提案
されている. しかし, 提案されているノンパラメトリックなアプローチは
Shannonエントロピーではなく Renyiエントロピーの推定をしているも
のが多い. 第 2章で示したように, 高速な Shannonエントロピーの推定手
法であるMNN法を用い, また第 4章で述べるように同時エントロピーを
周辺エントロピーの和で近似することで, Shannonエントロピーを効率的
に推定することができる.

次に, 情報論的な意味合いは薄いが, 本論文で提案する手法と類似した
先行研究として k近傍法を確率的に拡張した手法を 2つ紹介する.

教師付きの線型距離構造学習問題は,判別のために有効な距離行列W =

AAT を学習することが目的である. これは, データを変換する行列 Aを
学習し, Aによって写像された空間におけるユークリッド距離を用いて判
別処理を行うことと等価である. このとき, 変換行列Aとしては, データ
が各クラスにおいて小さい領域に集中して分布し, 異なるクラスのデータ
同士は遠く離れて分布することが望ましい. 文献 [6]では, データxiが他
のデータ xjを, 自らの近傍であるとする確率を

pA(xj|xi) =
exp(−||AT xj − AT xi||2)∑
k ̸=i exp(−||AT xk − AT xi||2)

, pA(xi|xi) = 0 (3.1)

で定義した. そして, xiと同じクラスに属するデータ集合をCi で表し, 目
的関数

f(A) =
N∑

i=1

∑
j∈Ci

pA(xj|xi)

を勾配法により最大化することで変換行列 Aを求めることを提案した.

データ間の距離は,
√

(xi − xj)T AAT (xi − xj)で計算される. この距離構
造の学習手法を, Neighborhood Component Analysis (NCA)と呼ぶ.

文献 [7]では, NCAの教師付き学習としての拡張として, MCML (Max-

imally Collapsing Metric Learning)と呼ばれる手法が提案されている.
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p0(xj|xi)を, クラスラベル情報を用いて

p0(xj|xi) ∝

{
1, xj ∈ Ci,

0, xj /∈ Ci

で定義される理想の分布とする. MCMLでは, pAと理想の分布 p0との
KLダイバージェンス

N∑
i=1

KL(p0(x|xi), pA(x|xi))

を最小化の目的関数とする. 距離行列AAT は半正定値行列なので,目的関
数は半正定値性の制約条件を与えた上で, 勾配法を用いて最小化できる.

具体的には, 勾配法を 1ステップ行う毎に, 更新した行列Aを用いてAAT

の固有値を計算し, 負の固有値を 0に置き換える処理を行う.

3.2 カーネル法の理論
実際の判別問題においては, 線型の判別平面で分離出来るデータは少な

く, 何らかの方法で非線型の判別曲面を構成する判別器が必要となる. 非
線型判別のための一つのアプローチとしては, k近傍法やニューラルネッ
トワークといった非線型判別器を用いる方法であるが, もう一つのアプ
ローチとして, データを非線型な写像により特徴空間に写像した上で, 線
型の判別器を適用するというものがある. この手法のメリットとしては,

線型の判別器は非線型の判別器と比較して実装が容易なことが多く, デー
タを変換してしまえば既存のソフトウェアがそのまま使えることが多い
という点がある. また, 線型判別器は理論的解析も比較的容易であり, 汎
化性や収束性の議論という面でもメリットがある. 一方, 線型判別器によ
り十分な性能が期待できるような特徴空間は一般に高次元であり, 無限次
元空間にも成り得る. そのため, 全てのデータに対してこうした高次元写
像を陽に計算することは現実的ではない. また, 近年の情報技術の発展に
よって様々なデータが電子的に管理されるようになり, テキストデータや
時系列データからマルチメディアデータ, DNA配列などの生物学的デー
タまで, 処理の対象となるデータは多岐に及ぶ. こうしたデータの中には,

従来のデータのように実数ベクトルなどの一般的な表現を仮定出来ない
ものもあり, 主に実数ベクトル表現された入力データを仮定して構成され
ている多くの学習アルゴリズムの適用の範囲外となっている.
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カーネル法は, 線型のモデルで非線型の問題を解くための上述のアプ
ローチを, 特徴空間への写像を陽に計算することなく実行するための手法
の総称である. カーネル法では, 利用する判別手法がデータの内積のみを
用いて記述出来る場合, 特徴空間におけるデータの内積と同値な 2変数関
数を用いて判別手法に必要な種々の計算を実行する. 以下, カーネル関数
に要求される性質と, 有限次元での計算を可能とする根拠であるリプレゼ
ンター定理の説明をする. また, カーネル関数で定まる類似度と距離との
関係を簡単に述べる. 次に, カーネル関数がその凸結合に関して閉じてい
るという有用な性質を述べる. これは, 後述のMultiple Kernel Learning

の根拠となる事実である. さらに, データの生成モデルがわかっている時
に, モデルに基づきカーネル関数を構成する方法として Fisherカーネル
を紹介する. Fisherカーネルは, 第 5章で述べるデータの生成モデルに基
づく距離構造の学習において利用する.

なお, カーネル法全般に関する成書としては [40]や [41]がある. また,

本論文では触れないが, カーネル法の理論的な背景となる再生核ヒルベル
ト空間の理論に関しては [42]が詳しい.

3.2.1 カーネル法の導入

説明変数 x ∈ Rnが与えられたとき, 応答変数 y ∈ Rを

y = wT x

の形で予測しようとするのが, 回帰分析における線型モデルの考え方であ
る. この線型モデルは非常に単純であり, 説明変数xと応答変数 yの直線
的な関係しか捉えることができない. そこで, データを

φ : Rn → H
x 7→ φ(x)

なる写像 φにより, ある空間Hに写像した上で線型モデルを考える. こ
こで, 変数 xが写像される空間Hを特徴空間と呼ぶ. 一般には特徴空間
は実ベクトル空間と同型な空間でなくてもよいが, 簡単のためここでは
H ⊂ Rmとして, Hの元は φ(x) = (φ1(x), · · · , φm(x))T というベクトル
表現ができるとする. すると, 特徴空間における線型モデルが

y = f(x) = wT φ(x) (3.2)
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のように得られる. ここで, 関数 f はある関数空間F の元であるとする.

線型モデルを考えるにあたって, もとの入力 xは実ベクトルである必要
があった. 一方, 写像 φによって特徴空間における線型モデルを考えると
きは, 特徴ベクトルφ(x)が実ベクトルであれば元のxは実ベクトルであ
る必要がない. つまり, 特徴空間への写像を考える事で, xとしてベクト
ル以外の対象も考えることができるという利点がある. 例えば, 遺伝子解
析やグラフ解析の分野では, 文字列やグラフなどを対象として処理を行う
が, これらに直接内積を定めることは困難である. しかし, こうした対象
に対しても何らかの手法で特徴量を抽出してベクトル表現が可能であれ
ば, 上記のように特徴空間において内積を計算することが出来る.

ここで, X × X 上のカーネル関数を, 特徴ベクトルを用いて定義する.

定義 3.1

x1,x2 ∈ X とする. この 2つの元に対するカーネル関数 k : X × X → R
を, x1,x2それぞれの特徴ベクトル同士の内積

k(x1, x2) = φ(x1)
T φ(x2) (3.3)

で定義する.

式 (3.2)により, Hの元wとφ(x)の内積により関数 f(x)の値が決まる.

上述のように, カーネル関数を特徴空間における特徴ベクトルの内積で
定義した. こうして定義したカーネル関数は半正定値性を持つ. 実際, 任
意のN 個のデータ {xi}N

i=1から計算されるグラム行列

K =

k(x1,x1) · · · k(xN , x1)
...

. . .
...

k(x1,xN) · · · k(xN ,xN)



=

φ(x1)
T φ(x1) · · · φ(xN)T φ(x1)
...

. . .
...

φ(x1)
T φ(xN) · · · φ(xN)T φ(xN)


を用いて任意のN 次元実ベクトルa ∈ RN に関する二次形式を考えると,

aT Ka = aT

φT (x1)
...

φT (xN)

(
φ(x1) · · · φ(xN)

)
a

= ∥
(
φ(x1) · · · φ(xN)

)
a∥2 ≥ 0
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である. 逆に, 半正定値性を持つ任意の対称関数は, 何らかの特徴ベクト
ルの内積とみなすことが出来る. これは, Mercerの定理 ([41; 40])と呼ば
れる定理によって保証される.

カーネル法が広く用いられている理由の一つが, 一定の正則化条件の下
で, 判別関数が学習サンプル点で評価したカーネル関数のみで記述できる
という性質である.

定理 3.2 (リプレゼンター定理 [41; 40])

判別関数 (3.2)を, そのノルムに関する正則化項λ||f ||2Fを含むコスト関数

Rreg(f) = R({f(xi), yi}N
i=1) + λ||f ||2F (3.4)

を最小化することで学習する問題を考える. ここで, R : (R × R)N →
R∪ {∞}は任意の損失関数であり, λ > 0である. このとき, Rreg(f)を最
小にする関数 f ∈ F は, 適当なα = (α1, · · · , αN)によって

f(x) =
N∑

i=1

αik(xi,x) (3.5)

の形でかける.

リプレゼンター定理は, 判別関数 (3.2)における係数ベクトルwを,

w =
N∑

i=1

αiφ(xi) (3.6)

の形に限って考えてもよいということを意味している.

カーネルで定まる類似度と距離との関係

カーネル関数は, 特徴空間におけるデータの内積を与えるものと理解で
きる. 内積は一種の類似度と考えられる. 通常, 空間においてその元同士
の内積が定義されると, 自然にノルムが定まり, 同時にその空間における
距離が定義される. ここで, カーネル関数で定まる類似度と距離との関係
を簡単に述べる.

距離として最も馴染み深いものはユークリッド距離である. 点x1, x2 ∈
X の間のユークリッド距離は,

dE(x1, x2) = ||x1 − x2||2 = xT
1 x1 + xT

2 x2 − 2xT
1 x2
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で定義される. 一方, 特徴ベクトル φ(x)をユークリッド空間上の点とみ
なすと, その距離は

||φ(x1) − φ(x2)||2 = ||φ(x1)||2 + ||φ(x2)||2 − 2φ(x1)
T φ(x2)

となる. 上式右辺の第 3項は特徴ベクトルの内積で表現されていることか
ら, 特徴ベクトルの距離とカーネル関数との関係は

k(x1,x2) =
1

2

(
−||φ(x1) − φ(x2)||2 + ||φ(x1)||2 + ||φ(x2)||2

)
で与えられる. ここで, ||φ(xi)||2 = k(xi, xi)に注意すると, カーネル関数
値から距離を計算することができる:

Dij = Kii + Kjj − 2Kij. (3.7)

ここで, Dijは特徴空間におけるデータ φ(xi)と φ(xj)の間の距離であり,

Kij = k(xi,xj)である.

逆に, Dijを (i, j)成分とする距離行列Dからカーネル関数を計算する
方法を考える. このとき, 特徴ベクトル全体を平行移動してもお互いの距
離は不変であるが, 原点の位置が変わるために, 内積の値が変化すること
に注意する. つまり, 特徴ベクトル間の距離を定めるだけではカーネル関
数値は一意に定まらないので, ここでは特徴ベクトルのサンプル平均が原
点に一致するという制約を加える:

N∑
i=1

φ(xi) = 0.

この制約から,
N∑

i=1

φT (xj)φ(xi) =
N∑

i=1

Kij = 0 (3.8)

が得られる. 式 (3.7)を iに付いて足し合わせると

N∑
i=1

Dij =
N∑

i=1

Kii + NKjj

となり, Dの全ての成分の総和は

N∑
i=1

N∑
j=1

Dij = 2N
N∑

i=1

Kii
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である. 以上より, 距離行列を用いてカーネル行列が

Kij = −1

2
Dij +

1

2N

N∑
l=1

Dlj +
1

2N

N∑
l=1

Dil −
1

2N2

N∑
l=1

N∑
m=1

Dlm

で得られる.

3.3 カーネル関数の設計
正定値かつ対称な 2変数関数は, カーネル法におけるカーネル関数に用
いることができる. カーネル関数は, カーネル関数同士の和, 積, テンソル
積など, 広いクラスの演算について閉じており, 複数のカーネル関数を組
み合わせて新しいカーネル関数を構成することが出来る. また, データの
生成モデルがわかっている場合, 生成モデルを元にカーネル関数を設計す
る方法も考えられている. 本小節では, 本論文で扱うカーネルの凸結合の
最適化と, 生成モデルに基づくカーネル関数の一つである Fisherカーネ
ルについて簡単に述べる.

3.3.1 Multiple Kernel Learning

ここでは, 第 4章で扱うMultiple Kernel Learning (MKL)の理論的根
拠として, カーネル関数の凸結合として得られる関数が再びカーネル関数
になることを述べ, MKLの代表的な先行研究を幾つか紹介する.

カーネル法は多くの問題に適用されて成果をあげているが, その適用に
あたって扱う問題に応じて適切にカーネル関数を選択し, そのパラメタを
選択しなければよい性能が得られないという難しさがある. カーネル関
数を与えられたデータを用いて最適に設計する手法は数多く提案されて
おり, MKLはその代表的な手法としてよく研究されている. MKLの研
究は, Lanckrietらによる半正定値計画問題 (Semi-definite Programming;

SDP)を用いた定式化をきっかけとして盛んに研究されている.

次のようなパラメトライズされたカーネル関数族を考える:

K = {k( · , · ; λ); λ ∈ Λ}.

ここで, λはパラメタ空間Λに値をとるものとし, この値がK内のカーネ
ル関数を特徴付けるものとする. 例えば, ガウスカーネルの族

k(xj,xi; λ) = exp
(
−λ||xj − xi||2

)
,
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を考えるときは, λは精度パラメタに対応し, Λ={λ ∈ R; λ > 0}である.

ここで, 族Kから取り出した S個の要素カーネル関数 k( · , · ; λs), s =

1, . . . , Sの凸結合により,

k( · , · ; β, λ) =
S∑

s=1

βsk( · , · ; λs),
S∑

s=1

βs = 1, βs ≥ 0, s = 1, . . . , S

(3.9)

の形で新しい関数を定義する. こうして定義した新しい関数について, 次
の命題が成り立つ:

命題 3.3

関数 (3.9)は半正定値対称なカーネル関数であり, ある特徴空間における
特徴ベクトルの内積を定義する.

証明
対称性は明らかである. ある特徴空間における特徴ベクトルの内積を定
めることを示す. φsで s番目の要素カーネル関数 ksに対応する特徴空間
の特徴ベクトルを表すとして, 任意のデータ xi,xjに対して,

β1k1(xi,xj) + · · · + βSkS(xi,xj)

= β1φ1(xi)
T φ1(xj) + · · · + βSφS(xi)

T φS(xj)

=
(√

β1φ1(xi)
T · · ·

√
βSφS(xi)

T
) 

√
β1φ1(xj)

...√
βSφS(xj)


であることから, 要素カーネル関数の凸結合によって特徴ベクトル

√
β1φ1(xj)

...√
βSφS(xj)


に対応するカーネル関数が得られたことになる. 2

Lanckrietらは文献 [9]において, SVMの判別関数

f(x) =
N∑

i=1

yiαik(xi, x) + b

で用いるカーネル関数 kを複数のカーネル関数の凸結合で置き換えた判
別関数

f(x) =
N∑

i=1

yiαi

S∑
s=1

βsks(xi,x) + b,
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を考え, 半正定値計画問題を用いて判別器のマージンを α = {αi}N
i=1 と

β ={βs}S
s=1両方について最大化するという定式化を行った. 本論文では

このMKL手法を, SDP-MKLと呼ぶ.

近年, SVMの汎化誤差がマージンのみでなく, 特徴空間においてデータ
を包含する最小の球の半径 (radius)にも依存することと, カーネル関数の
組み合わせにより特徴空間におけるデータ分布が変化することから, マー
ジンと半径の両方を最適化するMKLの枠組みであるR-MKLが提案され
た [43].

これまでに提案されているMKL手法の殆どは, 上述のように判別器と
して SVMを利用しており, そのマージン最大化基準で判別器の係数αと
カーネル関数の凸結合の係数 βを最適化するというアプローチを取って
いる. 一方, 少数ながら SVM以外の判別器をベースとしたMKLも存在
する. 文献 [44]では, [9]にならい, Kernel Fisher Discriminatn Analysis

(KFDA: [45])のためのMKLであるKFDA-MKLを, 半正定値計画問題を
用いて定式化している.

その他にも, 例えば SimpleMKL [46]や SILP [47]のように, 多数のカー
ネル関数の凸結合を効率的に最適化する手法が提案されているが, 得られ
る判別関数の性能は SDP-MKLによる学習で得られる判別関数の性能と
同程度である.

次節で,本論文で提案するMCEMアルゴリズムと, SDP-MKL, R-MKL,

KFDA-MKLとを実験的に比較する.

3.3.2 Fisherカーネル

観測されるデータを生成する確率モデル (生成モデル)が既知の場合に,

その確率モデルをもとにカーネル関数を設計する方法が考えられている.

ここではその代表例として, Fisherカーネル [48]を紹介する. データxの
生成モデルを確率分布 p(x; θ)とする. ここで θ ∈ Rmはモデルのパラメ
タベクトルである. 確率分布の対数 log p(x; θ)をパラメタの各成分で偏
微分して得られる関数

s(x; θ) =

(
∂ log p(x; θ)

∂θ1

, · · · ,
∂ log p(x; θ)

∂θm

)
(3.10)

=
1

p(x; θ)

(
∂p(x; θ)

∂θ1

, · · · ,
∂p(x; θ)

∂θm

)
(3.11)
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を, スコア関数と呼ぶ. また, s(x; θ)s(x; θ)T を p(x; θ)で平均した行列

G(θ) = Ep(x;θ)[s(x; θ)s(x; θ)T ] (3.12)

を Fisher情報行列と呼ぶ. ここで, データ xi,xjに対して

k(xi,xj; θ) = s(xi; θ)T G−1(θ)s(xj; θ) (3.13)

で定義した関数は, 特徴ベクトルの内積の形をしているので正定値対称で
あり, Fisherカーネルと呼ばれる. Fisherカーネルはデータの生成モデル
を利用できる場合のカーネル関数として有力な候補であり, その理論的な
性質の解析や, 生成モデルに潜在変数を含む場合への拡張も行われてい
る [49; 50]. なお, 理論的には Fisherカーネルは (3.13)で定義されるが,

実際上は Fisher 情報行列 (3.12)を計算することは困難な場合が多い. そ
こで, Fisherカーネル (3.13)においてG(θ)をm次元単位行列で置き換え
たものを代用することが多い. また, スコア関数は対数尤度のパラメタに
関する偏導関数であり, 尤度が非常に低いデータに対しては分母に現れる
p(x; θ)が非常に小さくなり, 値が不安定になる可能性がある. そこで, 正
規化 Fisherカーネル

k(xi,xj; θ) =
s(xi; θ)T G−1(θ)s(xj; θ)

||s(xi; θ)||G−1 · ||s(xj; θ)||G−1

(3.14)

が提案されている [40]. 本論文第 5章では, 特殊なデータに対する距離構
造を理論的に妥当な方法で定義するために, その生成モデルを導出した上
で, Fisher情報行列を単位行列で置き換えた正規化Fisherカーネルをデー
タ同士の類似度として利用する.
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第4章 条件付きエントロピー最
小化基準

教師付き学習による判別問題は, 判別に適した空間へのデータの写像
(変換)を学習することが目的であり, これは判別に適した距離構造を学習
していることに他ならない.

本章では, 初めに低次元空間での距離構造を, データのクラス判別に適
した形で学習する問題, すなわち次元削減問題を考える. そして, 教師付
きの距離学習問題における目的関数として変換後のデータのクラス条件
付きエントロピーを最小化することが理論的に妥当なものであることを
示す. 次に, 条件付きエントロピー最小化基準に基づく線型次元削減手法
を提案する. さらに, カーネル関数の最適化を, 条件付きエントロピー最
小化基準を用いて行う方法を提案する. これは, カーネル関数に付随する
特徴空間における距離構造を最適化していると理解できる.

4.1 距離構造の学習及び次元削減
データが有する本質的な情報を失わずにそのデータの次元を削減する
という問題は, 情報処理における重要な課題の一つである. 学習データに
クラスラベルが付随している教師付き次元削減手法としては, Fisherの判
別分析 (Fisher Discriminant Analysis: FDA [5])が広く用いられている.

FDAは, 特徴データとそのクラスラベルが観測された状況で, クラス内の
データの分散を小さく保ちつつ, クラス間の分散が大きくなるような方向
への特徴データの射影を求める手法である.

各クラスのデータが共分散構造の等しい正規分布に従っている時は,

FDAは最適なクラス分離を与える方向を発見することができる. しか
し, 多くの問題では正規性の仮定は成り立たず, 判別性の高い射影を得
ることができないことがある. FDAの自然な拡張として, 同一のクラ
スに属するデータ同士の類似度を考慮した, Local Fisher Discriminant



30 第 4章 条件付きエントロピー最小化基準

Analysis(LFDA)が提案されている [29]. これはデータの局所性をデータ
間の類似度行列という形で導入するものであり, 判別の前処理として用い
た場合に FDAを大きく上回る判別精度が得られると報告されている.

本章では, 低次元空間での距離構造の学習問題として, 情報論的観点か
ら次元削減問題にアプローチする. FDAにおける目的関数に着目し, 条件
付きエントロピー最小化基準による距離構造の学習の枠組みを提案する.

この枠組は, カーネル法に基づく特徴空間における距離構造の学習にも有
効である. カーネル関数で定まる特徴空間の最適化問題であるMultiple

Kernel Learning(MKL)を提案する枠組みで捉え, 新たなMKL手法を提
案する.

4.1.1 次元削減の情報論的観点からの理解

次元削減問題とは, データ集合 D = {xi}N
i=1, xi ∈ Rn, が与えられた

ときに, これをm ≤ nなるm次元ベクトルに写す写像 f : Rn → Rm,

xi ∈ Rnを求める問題である. 線型の次元削減の場合には, 変換 f は行列
A ∈ Rn×mを用いて

zi = AT xi, A ∈ Rn×m (4.1)

で定義される. ここでは, 情報理論 [18]の観点から次元削減問題を考察
する.

教師付きの次元削減手法としては, Fisherの判別分析 (Fisher Discrimi-

nant Analysis; FDA)が代表的である. データセットD={xi}N
i=1とそのク

ラスラベル {yi}N
i=1, yi ∈ {1, 2, . . . , C}が与えられたとする. Dyをクラス

ラベルが yであるようなデータ集合とし, そのデータの個数をNy = |Dy|
で表す. 集合Dyに属するデータの平均ベクトルと共分散行列をそれぞれ
µy 及び Σy として, 全データの平均ベクトルと共分散行列をそれぞれ µ,

Σとする. さらに, クラス内共分散行列Σwとクラス間共分散行列Σbをそ
れぞれ

Σw =
1

N

C∑
y=1

∑
x∈Dy

(x − µy)(x − µy)
T =

C∑
y=1

Ny

N
Σy,

Σb =
1

N

C∑
y=1

Ny(µy − µ)(µy − µ)T

で定義する. ここで, 文脈に応じて記号Dでデータ集合 {xi}N
i=1と, デー

タの添字集合 {1, 2, . . . , N}の両方を表すことに注意する.
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FDAは, 変換された共分散行列の比を最小化することで最適な変換行
列A を求める. つまり, |AT ΣwA|/|AT ΣbA|を最小化する. ここで, |M |は
正方行列M の行列式である. 分子と分母の両方に非ゼロの定数をかけて
も目的関数の値は変わらないので, FDAは以下の最小化問題として定式
化される:

min
A

|AT ΣwA| subject to |AT ΣbA| = const. (4.2)

次に, FDAの最適化問題 (4.2)の情報論的な解釈を与える. 次の命題は,

条件付きエントロピーと FDA基準 (4.2)との関係を表すものである.

命題 4.1

変換された確率変数AT Xのクラス条件付きエントロピー

H(AT X|Y ) =
C∑

y=1

Ny

N
H(AT X|Y = y)

を考える. 記号HG(X)で, Xと同じ共分散構造を持つ正規分布のエント
ロピーを表す. この時, 次の不等式が成立する:

H(AT X|Y ) ≤ HG(AT X|Y ) (4.3)

= log(2π)m/2e +
1

2

C∑
y=1

Ny

N
log |AT ΣyA| (4.4)

≤ log(2π)m/2e +
1

2
log |AT ΣwA|. (4.5)

ここで, eは自然対数の底である.

証明
初めの不等式 (4.3)は, 非有界サポートを持つ分布で共分散行列を固定し
たとき, 正規分布が最もエントロピーが高い分布であることから導かれ
る [18]. 二つ目の不等式 (4.5)は, Σwの定義と Jensenの不等式から得ら
れる. 2

この命題より, FDAは条件付きエントロピーの上界の最小化問題を解い
ていることが分かる. 次節では, 条件付きエントロピー最小化に基づく教
師付きの距離構造学習の枠組みを提案する.
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4.1.2 条件付きエントロピー最小化基準による次元削減

教師付き次元削減においては, 変換されたデータの低次元空間での表現
は, 各クラスにおいてコンパクトに纏まっていることが望ましい. 直観的
には, 確率変数の実現値であるデータを観測したとき, それらが狭い領域
に集中して分布していればそのエントロピーは小さいといえる. FDAは
クラス条件付きエントロピーの上界を最小化しているという事実に基づ
き, より直接的にクラス条件付きエントロピーH(X|Y )を最小化するよ
うな変換 f : x 7→ zを学習するような教師付きの次元削減の枠組みを提
案する. ここで, 条件付きエントロピーH(Z|Y )は, 全てのデータ xを一
点に写すような変換によって最小化されることに注意する. また, 変換 f

の表現力が高すぎると, 与えられたデータに対する過適合が生じる可能性
が高い. こうした自明な解や過適合を防ぐために, H(Z|Y )の最小化にお
いて何らかの正則化が必要である. 本論文では, 正則化の度合いをコント
ロールするパラメタ ε > 0を導入し, 一般には変換 f とデータDに依存
するような非負正則化汎関数Ψ(f,D)により正則化を行う. つまり, 一般
に正則化項を εΨ(f,D)として, 最小化問題

min
f :x7→z

H(Z|Y ) + εΨ(f,D) (4.6)

による教師付き次元削減の枠組みを提案する. 正則化汎関数Ψ(f,D)は問
題に応じて適切に定める必要がある. 例えば, 線型変換 (4.1)を考え, FDA

のように変換後のデータのクラス間共分散行列の行列式が定数 (例えば 1)

になるように制約を与える場合には, Ψ(f,D)=Ψ(A,D) = (|AT ΣbA|−1)2

とすれば良い. なお, 条件付きエントロピー最小化基準の理論的背景とし
て次元削減手法である FDAの目的関数との関係を用いたが, 提案する条
件付きエントロピー最小化基準は次元削減に限らず, 一般の距離構造学習
の枠組みである.

エントロピーの推定手法

エントロピーの最小化問題 (4.6)を解くためには, エントロピーの推定
が必要である. ここでは第 2章で紹介したMNN法 [24]を用いてエント
ロピーを推定するものとして, 以下ではH(X)と書いた場合には式 (2.12)

のHMNN(X)を表すものとする.

多次元分布の同時エントロピーを精度良く推定することは, MNN法を
用いても一般には困難である. そこで, 命題 2.1から同時エントロピーが
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周辺エントロピーの和によって上から抑えられることを用いて, 同時エン
トロピーの代わりに周辺エントロピーの和を用いる. 変換行列Aの l番目
の行ベクトルを alとして, 変換後のベクトル zの l番目の成分 zl = aT

l x

の周辺エントロピーは

H(aT
l X) = H(Zl) = −

∫
p(zl) log p(zl)dzl, l = 1, . . . ,m

で定義される. この周辺エントロピーの和

H(Z) =
m∑

l=1

H(Zl) ≥ H(Z)

は, z = (z1, . . . , zm)の同時エントロピーの上界を与える. 同様に, クラス
Y = yのデータの条件付きエントロピーの上界も

H(Z|Y = y)=
m∑

l=1

H(Zl|Y = y)≥H(Z|Y = y)

で計算できるので, H(Z|Y = y)をクラス事前確率で重みをつけて加え合
わせたものがクラス条件付きエントロピーの上界を与える:

H(Z|Y ) =
C∑

y=1

p(y)H(Z|Y = y)

=
C∑

y=1

p(y)
m∑

l=1

H(Zl|Y = y)

≈
C∑

y=1

Ny

N

m∑
l=1

H(Zl|Y = y).

ここで, クラス事前確率 p(y)はNy/N で推定した. 以下では, 多次元確率
変数のエントロピーを扱うときは, 上述のようにその周辺エントロピーの
和で定義される上界を扱うものとする.

勾配法に基づく最適化アルゴリズム

条件付きエントロピー最小化基準における目的関数 (4.6)を勾配法によ
り最小化するアルゴリズムを具体的に与える.
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線型次元削減を考えたとき, 最適化の対象は

min
A∈Rn×m

H(AT X|Y ) + εΨ(A,D), (4.7)

である. ここで, 条件付きエントロピーは

H(AT X|Y ) =
C∑

y=1

Ny

N
H(AT X|Y = y) =

C∑
y=1

Ny

N

m∑
l=1

H(aT
l X|Y = y)

で計算される. 周辺エントロピーH(aT
l X|Y = y)のMNN法による推定

量は

H(aT
l X|Y = y) =

1

N(N − 1)

∑
i,j∈Dy ,

i̸=j

log ||aT
l xi − aT

l xj|| + const.

で与えられるので, 変換行列の第 l行 alに関する導関数は

∂H(aT
l X|Y )

∂aT
l

=
2

N(N − 1)

C∑
y=1

∑
i,j∈Dy ,

i̸=j

(xj − xi)

(aT
l (xj − xi))2

,

である. これを用いて, H(AT X|Y ) =
∑m

l=1 H(aT
l X|Y )を勾配法により

最小化することができる.

準直交化

高次元データの同時エントロピーを精度良く推定することが困難なこ
とから, 本論文では周辺エントロピーの和により同時エントロピーを近似
し, 最小化するというアプローチを取る. 変換行列A ∈ Rn×mは, 各列が
n次元から 1 次元空間への射影となっている. こうして周辺エントロピー
を最小化するとき, 単純な最適化を行うと aiが全ての iについて同一に
なってしまう可能性がある. 勾配法の各ステップにおいて準直交化処理
をおこない, 変換行列Aの各列の無相関化によりこの問題を解決する. こ
れは, AT の取りうる範囲をm次元直交基底だけに限定することに対応す
る. こうしたAT の空間は Stiefel多様体と呼ばれ, 独立成分分析などの最
適化でよく用いられる [51]. 記述の簡単のためと, アルゴリズムの収束を
早めるために, データを予め白色化しておく. 確率変数X が白色である
とは, その共分散行列が単位行列であることをいう. 確率変数X の共分
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散行列の固有値分解をE[(x − µ)(x − µ)T ]=UΛUT とすると, 白色化処
理はΛ− 1

2 UT xなる変数変換によって実現される.

準直交化とは,所与のデータD={xi}N
i=1が白色化されているという仮定

の下で,周辺エントロピーの最小化の各ステップで得られる行列A ∈ Rn×m

が近似的に ||AT A− Im||F を満足するように修正を行うことである. ここ
で Imはm × mの単位行列であり, || · ||F は Frobeniusノルムである. 準
直交化は, 式 (4.7)における正則化項をΨ(A,D)= ||AT A− Im||F と設定し
たことと等価である.

補題 4.2

変換行列 Aの準直交化は, 次の処理を収束するまで行うことで実現され
る [20]:

ステップ 1 行列Aを, AT Aの最大固有値の平方根で割る.

ステップ 2 A ← 3
2
A − 1

2
AAT A.

ステップ 3 Aの各列のノルムを 1に正規化する.

証明
対称行列AT Aの固有値分解をAT A=EDET とする. ここでE ∈ Rm×m

は直交行列であり, Dは AT Aの固有値 {di}m
i=1を対角成分とする対角行

列である. 上記の手続きのステップ 2により, AT Aは

AT A 7→ 1

4
(3A − AAT A)T (3A − AAT A)

=
1

4
E

(
9D − 6D2 + D3

)
ET .

のように変換される. ここで, AT Aの最大固有値がステップ 1によって 1

に正規化されていることから, di ∈ (0, 1]である. この変換によりAT Aの
固有値は

h(di) =
1

4
(9di − 6d2

i + d3
i ), i = 1, . . . ,m

となる. ここで, h(di) − di =
di

4
{(di − 3)2 − 4} ≥ 0なので, この 3ステッ

プの繰り返しによりAT Aの固有値は 1に収束する. 2

以上より,線型変換AT : x 7→ zに関するクラス条件付きエントロピー最
小化アルゴリズムが得られる. アルゴリズムは図 4.1にまとめた. このア
ルゴリズムを, LCEM(Linear dimensionality reduction algorithm based

on Conditional Entropy Minimization)アルゴリズムと呼ぶことにする.
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LCEM : Linear dimensionality reduction algorithm based on conditional

entropy minimization.

入力: 学習データD={xi}N
i=1, xi ∈ Rn,クラスラベルデータ{yi}N

i=1, yi ∈
{1, 2, . . . , C}. 変換後のデータの次元m (≤ n). 勾配法のステップ幅
ξ > 0.

初期化: 初期変換行列A ∈ Rn×mを, rankA=mとなるように選ぶ. 学習
データD={xi}N

i=1を, 経験共分散行列を用いて白色化する.

繰り返し: 収束するまで以下を繰り返す:

勾配ステップ: 変換行列の各行を更新する:

aT
l := aT

l −ξ
∂H(aT

l X|Y )

∂aT
l

, l=1, . . . ,m.

準直交化ステップ: 以下の準直交化処理を収束するまで繰り返す:

1. 変換行列Aを, 行列AT Aの最大固有値で割る.

2. A := 3
2
A − 1

2
AAT A,

3. al := al/||al||, l=1, . . . ,m.

出力: 収束した変換行列A.

図 4.1: LCEMアルゴリズム. 各勾配ステップにおいて, 周辺化エントロ
ピーは勾配法によって最小化される.

なお, 第 3章で紹介した教師付き距離構造学習手法であるMCMLの目
的関数と, LCEMアルゴリズムの目的関数は類似している. 実際, MCML
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では, 以下のようにKullback-Leiblerダイバージェンスの和を最小化する:

arg min
A

N∑
i=1

KL(p0(xj|xi), pA(xj|xi))

= arg min
A

{
−

N∑
i=1

N∑
j=1

p0(xj|xi) log pA(xj|xi)

}

= arg max
A

N∑
i=1

∑
j∈Ci

log pA(xj|xi).

一方 LCEMアルゴリズムにおいては, クラス条件付きエントロピーを最
小化する:

arg min
A

H(AT X|Y )

= arg min
A

{
−

C∑
y=1

p(y)

∫
p(AT x|Y=y) log p(AT x|Y =y)dx

}

≈ arg max
A

C∑
y=1

∑
j∈Cy

log p(AT xi|Y =y).

これらは類似しているように見えるが, MCMLではデータxiが他のデー
タxjをその近傍であるとみなす確率 pA(xj|xi)を用いており, これはデー
タそのものの分布とは異なる. さらに, 目的関数を単純な凸関数の形にす
るために, MCMLでは確率 pA(xj|xi)を Boltzmann分布の形に仮定して
いる.

4.2 特徴空間における距離の学習
–カーネル最適化 –

条件付きエントロピー基準により, カーネルにより誘導される特徴空間
の距離構造を学習する方法を提案する.

条件付きエントロピー最小化による距離構造学習の枠組みは一般的な
教師付き学習の枠組みであり, 非線型な距離構造学習への拡張も容易に行
える. ここでは, カーネルFisher判別分析 (KFDA; [45])に基づき, 提案す
る枠組みの非線型化とMultiple Kernel Learning (MKL)への拡張を行う.
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4.2.1 カーネルFisher判別分析

Fisherの判別分析は, カーネル法を用いた非線型の判別分析に拡張され
ている. このカーネルFisher判別分析 (kernel Fisher Discriminant Analy-

sis;KFDA [45])は線型判別が不可能な幾つかのデータに対してうまく働く
という結果が得られている. KFDAは多次元空間における距離構造学習の
場合も考えることができるが, ここでは簡単のために 1次元空間への次元
削減のみを考える1. まず, f(x) = aT xをRnからRへの線型変換とする.

データ xはこの関数の値を用いて判別されるので, f(x)を判別関数と呼
ぶ. データx ∈ Rnが写像φ : Rn → Rn′

によってn′次元の特徴空間Rn′
に

写像されるとする. このとき,判別関数はn′ 次元特徴空間からRへの写像
f(x)=aT φ(x)である. ここで, f(x)=aT xにおける写像ベクトル aは n

次元ベクトルであるが, f(x)=aT φ(x)におけるaは n′次元ベクトルであ
ることに注意する. ここで, 判別のコスト関数に ||a||2の形の正則化項を
加えるとリプレゼンター定理が成立し ([40]),実パラメタα=(α1, . . . , αN)

を用いて a=
∑N

i=1 αiφ(xi)とかけることを利用する. このとき, 特徴空間
における内積は, カーネル関数を用いて 〈φ(xi), φ(xj)〉=k(xi,xj)と表す
ことができ, 判別関数はカーネル関数を用いて

f(x) =
N∑

i=1

αik(x, xi) (4.8)

となる.

与えられたデータ D = {xi}N
i=1 のグラム行列を K ∈ RN×N , Kij =

k(xi,xj)として, kiでその第 i列を表すものとする. このグラム行列を用
いて, 各クラスに属するデータのサンプル平均は

k̄y =
1

Ny

∑
i∈Dy

ki,

全てのデータのサンプル平均は

k̄ =
1

N

∑
i∈D

ki

1KFDAにおける判別関数はカーネル行列で表現された特徴空間におけるクラス内,
クラス間共分散行列に関する一般化固有値問題の解として得られる後述のαによるデー
タの射影と考えられる. 従って, 原理的にはクラス数 C − 1次元空間に値を取る判別関
数の構成が容易に行える
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で計算できる. また, 特徴空間におけるクラス内共分散行列Vwと, クラス
間共分散行列 Vbはそれぞれ

Vw =
1

N

C∑
y=1

∑
i∈Dy

(ki − k̄y)(ki − k̄y)T ,

Vb =
1

N

C∑
y=1

Ny(k̄
y − k̄)(k̄y − k̄)T

である. KFDAの最小化目的関数はαT Vwα/αT Vbαであり, 線型の FDA

と同様に, αT Vbαが定数という制約条件の下でのαT Vwαの最小化問題に
帰着される. カーネル法を用いた場合, αT Vwα/αT Vbα の最小化により
データへの過適合が生じることが多い. ここでは, 正則化パラメタ ζ > 0

を導入し, カーネル行列Kをクラス内共分散行列に加えたものでもとの
共分散行列を置き換えることで過適合を防ぐ. つまり, KFDAは次のよう
に定式化できる:

min
α

αT (Vw + ζK)α subject to αT Vbα = const. (4.9)

本論文では, 記述の簡単のために 1次元の判別関数のみを考えるが, 一
般には判別関数を多次元にすることで判別精度の向上が期待できる. 例
えば l次元の判別関数を考えるときには, 判別軸への射影αを l個考えて
A = (α1, . . . , αl) ∈ RN×lなる行列を定義して, 最適化問題

min
A

|AT (Vw + ζK)A| subject to |AT VbA| = const. (4.10)

を解けば良い. ここで, | · |は行列の行列式を表す.

4.2.2 条件付きエントロピー基準に基づくMultiple Ker-

nel Learning

本章では, 条件付きエントロピー最小化に基づく新しいMKL手法を提
案する.

第 3章で述べたように, 一般にカーネル法では与えられたデータと課題
に応じて適切なカーネル関数と適切なカーネルパラメタを選択しなければ
十分な性能が得られず, このモデル選択の問題はカーネル法における重要
な問題として認識されている. カーネルの最適選択問題への一つの解決法
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として, 予め準備した複数のカーネル関数を, 与えられたデータに応じて
適応的に組み合わせて用いる手法であるMultiple Kernel Learning(MKL)

がある.

本論文で提案するMKL手法は, 以下の最適化問題によりカーネル関数
の結合係数 βを求めるというものである:

min
α,β

H(f(X; α,β)|Y ) (4.11)

subject to H(f(X; α,β)) = const.,
S∑

s=1

βs = 1, βs ≥ 0, s = 1, . . . , S.

ここで, 判別関数のα, βへの依存性を明示的に示すために, f(x; α,β) =∑N
i=1 αik(x,xi; β,λ)とした. 形式的にはこの最適化問題は, 式 (4.6)で示

した枠組みにおける正則化汎関数として

Ψ(f,D) = Ψ(α, β, D)

= (H(f(X; α,β)) − 1)2

+

(
S∑

s=1

βs − 1

)2

+

(
S∑

s=1

(βs − |βs|)

)2

としたものと理解できる.

最適化問題 (4.11)を αと β両方について同時に解くのは困難である.

そこで, αと βに関する繰り返し最適化手法を用いる.

繰り返しアルゴリズムにおいて, t回の繰り返し後に得られるα, βの値
をそれぞれα(t), β(t)とする. まずは, βを固定したうえで, αに関する最
適化を考える. クラス内, クラス間共分散行列を, βへの依存性を陽に表
すために Vw(β), Vb(β)とし, 式 (4.9)における正則化項 ζKは記述の簡単
化のために省略する. 不等式 (4.3), (4.5)で示したように, KFDA はクラ
ス条件付きエントロピーの上界を最小化する. つまり, KFDAの目的関数
とクラス条件付きエントロピーの関係は, 命題 4.1と同様に

H(f(X; α,β(t − 1))|Y ) ≤ HG(f(X; α,β(t − 1))|Y ) (4.12)

= log(2π)1/2e +
1

2

C∑
y=1

Ny

N
log αT Vy(β(t − 1))α

≤ log(2π)1/2e +
1

2
log αT Vw(β(t − 1))α (4.13)
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で表される. ここで, Vy = 1
Ny

∑
i∈Dy

(ki − k̄y)(ki − k̄y)T である. 式 (4.13)

右辺はクラス条件付きエントロピーの上界になっており, βを固定したと
きαに関する最小値はKFDAによって求めることが出来る.

次に, 前ステップで求めたαを用いて, 条件付きエントロピーをカーネ
ル結合係数 βに関して最小化する. 正則化項H(f(α,β, D)) = const.は
βを含むので, このエントロピー項を条件付きエントロピー項とまとめて
最適化をする. パラメタ η > 0を導入し, 新たに最小化の目的関数を次式
で定義する:

min
β

H(f(X; α, β)|Y ) − ηH(f(X; α, β)) (4.14)

subject to
S∑

s=1

βs = 1, βs ≥ 0.

この βの最適化の結果, 更新された係数 βを用いて新しいカーネル関数
を得る. この新しいカーネルを用いて, 共分散行列 Vw(β), Vb(β)を計算
し, 再び条件付きエントロピーをαに関してKFDAで最小化する. この
2ステップの最適化を, αと βが収束するか, 条件付きエントロピーの値
が収束するまで繰り返す. このアルゴリズムを, MCEM(Multiple kernel

learning algorithm based on Conditional Entropy Minimization)と呼び,

図 4.2にまとめる.

MCEMアルゴリズムにおける βに関する最適化の方法は任意である.

本論文では 3種類の最適化手法を考案した. 一つは, ランダムサーチに基
づく方法であり, 後の二つは条件付きエントロピーを βに関する二次形
式で近似した上で最小化するものである. ランダムサーチに基づく方法
では, 前回の最適化結果として得られているβ(t − 1)を平均として, 単位
行列を共分散行列とする正規分布から P 個のサンプル {βp}P

p=1を取り出
し, それらを用いて条件付きエントロピーH(f(X; α, βp)|Y )を計算して
最も小さい値を与えるサンプルを最適化結果として採用するというもの
である. この手法は非常に単純であるが, 実験の結果十分よい結果を与え
ることが確認できている. また, この手法はカーネルを凸結合以外の方法
で組み合わせる場合にも適用可能な汎用的な方法である.

後の 2つのアルゴリズムの詳細は付録 3に詳しく記す. これら 2 つのア
ルゴリズムは目的関数を βの二次形式で近似するものであり, 片方は二
次計画問題として, もう片方はさらに制約条件を緩和して固有値問題とし
て βに関する最適化問題を定式化するものである. βの最適化手法に応
じて, ランダムサーチに基づくアルゴリズムをMCEM.R, 二次計画問題
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に基づくアルゴリズムをMCEM.Q, そして固有値問題に基づくアルゴ
リズムをMCEM.Eと呼ぶ.

MCEM : Multiple kernel learning algorithm based on conditional entropy

minimization.

入力: 学習データ D = {xi}N
i=1, xi ∈ Rn とそのクラスラベルデータ

{yi}N
i=1, yi ∈ {1, 2, . . . , C}. S個の要素カーネル {k( · , · ; λs)}S

s=1

のカーネルパラメタ λ={λs}S
s=1. KFDAのための正則化パラメタ

ζ > 0.

初期化: カーネル結合係数を初期化: β(0)={βs(0)}S
s=1.

繰り返し: 収束するまで以下を繰り返す:

αの最適化ステップ: KFDAの最小化問題を, β(t − 1)を固定して
解き, α(t)を得る:

minα |αT (Vw(β(t − 1)) + ζK)α|
subject to |αT Vbα| = const.

βの最適化ステップ: 判別関数 f(X; α(t),β)の条件付きエントロ
ピーを, α(t)を固定した上で最適化して, β(t)を得る:

minβ H(f(X; α(t), β)|Y )

subject to
S∑

s=1

βs = 1, βs ≥ 0, s = 1, . . . S.

出力: 収束したパラメタ αと β. これらのパラメタを用いて計算した判
別関数 f(x; α, β)=

∑N
i=1 αik(xi,x; β,λ).

図 4.2: 一次元判別軸上の関数値の条件付きエントロピーが最小になる
ように, 判別関数のパラメタαとカーネル結合係数 β を繰り返し最適化
する.
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upper bounding
and     optimization

α

α

β optimization

H(f(X;α,β(0))|Y )

H(f(X;α,β(1))|Y )

H(f(X;α,β(2))|Y )

α(1),β(0)

α(1),β(1)

α(2),β(1)

α(2),β(2)

α(3),β(2)

H(f(X;α,β)|Y )

∼ log(αT Vb(β(0))α)

∼ log(αT Vb(β(1))α)

∼ log(αT Vb(β(2))α)

図 4.3: MCEMアルゴリズムの挙動の概念図. 点線は, 条件付きエント
ロピーの等高線. 実線は, 条件付きエントロピーの上界の等高線であり,

KFDAの目的関数の値である. MCEMアルゴリズムは, βを固定した上
で上界による近似とKFDAによる最小化でαに関する最適化を行う. 次
に, αを固定した上で βに関する最適化を行う.

4.3 実験による評価
本節では, 本章で提案した条件付きエントロピー最小化基準に基づく
線型次元削減手法 LCEMと, MKL手法MCEMの性能を, ベンチマーク
データを用いた実験により評価する.

4.3.1 LCEMアルゴリズムの性能評価実験

提案したLCEMアルゴリズムの性能を, 実データを用いて評価する. こ
こでは次元削減手法を, 2クラス判別問題の前処理として用いる. 判別手
法としては, ここでは実装が容易であることと, データ分布の影響が顕著
に現れることから, 最近傍法 [52]を用いた.
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評価に用いるデータとして, IDAデータセットを用いた2. これは, 機械
学習の分野で頻繁に用いられる 2クラスのデータセットであり, 元々は文
献 [53]で用いられた. このデータセットには 13種類の 2クラス判別問題
が含まれており, それぞれのデータの次元やデータ数は表 4.1に示した通
りである. ここで, realizationとは学習データとテストデータの対の数で
ある.

表 4.1: IDAデータの内容.

データ名 データ次元 学習データ数 テストデータ数 realization数
banana 2 400 4900 100

breast-cancer 9 200 77 100

diabetes 8 468 300 100

flare-solar 9 666 400 100

german 20 700 300 100

heart 13 170 100 100

image 18 1300 1010 20

ringnorm 20 400 7000 100

splice 60 1000 2175 20

thyroid 5 140 75 100

titanic 3 150 2051 100

twonorm 20 400 7000 100

waveform 21 1000 1000 100

オリジナルのデータを,主成分分析 (PCA), FDA, MCML, LFDA, LCEM

それぞれを用いて低次元空間に写像する. 判別のための適切な次元は, 文
献 [53]と同様に,初めの5-readlization分の学習データを用いて5-foldのク
ロスバリデーションを行い, 5通りの削減次元の中央値として定めた. 推定
された最適な次元Dimは, 判別誤差の横に [Dim]のように示した. LCEM

アルゴリズムの停止条件は, 第 t回目の繰り返しの後の条件付きエントロ
ピーをHtとして, |Ht − Ht−1|/|Ht−1| < 10−4とした. 表 4.2に, 各次元削
減手法に対応する判別結果の平均と標準偏差を示す. 値はパーセント表
記である. 各データについて, 最良の判別結果と, その最良の結果と比較

2以下のページから取得可能
http://ida.first.fraunhofer.de/projects/bench/benchmarks.htm
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して t検定を行い 5パーセントの有意水準で差がないとされた結果は太字
で記してある.
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表 4.2から, 多くのデータセットに対して, PCA, FDA, MCMLといっ
た従来手法よりも LCEMアルゴリズムは優れた判別結果を示すことが分
かる. また, LFDAとはほぼ同等の判別結果であるといえる. 表 4.2の
列”Euclidean”には, 次元削減をしない状態, つまり通常のユークリッド
空間での最近傍法による判別結果を示した. ユークリッド空間における判
別結果と比較して, LCEMアルゴリズムは多くのデータセットに対して判
別精度をよく保存し, さらにいくつかのデータセットに対しては精度の向
上が見られる. この結果から, 今回実験した線型次元削減手法には以下の
ような傾向があることが見て取れる. IDAデータセットの中で,“banana”,

“thyroid”及び “waveform”はクラス内でデータが多峰性の分布に従い,他
のデータは各クラス内でデータは単峰性の分布に従うことがわかってい
る. FDAは, 文献 [29]で指摘されたように, 多峰性のデータには良い結果
を示していない. Maximum Collapsing Metric Learning(MCML)は, 最
近傍法による判別の前処理としての次元削減手法としてはあまり性能が
良くないことが分かる. LFDAと LCEMは, 類似した判別性能を示して
いる. 文献 [29]では, LFDAは多峰性のデータに適していると主張してい
る. LCEMアルゴリズムは, 多峰性のデータである “banana”と “thyroid”

に対してはよい判別結果を示しているが, もうひとつの多峰性データであ
る “waveform”に対しては誤り率がやや高い. 現時点では, どの手法がど
のデータに対して適しているかという一般的な結論を導くことは困難で
あり, これは明らかにすべき重要な課題の一つである.

データを 1次元に削減したときの性能評価と, 削減する次元を変化させ
た時の精度のグラフなど, より詳しい実験結果は付録 2に示す.

4.3.2 MCEMアルゴリズムの性能評価実験

線型次元削減手法 LCEMアルゴリズムの実験と同様に, 最近傍判別器
を用いた判別実験を行う. また, 先行研究において利用された, タンパク
質の機能推定問題にも提案手法を適用し, その有効性を示す.

表 4.3に, KFDA [45], KFDA-MKL [44], SDP-MKL [9], R-MKL [43]及
びMCEMアルゴリズムを IDAデータセットに適用した判別結果を示す3.

ここで, KLFDAは LFDAのカーネル版である [29]. データを削減する次
元mは任意であるが, 簡単のためここでは全て 1次元への写像のみを考

3SDP-MKLは大規模データに対しては現実的な時間内での実行が困難であるため,
“banana”, “image”, “splice”については, SDP-MKLを実行する際にデータを 1/10程
度に削減した.
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える. 組み合わせるカーネル関数としては, 20種類のガウスカーネルを用
いる. そのパラメタとしては,

λ = (10, 9, . . . , 1, 0.75, 0.5, 0.25, 0.1, 0.075, 0.05, 0.025, 0.01, 0.005, 0.001).

を用いた. KFDAについては, カーネルパラメタを 2種類の方法で定めた.

一つは, Jaakkolaのヒューリスティクスと呼ばれる方法である. これは,

片方のクラスのデータともう片方のクラスのデータとのユークリッド距
離で最も小さい値の中央値をガウスカーネルのパラメタとして用いると
いうものである [54]. 表 4.3ではKFDA(H)と記した. もう一つは, 先行
研究 [53; 45]で行われたように, 初めの 5つの realizationの学習用データ
を用いた 5-foldのクロスバリデーションでカーネルパラメタを定めるも
のである. 表 4.3ではKFDA(C)と記した. SDP-MKLとR-MKLはソフ
トマージン SVMを用いるため, ソフトマージンパラメタの決定が必要で
ある. このパラメタも, 初めの 5つの realizationを用いた 5-foldクロスバ
リデーションで定めた. また, MCEMアルゴリズムにおける正則化パラ
メタ ηも同様である. KFDA (4.9)におけるパラメタ ζは全ての実験にお
いて ζ =0.001で固定した.
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表 4.3から, カーネル法による非線型化により, 多くのデータに対して
線型次元削減手法を前処理とした判別結果 (表 4.2)を大きく上回る精度
が達成できることが分かる.

幾つかのデータに対しては, カーネル法を用いた場合に線型手法より
判別精度が劣る. これは, 元のデータが線型手法によって十分に判別可
能であることが理由であると考えられる. カーネル法はデータを非線型
写像により特徴空間に写像した上で判別を行う方法である. 従って, 元の
空間において十分線型判別が可能なデータにカーネル法を適用すること
で, 判別性能が低下する可能性がある. 表 4.3から, “banana”, “image”及
び”thyroid”データに対しては, カーネル法はユークリッド空間における
最近傍法よりも精度が低いことが分かる. これらのデータに対してはユー
クリッド空間においても比較的良好な判別精度が得られており, このこと
がカーネル法による精度低下の原因であると考えられる.

提案したMCEMアルゴリズムではSDP-MKLやR-MKLと同様に正則
化パラメタを定める必要があるが, 経験的には ηの値は精度に大きな影響
を及ぼさず, η = 1.5程度に固定してよいことがわかっている.

次に, 単一カーネル関数を用いた SVM, SDP-MKL, KFDA-MKL, R-

MKL, MCEM.R, MCEM.Q, MCEM.Eを, 酵母タンパク質の同定問題に
適用する. このデータは, 論文 [55]のサポートウェブサイトから入手可
能である. IDAデータセットを用いた実験では, パラメタの異なるガウス
カーネルの凸結合の最適化を考えたが, ここでは酵母タンパク質の性質を
異なる手法で評価して得られる 3種類のカーネル行列の凸結合を考える.

3種類のカーネル行列はそれぞれ,

1. 遺伝子発現情報 (実数値データ)

2. タンパク質内の Pfam領域4の有無に関する E-value(実数値データ)

3. タンパク質配列類似度 (可変長配列データ)

である. このように, 異なる形式のデータを同一の枠組みで扱えるのが
カーネル法の大きな利点の一つであった. タンパク質の持つ 12の機能に
着目し, 各タンパク質がそれらの機能を有するか否かの判定を行う 12個
の判別問題を考えた. つまり, 各機能に対応して 12個の 2値判別器を学習
した. もとのデータは 3588種のタンパク質に関する大規模なカーネル行

4タンパク質の各機能が共通して持つ配列のデータベースで, 各機能を持つタンパク
質群の配列を並べ, 共通配列を抽出したのが Pfamドメイン
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列である. 特に半正定値計画問題に基づく手法は, 大規模なデータに適用
することは困難である. ここでは, 先行研究 [56]で行われた方法に従い,

ランダムに 500個のタンパク質をサンプリングし, さらに 1対 2にデータ
を分割して 2/3のデータで判別器を学習し, 残りのデータでテストをする
という 3-foldのクロスバリデーションを行った. 500個のタンパク質のサ
ンプリングとクロスバリデーションを, 5回繰り返した. 表 4.4に, この
15回の実験で学習した判別器の ROC曲線下面積 (AUC: area under the

curve)の平均を示した. SDP-MKLとR-MKLについては, 内部で利用す
るソフトマージンSVMのソフトマージンパラメタを色々と変えて実験し,

最良の結果が得られるパラメタを採用した. MCEMアルゴリズムにおけ
る ηパラメタも同様にして定めた.

提案するMCEMアルゴリズムは, 所与のデータの分布が特徴空間にお
いてクラス毎にコンパクトに纏まるようにカーネル関数を学習するもの
である. これは必ずしもKFDAのような特定の判別器に特化した方法で
はない. つまり, KFDA 以外の判別器に用いるためのカーネル関数の学
習にも利用可能である. そこで, MCEMアルゴリズムによって学習した
カーネル行列を用いて, SVMによって判別を行った結果も示す. なお, こ
こで用いた SVMのソフトマージンパラメタ及び ηは簡単のため 1に固定
した. 表 4.4から, 提案するMCEMアルゴリズムは既存のMKL手法と
同等の性能を示すことが分る.

なお, 今回の実験ではMCEM.Eアルゴリズムの判別性能はMCEM.R,

MCEM.Q アルゴリズムと比較して優れたものではなかった. しかし,

MCEM.Eアルゴリズムは固有値問題に基づく方法であり, 計算速度は非
常に早い. そこで, 大規模なデータに対するMCEM.RやMCEM.Qアル
ゴリズムの初期値を定めるための前処理としての利用が効果的と考えら
れる.
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4.4 条件付きエントロピー最小化基準による距離
構造の学習に関するまとめ

本章では距離構造の学習問題として, 特に次元削減とMKL手法を考察
した. 距離構造の学習問題を情報論的な最適化問題として取り扱い, 教師
付き距離構造学習のための一般的な枠組みとして, 条件付きエントロピー
最小化基準を提案した.

近年, データ分布の局所性に着目した次元削減や多様体学習の手法が盛
んに研究されている. 本論文で LCEMアルゴリズムと比較した LFDAの
他にも, 多様体学習の手法として locality preserving projection (LPP; [4])

や Laplacian eigenmap (LE; [3])などが, LFDAと同様に局所的な類似度
行列を陽に用いる手法として知られている. LPPやLEではデータが低次
元空間に写像されるが, このとき元の空間において近くに存在するデータ
は再び近くにまとまって分布するような写像を学習する. LPPやLEの最
適化問題は, データ同士の類似度行列から計算されるグラフラプラシアン
を用いて表現され, 一般化固有値問題として定式化される. 一方, 本論文
で提案した枠組みは, 写像したデータのクラス条件付きエントロピーが最
適化の目的関数であり, データの局所的な性質を直接的にモデル化するも
のではない. しかし, エントロピー推定 [24]において k近傍法に基づく方
法を用いており, これを介してデータの局所性が自然に目的関数に反映さ
れたために LFDAのような局所性を積極的に利用した手法と同等の精度
が得られていると考えられる. なお, 古典的な FDAではデータに正規分
布に従っているという仮定をおいていることになる. 一方, 上述の LFDA

ではデータの生成モデルとしてどのような分布を仮定しているかは明ら
かでない. こうした次元削減の諸手法の背後にある確率モデルを明らか
にし, LCEMアルゴリズムとの関係を考察することは重要な研究課題で
ある.

また, 条件付きエントロピー最小化基準から, 新しいMKL手法を提案
した. 2004年のLackrietらによるSDPに基づくMKLの提案以来,多くの
MKL手法が提案されているが, 条件付きエントロピー最小化基準に基づ
く手法は本研究において初めて提案されたものである. 提案したMCEM

アルゴリズムは新しいのみではなく, 実データに対して優れた性能を示し
た. また,既存の他のMKL手法と比較しても同等の性能が確認された. さ
らに, MCEMアルゴリズムは, 例えば SVMなど他の判別器に用いるカー
ネル関数の学習のための前処理としても利用が可能である.
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本章では, グループ化ランキング観測データという特殊な, しかし近年
重要性が増して来ているデータに対して新しい確率モデルを提案する. こ
のモデルのパラメタを最尤推定で直接求めることが困難なので, 尤度の近
似を導出し, 確率分布関数がなす統計多様体における距離構造に着目し,

モデルのパラメタ推定手法を情報幾何学的観点から導出する.

5.1 ランキングモデルの研究
多数のユーザが多数のアイテムに与えた評価データの生成モデルに関す
る研究は古くから行われており, 賭け事の予想, 心理学における感性デー
タ解析, 官能検査や, 経済学における効用理論もこうした研究の例として
理解できる. 特に評価データとしてランキングデータを考えたとき, その
生成モデルは, 以下の 2種類に分類出来る:

1. アイテムの順序そのものに着目したモデル.

2. 個々のアイテム価値に着目したモデル.

前者のモデルとしては, Mallowのモデル [57]や Flignerのモデル [58]が
有名である. アイテムの順序の分布に関する研究は [59]に詳しく, また,

最近でも多くの研究者によって盛んに研究されている [60; 61; 62; 63; 64].

後者の研究としては, BradleyとTerryによる確率モデル [65]が代表的
である. Bradleyと Terryは, 各アイテム Iiに対してその総和が 1になる
ように正規化された正値のパラメタ θiを割り当て, アイテム Ii, Ijの比較
においてアイテム Iiが選択される確率を,

P (Ii ≻ Ij) =
θi

θi + θj
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で定義した.

Bradley-Terryモデルは機械学習分野においてよく知られた解析ツー
ルとなっている [66; 67; 68]. Bradley-Terryモデルの自然な拡張として
Plackett-Luceモデルがある [69]. このモデルは, N 個のアイテムに順序
をつけるプロセスを, アイテムの選好度パラメタ θi, i = 1, . . . , N に基づ
く逐次的なアイテム選択として表現し, ランキングデータ (Ia(1) ≻ Ia(2) ≻
· · · ≻ Ia(N))を観測する確率を

P (Ia(1) ≻ Ia(2) ≻ · · · ≻ Ia(N)) =
θa(1)∑N
j=1 θa(j)

θa(2)∑N
j=2 θa(j)

· · ·
θa(N−1)

θa(N−1) + θa(N)

=
N−1∏
i=1

θa(i)∑N
j=i θa(j)

, (5.1)

で定めるものである. ここで, a(j)はこのランキングデータの中で j番目
の位置を占めるアイテムの添字を表す. このモデルは, 選好度パラメタの
値が高いアイテムほど先に選ばれる傾向があるという仮定を反映してい
る. この Plackett-Luceモデルに対しては, Hunter [70]が尤度の下界を与
え, その下界を最大化する繰り返しアルゴリズムを提案している.

次に, 複数の評価者 (ここではユーザ)が, 複数のアイテムに対して, 離
散値で評価を与える状況を考える. 厳密な定義は後で与えるとして, 本
論文ではこうした形式のデータをグループ化ランキング観測データと呼
ぶ. 例えば映画や書籍, レストランなどへのユーザによる評価はグループ
化ランキング観測データとして表現される. 近年, こうしたデータはイン
ターネットの普及に伴い大量に蓄積されており, その解析手法は重要な
研究課題である. 本章では, このグループ化ランキング観測データを扱う
ため, Plackett-Luceを一般化したグループ化ランキングモデルを提案す
る. このモデルは, N 個のアイテムそれぞれに対して, M 段階の離散値
の評価が与えられる確率を表現するものである. このモデルの基本的な
考え方は, 観測可能なのは各アイテムがどの評価を得られたかという情報
のみであるが, 実際には同じ値の評価を得たアイテム間にも観測不可能
な順序が存在する, という仮定である. 単純な例として, 7個のアイテム
I ={I1, . . . , I7}がM =3段階の評価を与えられるとする. このとき, 一人
のユーザ uから, 次のような形でグループ化ランキング観測データが得ら
れる: Du = {Gu

1 , G
u
2 , G

u
3}, Gu

1 = {3, 5}, Gu
2 = {2, 6, 7}, Gu

3 = {1, 4}. ここで,

Gu
mはユーザ uによって評価値mを与えられたアイテムの添字集合であ
る. これらの観測データがU 人のユーザから独立に得られるものとする.
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つまり, 観測データは {Du}U
u=1である. ここで, N 個のアイテムはそれぞ

れ θiという選好度パラメタを持っているものとする. 選好度パラメタは,

多項分布のパラメタと同様に θi > 0,
∑N

i=1 θi = 1なる性質を満たしてい
るものとする. グループ化ランキング観測データ {Du}U

u=1のみを用いて,

パラメタ θ=(θ1, . . . , θN)を推定するのが目的である.

文献 [71]によると, ランキングデータの形式的なモデル化は次の 2種類
に分類される:

1. ランキングプロセスのモデル化.

2. ランキングを与えるユーザのモデル化.

単一の Plackett-Luceモデルのみによって, ユーザそれぞれで異なりうる
ランキングプロセスを全て説明することができるとは考えにくい. そこ
で, ランキングモデルの混合モデルを考えるのが自然である. 本論文では,

提案するグループ化ランキングモデルの混合モデルを提案し, アイテム選
好度パラメタと混合パラメタの推定方法を与える. また, 学習した混合モ
デルを, アイテムとユーザの可視化及び協調フィルタリングに応用した結
果を示す.

5.2 グループ化ランキングモデル
まず, 本章で考察するグループ化ランキングデータを定義し, このデー
タに対する生成モデルを導出する.

5.2.1 モデルの定義と尤度関数

U 人のユーザが独立に, 1からM までの離散評価値をN 個のアイテム
I1, . . . , IN に与えるとする. Gu

1 を, ユーザ uが最も良いと評価したアイテ
ムの添字集合, Gu

2をその次に良いと評価したアイテムの添字集合とし, 以
下同様にGu

3 , . . . , G
u
M とする. なお, モデルの導出の簡単のため, ここでは

ユーザは全てのアイテムに評価を与えるとする. 実際は全てのユーザが
全てのアイテムに評価を与えることは考えにくく, 未評価アイテムの取り
扱いは重要である. 未評価アイテムがある場合の取り扱いについては付
録 7にて詳述する.



58 第 5章 生成モデルに基づく距離の学習

ユーザ uによる評価アイテムの添字集合をM 個集めたものを Du =

{Gu
1 , . . . , G

u
M}, Gu

m = { i | Ii ∈ m番目のグループ }とする. また, γu
m =

|Gu
m|とする. 本論文では, Duをユーザ uによるグループ化ランキング観

測データと呼ぶことにする. 同一の評価値を与えられたアイテム同士の
優劣は観測出来ないが, 実際には各アイテムグループの中に順序がつけ
られるものと仮定する. グループ Gu

mの中の添字に順序を考える必要が
ある場合には, この集合Gu

mに作用する置換群 πu
mによりそれを表現する.

πu
m(i)で, 順序付きの添字集合 πu

m(Gu
m)の中の i番目のアイテムの添字を

表すものとする. 例えば, グループGu
m ={2, 6, 7}への置換 πu

m =
(

1 2 3
2 3 1

)
の

作用により,順序付きグループπu
m(Gu

m)=(7, 2, 6)を得る. ここで, πu
m(1)=

7, πu
m(2)=2, πu

m(3)=6である.

第 1節で用いた例を用いて, 提案するモデルの生成プロセスを詳述し,

尤度関数を導出する. 今, 7個のアイテムに対する一つのグループ化ラン
キング観測データDu = {Gu

1 = {3, 5}, Gu
2 = {2, 6, 7}, Gu

3 = {1, 4} }を観測
したとする. グループGu

1に含まれる任意のアイテムは, Gu
2に含まれる任

意のアイテムよりこのユーザ uから高評価を得たということは分かるが,

グループ内部のアイテムに関する順序の情報は有していない. ここで, グ
ループGu

2においてユーザは実際には I7 ≻ I2 ≻ I6なる順序でアイテムを
評価したと仮定する. つまり, πu

2 =
(

1 2 3
2 3 1

)
ということである. ここで, グ

ループGu
mに添字が属する選好度パラメタ θiの総和をΘu

m =
∑

i∈Gu
m

θiで
定義し, DuにおけるグループGu

mのグループパラメタと呼ぶことにする.

グループGu
1に含まれるアイテムは既に選択されて取り除かれていると

考え, Gu
2 に含まれるアイテムが上で仮定した順序で選択される確率は次

式で与えられる:

P ((πu
2 , Gu

2)|Gu
1)

=

(
θ7∑3

n=2 Θu
n

)(
θ2∑3

n=2 Θu
n − θ7

) (
θ6∑3

n=2 Θu
n − (θ7 + θ2)

)

=

γu
2∏

i=1

θπu
2 (i)∑3

n=2 Θu
n −

∑
j<i θπu

2 (j)

.

ここで, P ((πu
m, Gu

m)|Gu
1 , . . . , G

u
m−1)はグループ {Gu

1 , . . . , G
u
m−1}のアイテ

ムが既に選択されているという状況で, グループGu
mのアイテムが πu

mで
定まる順序で選択されるという条件付き確率である. なお, 既に選ばれた
グループGu

1 , . . . , G
u
m−1内部のアイテムの順序は, m番目のグループπu

m内
の順序に影響しないことに注意する.
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ここで, 上記の例を一般化して提案モデルを導く. 完全な観測データを
{(πu

1 , Gu
1), . . . , (π

u
M , Gu

M)}とすると,置換πu
mは観測出来ない隠れ変数とみ

なせる. この完全な観測データを次のように分解する:

P ((πu
1 , Gu

1), . . . , (π
u
M , Gu

M))

= P ((πu
1 , Gu

1))P ((πu
2 , Gu

2)|Gu
1) · · ·P ((πu

M , Gu
M)|Gu

1 , . . . , G
u
M−1).

ここで, {Gu
1 , . . . , G

u
m−1}を既に観測した状況で, グループGu

mを順序 πu
m

付きで観測する確率を

P ((πu
m, Gu

m)|Gu
1 , . . . , G

u
m−1) =

γu
m∏

i=1

θπu
m(i)∑M

n=m Θu
n −

∑
j<i θπu

m(j)

(5.2)

で定める.

各グループの隠れた順序は, Gu
mに作用する置換 πu

mによって表現され
ることに注意して, S(Gu

m)で γu
m!通りの取りうる全ての置換を表す. 以上

より, グループGu
mを観測する確率は, 取りうる全ての隠れた順序に対応

する確率の総和として,

P (Gu
m|Gu

1 , . . . , G
u
m−1) =

∑
πu

m∈S(Gu
m)

P ((πu
m, Gu

m)|Gu
1 , . . . , G

u
m−1) (5.3)

で定義出来る. これは γu
m個のアイテムに対する Plackett-Luceモデルに

おいて, アイテムの置換に関する周辺化を施したものに他ならない. ま
た, もし Gu

m = ∅, つまり評価値 mを与えられたアイテムが存在しない
時には, 上記の和において対応するmの和を除けばよい. こうして定義
されたm番目の評価値を得たアイテムグループの観測確率から, データ
Du ={Gu

1 , . . . , G
u
M}の尤度は

P (Du) =
M∏

m=1

∑
πu

m∈S(Gu
m)

P ((πu
m, Gu

m)|Gu
1 , . . . , G

u
m−1)

で得られる. これを, グループ化ランキングモデルと呼ぶ. このモデルに
おけるデータ生成プロセスに関する詳しい説明と, このモデルが確率モデ
ルとして妥当なものであるという議論は付録 4に記す. 式 (5.2)と (5.3)か
ら, グループGu

mに関する対数尤度

l(θ; m,u) = log

 ∑
πu

m∈S(Gu
m)

γu
m∏

i=1

θπu
m(i)∑M

n=m Θu
n −

∑
j<i θπu

m(j)

 (5.4)
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を得る. これを全てのグループと全てのユーザについて加えることで, 与
えられたデータ {Du}U

u=1の対数尤度

L(θ) =
U∑

u=1

M∑
m=1

log

 ∑
πu

m∈S(Gu
m)

γu
m∏

i=1

θπu
m(i)∑M

n=m Θu
n −

∑
j<i θπu

m(j)

 (5.5)

が得られる.

このモデルの尤度の最大化は明らかに困難な問題である. 困難さの主
な原因は, モデルに含まれる隠れた順序に関する周辺化処理である. 周辺
化の計算のためには考えうる全ての順序を列挙する必要があり, この順序
の列挙という操作は比較的少数のアイテムを扱うときでも計算量的に困
難である.

5.2.2 対数尤度の近似

対数尤度関数 (5.5)を, 置換に関する周辺化を含まないように近似する.

まず, 式 (5.4)の分母が, 連続的なアイテム選択におけるパラメタ θiの
正規化という意味を持つことに着目する. 式 (5.4)の分母を,

∑M
n=m Θu

nで
置き換えることで, (5.4)の下界

l(θ; m,u) = log

 ∑
π∈S(Gu

m)

γu
m∏

i=1

θπu
m(i)∑M

n=m Θu
n


= log

γu
m!

∏
i∈Gu

m

θi∑M
n=m Θu

n

 ≤ l(θ; m,u)

を得る. この分母の置換えにより, 式 (5.4)における周辺化は単純な定数
log (γu

m!)で置き換わることに注意する. グループ数M が大きくなると一
つ一つのグループに含まれるアイテム数は減少し, 項

∑
j<i θπu

m(j)を無視
することの影響は小さくなる.

次に, l(θ; m,u)の上界を与える. 相加・相乗平均の関係 ∏
i∈Gu

m

θi

1/γu
m

≤ 1

γu
m

∑
i∈Gu

m

θi =
1

γu
m

Θu
m
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を用いると, 次の不等式を得る:

γu
m!

∏
i∈Gu

m

θi∑M
n=m Θu

n

= γu
m!

∏
i∈Gu

m
θi(∑M

n=m Θu
n

)γu
m

≤ γu
m!

(
Θu

m/γu
m∑M

n=m Θu
n

)γu
m

.

従って, l(θ; m,u)の上界

l̃(θ; m,u) = log

γu
m!

(
Θu

m/γu
m∑M

n=m Θu
n

)γu
m

 (5.6)

= log γu
m! + γu

m

(
log Θu

m − log γu
m − log

(
M∑

n=m

Θu
n

))

= γu
m

{
log Θu

m − log

(
M∑

n=m

Θu
n

)}
+ log γu

m! − γu
m log γu

m

が得られる. l̃(θ; m,u)は対数尤度 l(θ; m,u)の厳密な下界になっているわけ
ではないが, 準備的な実験により多くの場合 L̃(θ)=

∑U
u=1

∑M
m=1 l̃(θ; m,u)

は正確な対数尤度L(θ)よりも小さな値をとることが確認されている. 従っ
て, 次の近似式を得る:

l(θ; m,u) ≤ l̃(θ; m,u) <∼ l(θ; m,u). (5.7)

この近似の正当性は, 後に実験的に示す.

全てのグループとユーザに関して l̃(θ; m,u)を足し合わせることで,

L̃(θ) =
U∑

u=1

M∑
m=1

γu
m

(
log

Θu
m∑M

n=m Θu
n

)
+ const. (5.8)

なる対数尤度の近似式が得られる. この関数 L̃(θ)は置換の列挙を含んで
いない. また, L(θ) >∼ L̃(θ)が成立するので, L̃(θ)の最大化は間接的に対
数尤度 L(θ)の最大化につながることが期待できる.

近似した対数尤度 L̃(θ)を θに関して最大化する方法は任意である. し
かし, L̃(θ)を直接最大化するという問題には 2つの困難さが残る. 一つ
目は, 計算量の問題である.　近似尤度 L̃(θ)は θ = (θ1, . . . , θN)に関する
非線型関数であり, その最大化に要する計算時間はN の増加に伴い大幅
に増加する. 準備的な実験では, L̃(θ)を Nelder-Mead法によって θに関
して最大化したところ, アイテムの数N に対して線型以上のオーダーで
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計算時間が増加した. 二つ目の問題は, 特にオンライン処理が必要な場合
には深刻な問題である. 尤度関数を通常の方法で最大化した場合は, 新し
いユーザがシステムに参加する毎に L̃(θ)を最大化し直さなければならな
い. 次節で, 近似尤度を最大化するパラメタを求める効率的な方法を提案
する.

5.3 パラメタ推定のアルゴリズム
本節では, 情報幾何学 [72]の観点からパラメタ推定手法を導出する. 尤

度関数を最大化するのは, 全ての観測データと可能な限り矛盾が小さくな
るようなパラメタ θ = {θi}N

i=1を求めるのが目的である. そのために, (5.8)

の第一項を, Θu
mに関する U 個の独立な最適化問題に分解する.

max
{Θu

m}

M∑
m=1

γu
m log

(
Θu

m∑M
n=m Θu

n

)
, subject to Θu

m > 0,
M∑

m=1

Θu
m = 1.

(5.9)

これらの問題は, 線型制約を持つM 変数の最適化問題であり, 非線型最
適化問題を扱うことができる任意のソルバーによって簡単に解くことが
出来る. なお, パラメタの正値性条件Θu

m > 0を課すために, 対数障壁関
数

∑M
m=1

1
M

log Θu
mを (5.9)の目的関数に加え, 最適化問題

max
{Θu

m}

M∑
m=1

γu
m log

(
Θu

m∑M
n=m Θu

n

)
+

M∑
m=1

1

M
log Θu

m, subject to
M∑

m=1

Θu
m = 1

(5.10)

を考えることにする. この障壁関数は目的関数である分布に事前分布と
して一様分布を与えることに相当する. なぜなら, 一様分布 {Θu

m}M
m=1 =

{ 1
M

, . . . , 1
M
}がこの障壁関数を最大化するからである. ランキングモデル

の最適化における障壁関数及び正則化に関する詳細な解析は, 例えば [70]

や [62]などで詳しく議論されている.

上記の U 個の小規模な最適化問題を解くことで, U 個のグループパラ
メタ {Θu

m}M
m=1, u=1, . . . , U が得られる. 問題は, これら U 個の解と最も

整合性のとれたパラメタ θを求めることである. 本論文では, この θの推
定問題を emアルゴリズムの枠組みで解く方法を与える [73]. このアルゴ
リズムは, 確率モデルがなす空間と, 観測データがなす空間の間で射影を
繰り返すことで, θの局所最適解を与えるものである.
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最適化問題 (5.10)の解は, 選好度パラメタに関する不完全な観測データ
とみなすことが出来る. 選好度パラメタ θには, ∀i, θi > 0,

∑N
i=1 θi =1と

いう制約があるので, (N−1)-確率単体と呼ばれる多様体∆N−1を構成す
る. 最適化問題 (5.10)の解 {Θ̂u

m}M
m=1は, 確率単体∆N−1の部分多様体を

構成する (図 1a):

Du = { θ |
∑
i∈Gu

m

θi = Θ̂u
m, m = 1, . . . ,M} ⊂ ∆N−1.

選好度パラメタ θ={θi}を離散確率測度と同一視することで, 最適なパラ
メタθは∆N−1上の一点で,全ての部分多様体{Du}U

u=1とKullback-Leibler

(KL)ダイバージェンスKL(θ, θ′)=
∑N

i=1 θi log(θi/θ
′
i)の意味で最も近い点

として求められる. つまり, 目的関数

Lem(θ) =
U∑

u=1

KL(Du, θ) =
U∑

u=1

min
θu∈Du

KL(θu, θ) (5.11)

を θ ∈ ∆N−1に関して最適化することが問題となる. この emアルゴリズ
ムは, 目的関数 (5.11)を eステップとmステップという処理を繰り返す
ことで最小化する方法である.

いま, emアルゴリズムの t回目の繰り返しの後で, パラメタ推定値 θ(t)

を得ているとする. eステップでは, 部分多様体Du 上において θ(t)から
KLダイバージェンスの意味で最も近い点 θ̂u(t)を求める (図 1b). つまり,

θ̂u(t) = arg min
θ∈Du

KL(θ, θ(t)) (5.12)

を計算する. この手続きは e射影と呼ばれる.

mステップでは, 各部分多様体Du上の点 θ̂u(t)からKLダイバージェン
スの意味で最も近い∆N−1上の一点 θ(t+1)を求める (図 1c). つまり,

θ(t+1) = arg min
θ

U∑
u=1

KL(θ̂u(t), θ)

を計算する. この手続きはm射影と呼ばれる.

本節で考えているモデルにおける e射影, m射影によるパラメタ更新は,

より具体的に書き下すことが出来る:

命題 5.1

e射影は

θ̂u
i (t) =

θi(t)∑
j∈Gu

m|i
θj(t)

Θ̂u
m|i , i = 1, . . . , N, u = 1, . . . , U (5.13)
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と書ける. ここで, Gu
m|iはアイテム Iiが属するグループであり, Θ̂u

m|iは対
応するグループパラメタである. m射影は

θi(t+1) =
1

U

U∑
u=1

θ̂u
i (t) , i = 1, . . . , N (5.14)

と書ける.

証明
付録 6に示す. 2

これら eステップとmステップを収束するまで繰り返すことで, θの局
所最適推定値を得ることができる. 図 5.1に, N =3, U =3, M =2の時の
emアルゴリズムの挙動の模式図を示す. 提案モデルに対する emアルゴ
リズムを, 図 5.2にまとめる.

本節の最後に, 提案するパラメタ推定のアプローチをまとめておく. 対
数尤度関数 L(θ)の評価は, 各グループ内で取りうる全ての順列を列挙し
た上で周辺化する必要があり, 計算量的に困難である. そこで, 順列の周
辺化を含まない形の近似尤度 L̃(θ)を導出した. アイテム数N やユーザ数
U が大きい時は, L̃(θ)を θに関して直接最大化するのも困難である. そこ
で, L̃(θ)を最大化する代わりに, 各ユーザのグループパラメタ {Θu

m}M
m=1

に関する小規模な U 個の最適化問題 (5.10)を考えた. これらの問題の解
として得られるグループパラメタは, パラメタ θが属する確率単体上で観
測部分多様体を構成する. 観測データと最も整合性のとれたパラメタ θ

は, 確率単体における emアルゴリズムによって推定される.

5.4 グループ化ランキングモデルの混合モデル
本節では, 様々な傾向を持つユーザ集団を表現するため, ランキングモ

デルの混合モデルを考える. K個の混合モデルは,

P (x) =
K∑

k=1

ωkP (x; θk), (5.15)

と表される. ここで, xは一つのデータ, ωkはデータが k番目の要素モデ
ルから生成されるという事象の事前確率, θkは k番目のモデルのパラメタ
である. 原理的には, 混合モデル (5.15)のパラメタ {ωk, θ

k}K
k=1は EMア

ルゴリズム [74]によって推定することが出来る. しかし, グループ化ラン
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図 5.1: (a): 各観測データは,確率単体∆N−1の部分多様体Duを定義する.

(b): 前回の推定値 θ(t)から各部分多様体に向けて最も近い点 θ̂u(t)を求め
る (eステップ). (c): 各部分多様体上の点 θ̂u(t)から最も近い一点 θ(t+1)

を求める (mステップ).

キングモデルの混合を考える場合には, 後述するようにEMアルゴリズム
による混合モデルのパラメタ推定は困難である. そこで, エントロピー正
則化ソフトクラスタリング [75]と呼ばれる手法を採用する.

5.4.1 エントロピー正則化ソフトクラスタリング

ソフトクラスタリングとは,データxu, u=1, . . . , Uをクラスタに分割す
る際に, 各データ xuが確定的にあるクラスタに属して他のクラスタには
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グループ化ランキングモデルのための emアルゴリズム

入力: グループ化ランキング観測データ {Du ={Gu
m}M

m=1}U
u=1.

初期化: 初期パラメタ θ(0)を選択し, 次の最適化問題を解いて U 個のグ
ループパラメタ値 {Θ̂u

m}M
m=1 を得る:

max
{Θu

m}

M∑
m=1

γu
m log

(
Θu

m∑M
n=m Θu

n

)
+

M∑
m=1

1

M
log Θu

m,

subject to
M∑

m=1

Θu
m = 1.

繰り返し: 収束するまで以下を繰り返す:

eステップ: θ̂u(t)を e射影により更新する:

θ̂u
i (t) :=

θi(t)∑
j∈Gu

m|i
θj(t)

Θ̂u
m|i , i = 1, . . . , N, u = 1, . . . , U.

mステップ: θ(t)をm射影により更新する:

θi(t+1) :=
1

U

U∑
u=1

θ̂u
i (t) , i = 1, . . . , N.

出力: 収束したパラメタ θ.

図 5.2: 観測データと最も整合性のとれた点を求めるアルゴリズム. 整合
性の尺度は, 各観測に対応する部分多様体とのKLダイバージェンスで評
価される.

属さないというように分類するのではなく, 各クラスタへのメンバシップ
guk, k=1, . . . , Kを各データに xuに与える手法である. このメンバシップ
gukは,データxu がk番目のクラスタに”どの程度”属するかを定めるもの
である. データ xuのメンバシップベクトルを gu =(gu1, . . . , guK) ∈ RKで
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定義する. このベクトルは
∑K

k=1 guk =1, u = 1, . . . , Uを満たすように正規
化されているものとする. 各クラスタは,クラスタの代表点ξk, k=1, . . . , K

を有しており, データ xuとクラスタ kの代表点 ξkとの距離 dukは適当な
距離関数 duk =d(xu, ξk)で定義する. ソフトクラスタリング手法は数多く
提案されているが, その中でもエントロピー正則化は精度の良い方法の一
つとして知られている [75].

メンバシップベクトルのエントロピーをH(gu)=−
∑K

k=1 guk log gukで
定義する. エントロピー正則化ソフトクラスタリングは, 目的関数

Jλ({guk}, {ξk}) =
U∑

u=1

K∑
k=1

gukduk −
1

λ

U∑
u=1

H(gu)

=
U∑

u=1

K∑
k=1

gukduk +
1

λ

U∑
u=1

K∑
k=1

guk log guk (5.16)

の gukと ξkに関する最小化を,制約
∑K

k=1 guk =1, u = 1, . . . , Uのもとで行
う. 式 (5.16)の第一項は各データ xuをクラスタに割り当てた際のコスト
に相当するものである. データ xuがクラスタ代表点 ξkから遠くはなれて
いる時には, そのクラスタへのメンバシップ gukは小さくなければならな
い. 第二項はエントロピー正則化項であり, クラスタの確定的な分割を防
ぐ. つまり, 各データが単一のクラスタに属するような状況では, 第二項
の正則化項は大きな値をとることになる. この最小化問題は, EMアルゴ
リズムと良く似た繰り返し演算により局所最適解を得ることが出来る. 以
下,エントロピー正則化ソフトクラスタリングの解法を記す. t回の繰り返
しによって得られたメンバシップ guk, クラスタ代表点 ξk及び距離 dukを
それぞれ guk(t), ξk(t)及び duk(t)とする. 制約

∑K
k=1 guk =1, u = 1, . . . , U

を考慮すると, メンバーシップの更新式は, ラグランジュの未定乗数法を
用いて次式で得られる:

guk(t) =
exp (−λduk(t − 1))∑K
l=1 exp (−λdul(t − 1))

. (5.17)

式 (5.17)によるクラスタへのメンバシップ更新式について考察する. こ
れは, 各ユーザ uのクラスタ kに対する事後確率 P (k|Du)を定めるもの
と考えられる. これは

guk ∼ P (k|Du) =
P (Du|k)P (k)

P (Du)
∝ P (Du|k)P (k) (5.18)
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であり, 特に kの事前分布を一様分布とすると guk ∼ P (Du|k)と考えら
れる. 今, 確率変数 X が値 (v1, . . . , vn)を確率分布 p = (p1, . . . , pn)に
従って取るものとする. N 回の試行で vlという結果をNl回得たとする.∑n

l=1 Nl = N である. 試行の結果に基づく相対頻度を

xl =
Nl

N
, (l = 1, . . . , n) (5.19)

として, 経験分布を p̃ = (x1, . . . , xn)とする. 大偏差統計の理論によると,

多項分布から x = (x1, . . . , xn)が観測される確率は

p(x1, . . . , xn) ∝ exp (NC(x)) (5.20)

とかける. ここで C(x)は一般にクラメル関数と呼ばれ, ここでは経験分
布 p̃と, Xが従う分布 pとのKLダイバージェンスを用いて

C(x) = −KL(p̃, p) (5.21)

と表すことができる. 今, 各ユーザデータDuは, 多項分布のパラメタが
なす単体上に不完全なモデルを定める. このモデルと, クラスタ代表点 ξk

に対応するモデルとのKLダイバージェンスの指数によって P (Du|k)を
定める式 (5.17)は, 観測データDuがモデル ξkから生成された多数のデー
タ (N 個)の平均統計量であるとして, 大偏差統計の理論により P (Du|k)

を表現したものとみなすことができる. このとき, パラメタ λは実質的に
生成されたデータ数N に対応しており, λが大きいほど P (Du|k)は強い
ピークを持つ分布になることが分かる. 例えば λをクロスバリデーション
によって定めた場合には, 多項分布に従うサンプリングにより実質的に生
成するデータ数を定めたという理解が可能である.

次に, グループ化ランキングモデルの混合モデルのパラメタ推定アルゴ
リズムを与える. グループ化ランキングモデルにおけるパラメタはN − 1

確率単体上の点であり, データDuとクラスタ代表点 ξkとの距離 dukを

duk = KL(Du, ξk) = min
θ∈Du

KL(θ, ξk)

で定義する. メンバシップの更新式は (5.17) と同様である. クラスタ代
表点の更新はメンバシップの更新のように単純ではなく, 再び emアルゴ
リズムを用いることになる.

eステップ: クラスタ代表点 ξkからデータ部分多様体Duへ e射影を行う:

θ̂uk = arg min
θ̂u∈Du

KL(θ̂u, ξk), u = 1, . . . , U.
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mステップ: データ部分多様体 Du からクラスタ代表点 ξk へ m射影を
行う:

ξ̂k = arg min
ξk∈∆N−1

U∑
u=1

gukKL(θ̂uk, ξk), k = 1, . . . , K.

ラグランジュの未定乗数法を用いて, 上記の e, mステップをより具体的
に書き下す. 部分多様体Du上で, クラスタ代表点 ξk に最も近い点の i番
目の成分は,

θ̂uk
i =

ξk
i∑

j∈Gu
m|i

ξk
j

Θu
m|i

で得られる. また, クラスタ代表点 ξkの i番目の要素は,

ξ̂k
i =

∑U
u=1 gukθ̂

uk
i∑U

u=1 guk

で更新する.

このエントロピー正則化ソフトクラスタリングアルゴリズムによるグ
ループ化ランキングモデルの混合モデルパラメタの推定アルゴリズムを
図 5.3にまとめる.

5.4.2 EMアルゴリズム適用の困難性

本小節では, グループ化ランキングモデルの混合モデルのパラメタ推定
を, 混合モデルのパラメタ推定手法としては標準的な方法であるEMアル
ゴリズムで行うことが困難であることの原因を考察する.

まず, EMアルゴリズムをグループ化ランキングモデルの混合モデル

P (Du) =
K∑

k=1

ωkP (Du; θk) (5.22)

のパラメタ推定に適用してみる. 第 k番目のモデルが選ばれ, このモデル
から観測Duが得られる同時確率を

P (Du, k; θ) = ωkP (Du; θk) = ωk

M∏
m=1

P (Gu
m|Gu

1 , . . . , G
u
m−1; θ

k) (5.23)
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グループ化ランキングモデルの混合モデルのパラメタ推定のためのソフトクラ
スタリングアルゴリズム.

入力: グループ化ランキング観測データ {Du = {Gu
m}M

m=1}U
u=1, クラスタ数 K,

エントロピー正則化パラメタ λ.

初期化: 最適化問題

max
{Θu

m}

M∑
m=1

γu
m log

(
Θu

m∑M
n=m Θu

n

)
+

M∑
m=1

1
M

log Θu
m, subject to

M∑
m=1

Θu
m = 1

を解き, U 個のグループパラメタ値 {Θ̂u
m}M

m=1を得る. メンバシップを初
期化する:guk(0) = 1

K , k = 1, . . . ,K, u = 1, . . . , U . クラス代表点の初期値
ξk(0), k = 1, . . . ,K を∆N−1上でランダムに選ぶ.

繰り返し: 収束するまで以下を繰り返す:

メンバシップの更新: guk(t)を次式で更新する:

guk(t) :=
exp(−λduk(t − 1))∑K
l=1 exp(−λdul(t − 1))

,

duk = KL(Du, ξk) = min
θ∈Du

KL(θ, ξk).

クラスタ代表点の更新: ξkを次のように更新する:
emアルゴリズムのループを表す添字 sを導入する.
ξk(t0) := ξk(t − 1)として, θ̂uk(t0)をDuからランダムに選ぶ.

繰り返し: s = 0から初めて収束するまで以下を繰り返す:
eステップ: θ̂uk(ts)を e射影によって更新する:

θ̂uk
i (ts) :=

ξk
i (ts−1)∑

j∈Gu
m|i

ξk
j (ts−1)

Θ̂u
m|i,

i = 1, . . . , N, u = 1, . . . , U, k = 1, . . . ,K.

mステップ: ξk(ts)をm射影によって更新する:

ξ̂k
i (ts) :=

∑U
u=1 guk(t)θ̂uk

i (ts)∑U
u=1 guk(t)

, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,K.

ξk(t) := ξ̂k(ts∗), ここで s∗は収束した添字 s.

出力: 収束したパラメタ {guk}, {ξk}.

図 5.3: グループ化ランキングモデルの混合モデルのパラメタを, ソフト
クラスタリングと emアルゴリズムによって求めるアルゴリズム.



5.4. グループ化ランキングモデルの混合モデル 71

とすると, EMアルゴリズムにおけるQ関数は次のように書ける:

Q(θ|θ(t)) =
U∑

u=1

K∑
k=1

P (k|Du; θ(t)) log P (Du, k; θ). (5.24)

ここで, θで全てのパラメタ {θk}K
k=1, {ωk}K

k=1を表した. θ(t)は t回のEM

アルゴリズムの繰り返しによって得られているパラメタ推定値である.

ユーザ uによってデータDuが与えられたとして, Duが k番目のモデ
ルから生成されたという確率は

P (k|Du; θ(t)) =
P (Du, k; θ(t))∑K
l=1 P (Du, l; θ(t))

=
ωkP (Du; θk(t))∑K
l=1 ωlP (Du; θl(t))

(5.25)

で計算される. 式 (5.23)と (5.25)をQ関数 (5.24)に代入し, (5.24)を制約∑K
k=1 ωk = 1のもとで E-, M-ステップの繰り返しによって最大化する.

クラスタkの事前分布ωkの更新式は容易に求められるが, θk, k=1, . . . , K

の計算は周辺化操作を含むため困難である. 単一のグループ化ランキン
グモデルにおいては, この困難な点を尤度の近似によって回避した. 同様
にして, P (Du; θk)を P̃ (Du; θk)で置き換えることで, 修正Q関数

Q̃(θ|θ(t)) =
U∑

u=1

K∑
k=1

ωk(t)P̃ (Du; θk(t))∑K
l=1 ωl(t)P̃ (Du; θl(t))

(
log ωk + log P̃ (Du; θk)

)
(5.26)

を得る. ここで

P̃ (Du; θk) =
M∏

m=1

γu
m!

(
Θuk

n

γu
m

)γu
m(∑M

n=m Θuk
n

)γu
m

である. 修正 Q関数 (5.26)を θk
i に関して直接最大化するのはやはり困

難であるため, ここでも emアルゴリズムを用いる. つまり, Q̃(θ|θ(t))
を各ユーザ uに対応する部分に分割して観測部分多様体を構成してから,

モデル多様体と観測部分多様体の間で e-,m-射影を繰り返す. しかし, 混
合モデルの場合にはこの近似アプローチはうまく働かない. なぜなら,

P (Du; θk) >∼ P̃ (Du; θk) が成立しても, 不等式Q(θ|θ(t)) ≥ Q̃(θ|θ(t))は多
くの場合成立しないからである. 修正Q関数 (5.26)は項

P̃ (k|Du; θ(t)) =
ωk(t)P̃ (Du; θk(t))∑K
l=1 ωl(t)P̃ (Du; θl(t))

(5.27)
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を含み, この項はしばしば真の値

P (k|Du; θ(t)) =
ωk(t)P (Du; θk(t))∑K
l=1 ωl(t)P (Du; θl(t))

(5.28)

よりも大きくなってしまう. ゆえに, Q̃の最大化はQの最大化を保証しな
い. 従って, 単一のグループ化ランキングモデルの場合には有効であった
近似手法が混合モデルの場合には適用出来ないことが分かる.

準備的な実験の結果, EMアルゴリズムによって推定した確率 (5.25)は
ほとんど全ての場合に, 単一の kに対して 1になり, その他のクラスに対
しては 0になった. この現象は, 尤度の近似 P̃ (Du; θ) <∼ P (Du; θ)の性質
から説明出来る. 簡単のため事前分布 {ωk}K

k=1を無視し, αk =P (Du; θk),

εk =P (Du; θk) − P̃ (Du; θk)とする. すると, (5.28)と (5.27)の差は

P (Du; θk(t))∑K
l=1 P (Du; θl(t))

− P̃ (Du; θk(t))∑K
l=1 P̃ (Du; θl(t))

=
αk∑K
l=1 αl

− αk − εk∑K
l=1(αl − εl)

=

∑K
l=1(αlεk − αkεl)(∑K

l=1 αl

)(∑K
l=1(αl − εl)

)(5.29)

とかける. 差 (5.29)は αkが比較的小さいとき正になり, αkが大きい時に
負になる. 今, 0 ≤ P (k|Du; θ) ≤ 1なので, P̃ (k|Du; θ)は大きなP (k|Du; θ)

に対してはより大きく計算され, 小さな P (k|Du; θ)に対してはより小さ
く計算される. この効果が, 条件付き分布が {0, 1}に値をとってしまうこ
との一つの原因と考えられる.

5.5 混合モデルの応用
本節では, グループ化ランキングモデルの混合モデルの 2種類の応用を

考える. 一つ目は, データ解析と可視化のツールとしての応用であり, 二
つ目は協調フィルタリングとしての応用である.

5.5.1 データ可視化

市場分析においては, ユーザ (消費者)とアイテム (製品)との関係性を
モデル化し解釈を与えることは非常に重要な課題である. つまり, 価格や
デザインなどといったアイテムの表層的な属性の他に, どのアイテム同士
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が類似しているか (同じようなユーザに同じような評価を受けるか)と, ど
のアイテム同士が類似していないか (全く異なるタイプのユーザ集団に受
け入れられるか)の解析が重要である.

各ユーザの好みの傾向を, K 個の異なるランキングモデルの混合に
よって表現することを試みる. この時, 各混合の要素となるモデルは,

“典型的なユーザによるアイテム評価モデル”を表していると考えられ
る. つまり, K 個の理想的なユーザが存在し, それらの選好パターンは
θk =(θk

1 , . . . , θ
k
N), k = 1, . . . , Kで表現されると考える. 従って, 各アイテ

ムはK通りの理想的なユーザに対応するモデルの選好度パラメタによっ
て表現され, K次元空間の一点

(θ1
i , . . . , θ

K
i ) ∈ RK (5.30)

で表すことができる. 一方, 各ユーザは k番目のクラスタに対するメンバ
シップ, つまりクラス事後確率 P (k|Du)を有する. このメンバシップは,

K次元ベクトルの成分とみなすことができる. このベクトル

u = (P (1|Du), . . . , P (K|Du)) (5.31)

はユーザ uに対応する方向ベクトルで, uの k番目の成分はユーザ uが k

番目の典型的なユーザグループに属する確率と考えられる. このグルー
プ化ランキングの混合を考えるとき, 実際にはエントロピー正則化ソフト
クラスタリングを用いていることから, 確率P (k|Du)を gukに置き換える
ことに注意する.

式 (5.30)と (5.31)との対応から, アイテムを RK の第一象限にマップ
し, ユーザを RK における半直線 (ユーザ uによる “評価軸”)としてマッ
プする. こうしてマップされたアイテムを, さらにユーザ uの評価軸に射
影する:

Ii 7→ θu
i , θu

i =
K∑

k=1

θk
i P (k|Du). (5.32)

ここで, θu ={θu
i }N

i=1はこのユーザ u特有のアイテム選好度パラメタと解
釈出来る.

この同時マッピングにより, アイテムとユーザの関連が明らかになる.

類似したユーザに対応する軸は近くに表示され, 類似したアイテムに対応
する点は近くに表示される. このような, 好みに関する可視化に関する研
究は既に幾つか存在する. 文献 [76]では, 例えば性別, 年齢などのユーザ
に関する付加情報と, 例えばアクションやホラー, コメディなどのアイテ
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ム (ここでは映画)のジャンルに関する付加情報を用いる. 各ジャンルに
おいて, 各ユーザに対する映画の選好度が R3空間にマップされる. この
研究で用いられている例では, ユーザの年齢と性別が (X,Y )軸に対応し,

映画の選好度がZに対応する. こうした 3次元への映画のマップが, ジャ
ンル毎に作られる. 一方, 文献 [77]ではユーザとアイテムは同一のユーク
リッド空間に写像される. そして, ユーザによるアイテムへの評価値は,

ある評価関数 f(||u − Ii||)の値であるとみなす. この評価関数は, ユーク
リッド空間におけるユーザ uとアイテム Iiの距離の関数である. 評価関
数は学習用の評価値データから学習し, アイテムとユーザをユークリッド
空間に埋め込むのに用いる. つまり, この評価関数の値と実際の評価値と
の差が最小になるような配置でアイテム, ユーザが埋め込まれる. こうし
た先行研究と本研究の最も顕著な違いは, アイテムとユーザが埋め込まれ
る空間が異なるという点である. 本研究におけるアイテム, ユーザ可視化
手法では, アイテムはRK に埋め込まれる一方で, ユーザは式 (5.32)で定
義されるアイテム集合から実数値への射影がなす空間に写像される. ユー
ザが写像される射影は, RK において半直線として表現される. 映画の評
価データなど, ある種のデータについては, アイテムはユーザによって評
価される対象として存在しており, ユーザとアイテムを全く同一の空間の
オブジェクトとして扱うことは適切でないことがある. こうしたデータに
対しては, アイテムを点で, それを評価するユーザは評価軸という意味で
線で表示するのは自然である.

5.5.2 協調フィルタリング

協調フィルタリングシステムは, アイテムの評価履歴に基づきユーザ同
士の類似度を定義し,類似度の高いユーザが高評価をしているアイテムを,

そのアイテムをまだ評価していないユーザに推薦するシステムである. つ
まり アイテム Iiはユーザ uにまだ評価されていないとして, uが既に評
価したアイテムへの評価値を用いて Iiへの評価値 riを推定する問題であ
る. ここで推定の良し悪しを決定づけるのは, アイテムの評価履歴という
形式で表現されるユーザデータ同士の類似度である. 協調フィルタリング
を含む推薦システムについては [78]が詳しい. 協調フィルタリングに関
する研究は非常に多く行われており, 提案されている多くの手法には適用
される局面やデータに依存して向き不向きがある. また, 各手法を実際の
システムに組み込む際には, その状況に応じた作り込みが不可欠である.
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数多くある協調フィルタリング手法の網羅的な比較は現実的ではないた
め, 本論文では古典的な協調フィルタリング手法とその手法で用いられる
代表的な類似度の尺度を 2種類用い, 提案するグループ化ランキングモデ
ルに基づく協調フィルタリングと比較する.

通常, 協調フィルタリングは注目するユーザuによるアイテム Iiへの評
価値 ru,iを予測する問題として定式化される. 多くの協調フィルタリング
システムで, 評価値の予測のために次式が採用されている:

ru,i = r̄u +
1

C

∑
v∈ne(i)

sim(u, v)(rv,i − r̄v). (5.33)

ここで, r̄uは注目するユーザ uが今まで評価したアイテムへの評価値の
平均であり, 近傍 ne(i)はアイテム Iiを既に評価した他のユーザの集合,

CはC =
∑

v∈ne(i) |sim(u, v)|で定義される正規化因子である. この予測式
による予測結果は, ユーザ同士の類似度の計算方法に大きく依存する. 最
も有名な協調フィルタリングシステムはGroupLens [79]と呼ばれるシス
テムであり, GroupLensではPearsonの相関係数を類似度として採用して
いる:

simPe(u, v) =

∑
i∈Su,v

(ru,i − r̄u)(rv,i − r̄v)√∑
i∈Su,v

(ru,i − r̄u)2
√∑

i∈Su,v
(rv,i − r̄v)2

. (5.34)

ここで, Su,vはユーザ u, vの両方が評価したアイテム集合である.

一方, 次で定義されるコサイン類似度の方が Peason相関係数による推
定よりもよい結果を与えるデータも報告されている:

simcos(u, v) =

∑
i∈Su,v

ru,irv,i√∑
i∈Su,v

r2
u,i

√∑
i∈Su,v

r2
v,i

. (5.35)

グループ化ランキングモデルの混合モデルに基づき, 幾つかのユーザ間
類似度を考案し, 準備的な実験を行った. その結果, 正規化 Fisherカーネ
ルを類似度として用いると, 従来の Peason相関係数やコサイン類似度に
基づく手法と同等の推薦精度が得られることが分かった. 提案する類似
度の計算には, 近似したグループ化ランキングモデル P̃ (Du; θu)に, ユー
ザ uの選好度パラメタ θu =(θu

1 , . . . , θu
N)を代入したものを用いる. ここで,

このユーザ uのパラメタは混合モデルの推定で得られるパラメタ {θk
i }を

用いて

θu
i =

K∑
k=1

θk
i P (k|Du) ∼

K∑
k=1

θk
i guk, i = 1, . . . , N
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で計算できる. こうして各ユーザに関する生成モデルが得られたので,

ユーザ間の類似度をこの生成モデルに基づき定めることができる. 第 3章
で述べたように, Fisherカーネル [48]によって, 背後にあるデータ生成モ
デルに基づいて類似度を定めることが出来る. 特徴ベクトルとしてモデ
ルのスコアベクトル su =∂θ log P̃ (Du; θu)を用い [80], この Fisherスコア
を正規化したものとしてユーザ間の類似度を

simNF (u, v) =
sT

u sv

||su|| · ||sv||
(5.36)

で定める [40]. 本来 Fisherカーネルでは Fisher情報行列を用いてスコア
の内積を計算するが, 実用上よく行われているように Fisher情報行列の
代わりに単位行列を用いた.

5.6 実験による評価
本節では, 本章で提案したモデルのパラメタ推定手法の妥当性と計算効

率性を人工データを用いて評価する. また, グループ化ランキングモデル
の混合モデルの応用として提案したアイテム, ユーザの可視化について実
データを用いた例を示し, 協調フィルタリングについては既存手法との比
較を行う.

5.6.1 グループ化ランキングモデルのパラメタ推定実験

本小節では,提案したパラメタ推定アルゴリズムの妥当性を示すために,

人工データを用いた簡単な実験の結果を示す.

提案アルゴリズムが正確な尤度関数を増加させることの検証

まず, 近似尤度の最大化により, 本来の尤度関数が最大化されることを
確認する. ここではグループ数をM = 3とし, アイテム数はN = 7とす
る1. ユーザ数は U =100とし, Plackett-Luceモデルに従い完全なランキ
ングデータを生成した後に, その順序を変えることなくランダムに 3つの
グループに分割してグループを作成した. このPlackett-Luceモデルにお
いて, アイテム選好度パラメタは 100通りランダムに生成した.

1効率的に正確な尤度関数を計算するために, アイテム数は少なく設定した
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提案アルゴリズムによってパラメタ θを推定し, L(θ)と L̃(θ)の値を 100

回計算した. 図 5.4(左)が, 正確な尤度関数と近似尤度関数の値の平均値
を縦軸に, アルゴリズムの繰り返し回数を横軸にとったグラフである. な
お, L(θ)と L̃(θ)の値を同じグラフに示すために, L̃(θ)には定数を加えて
いる. また, 同じ図に真のパラメタと推定されたパラメタの間のKLダイ
バージェンスも示した. 図 5.4から, L̃(θ)の増加に伴いL(θ)も増加するこ
とが見て取れる. また, 提案アルゴリズムにより推定パラメタは真のパラ
メタに単調に近づくことも分かる.

尤度の近似の妥当性の検証

次に, 正確な尤度関数 l(θ; m,u)の値と近似尤度関数 l̃(θ; m,u)の値が
近くなるのはどのような状況であるかを調べる. 近似尤度関数 l̃(θ; m,u)

を導出するために, 二つの不等式を用いた. 初めの不等式は, 式 (5.4) の
分母に現れる項

∑
j<i θπu

m(j)を省略することで得られた. グループのサイ
ズ γu

mが十分小さければそのグループ内で取りうる順列の数も小さく, 項∑
j<i θπu

m(j)を省略する効果は小さいと考えられる. 二つ目の不等式は相
加・相乗平均の不等式であり, 等号が成立するための必要十分条件はグ
ループGu

m内の全ての θπu
m(i) が同じ値をとることである. グループ内の全

ての θπu
m(i)が同じ値をとるということは現実的には考えにくい. しかし,

グループサイズ γu
mが小さければ小さいほど, この状況が近似的に成立す

る可能性は高くなる. M が大きければ, グループの殆どは少数のアイテ
ムしか含まないことになり, その結果相加・相乗平均の不等式は多くの場
合等号に近くなることが期待される. この議論の正当性を確認するため,

グループの数を変えて生成したデータとパラメタを用いて |L(θ)/L̃(θ)|の
値を計算する. ここで, L(θ)と L̃(θ)は常に負値なので, L(θ) ≥ L̃(θ)なら
ば |L(θ)/L̃(θ)| ≤ 1が成立する. アイテム数をN =7, ユーザ数を U =100

として, グループ数M を 2から 7まで変えて実験を行う. 各M の値に
対して, 比 |L(θ)/L̃(θ)|を, ランダムに選んだパラメタとそのパラメタに
基づいて生成した観測データを用いて 100 回計算した. 図 5.4(右)に, 比
|L(θ)/L̃(θ)|の平均をエラーバー付きで示した. この図から, L(θ)は L̃(θ)

によって下から抑えられており, 比はグループ数の増加に従い 1に近づく
ことが分かる. 従って, グループに含まれているアイテム数が比較的少数
の時には, 近似尤度 L̃(θ)の最大化によりパラメタ θのよい推定値が得ら
れると考えられる.
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図 5.4: 左: 厳密な尤度と近似尤度の平均値, 及び真のパラメタと推定パ
ラメタのKLダイバージェンスの平均値. 右: グループの数を変えて計算
した尤度の比 |L(θ)/L̃(θ)| の平均と, 標準偏差 (エラーバー表示).

上述の議論は, 近似尤度が厳密な尤度に近づく理想的な状況を論じたも
のである. 付録 5では, 厳密な尤度と近似尤度の差を解析的なアプローチ
で調べる.

計算コストに関する考察

最後に, アイテム数N あるいはグループ数M と, 提案手法の計算コス
トに関する実験を行う. なお, ユーザ数 U の影響は, 基本的には解くべ
き最適化問題 (5.10)の数と, emアルゴリズムにおける射影を計算する数
が線型に増加するのみであることは明らかである. 従って, この実験では
ユーザ数は U =100で固定し, N とM のみを考える.

まず,提案手法によるパラメタ推定に要する計算時間を計測した. 図 5.5

にその平均時間 (秒)を示す. なお, 標準偏差が平均時間のオーダーに比べ
て非常に小さかったため, このグラフではエラーバーは省略した. 提案ア
ルゴリズムはプログラミング環境R(バージョン 2.9.1 [81])で実装し, Intel

プロセッサマシン2 で実行した. システム I/Oに要した時間は除いてある.

アルゴリズムの初期化の部分ではU 個の最適化問題 (5.10)を解く必要が
ある. この最適化は, 準ニュートン法 (BFGS法)を用いて行った. 図 5.5

22.4 GHzデュアルコアプロセッサ, 主メモリ 4, 096MB, Mac OS X version 10.5.8.
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から, 提案アルゴリズムはアイテム数とグループ数の増加に伴いほぼ線型
オーダーで計算量が増加することが分かる.
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図 5.5: 平均 CPU消費時間. アイテム数とグループ数を変えて実験した
結果.

5.6.2 アイテム, ユーザ可視化実験

本章の第 5.5.1節で提案した可視化手法を, MovieLensデータセット [82]

に実際に適用する. このデータセットは 100, 000個の評価データを含む.

評価値は 1から 5 の 5段階であり, 評価対象となる映画は 1, 682本, 評価
をしているユーザ数は 943人である. ここでは, 可視化の効果の実証が目
的であるため, もとのデータの一部を用いて評価する. まず, 頻繁に評価
されているN =100本の映画を取り出す. 次に, その 100本の映画のうち
20本以上の映画に評価を与えているユーザを取り出す. こうしたユーザ
は, U = 554人であった. 混合モデル (5.22)の混合数はK = 2として, モ
デル

P (x) = ωP (x; θ1) + (1 − ω)P (x; θ2),

を考え, パラメタ {ω, θ1, θ2}は図 5.3に示したアルゴリズムで推定した.

図 5.6はアイテム可視化の例である. 2次元空間に映画が点として表示し
てある. この空間において映画 Iiが表現されている点に対応する座標は,

θ1
i と θ2

i である. 100本の映画タイトルのうち, (θ1
i )

2 + (θ2
i )

2の大きい上位
5本の映画にはタイトルも付記した. この可視化手法を用いることで, 例
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えば映画 “Star Wars”と “Titanic”は多くのユーザに好まれるが, これら
の映画を好むユーザの集団は異なるということが分かる.

図 5.7は, ユーザを 2次元空間における半直線として示した例である.

各ユーザは u = (P (1|Du), P (2|Du))で定義される方向ベクトルとしてこ
の空間に表現されている. この半直線はユーザの評価基準を表している
とみなせる. この図からは, ユーザ 4とユーザ 6の興味は似通っており,

ユーザ 1の興味とは大きく異なることが読み取れる.

次に, アイテムとユーザ両方を可視化した例を図 5.8に示す. ユーザ
114によって既に評価されている映画は丸で, 評価されていない映画は菱
形でプロットされている. 式 (5.32)で定義される射影を用いることで, ア
イテムはユーザを表す評価軸に射影される. この軸上で原点から遠けれ
ば遠いほど, このユーザによる評価値の高いアイテムであるということ
になる. 図 5.8から, このユーザ 114は未評価の映画 “The Shawshank　
Redemption”は好むが, “Alien”は好まないことが予想される. この可視
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図 5.8: 2次元空間へのユーザ/アイテムマッピングの例. 114番のユーザ
によって既に評価されているアイテムは丸で, 未評価のアイテムは菱形で
表示されている. ユーザ 114にとってのアイテム選好度パラメタは, アイ
テムを射影 (5.32)によってこのユーザを表す軸に射影したものである.

化手法により, アイテム同士の関係, ユーザ同士の関係, そしてアイテム
とユーザとの関係を見てとることができるようになる.

5.6.3 協調フィルタリング実験

実データを用いた協調フィルタリングの実験を行い, 提案する類似度が
既存手法と同等の精度を与えることを示す. データとしては, MovieLens

データセットと BookCrossingデータセット [83]を用いる. GroupLens

データセットは, 5-foldのクロスバリデーション用に分割した形で提供さ
れている. つまり,全体の 80%を学習用部分セット (80, 000の評価データ),

残りの 20%をテスト用データセット (20, 000の評価データ)としたデータ
が 5組与えられている. 一方BookCrossingデータセットは, 278, 858人の
ユーザによる 271, 379冊の書籍に対する 1, 149, 780の評価データから構
成されている. 非常にサイズが大きいデータなので, 8冊以上の書籍に評
価を与えたユーザのみを取り出す. そして, 12人以上のユーザに評価され
た書籍のみを取り出す. これにより, 残ったデータは 663人のユーザによ
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る 1, 191冊の書籍に対する 48, 484の評価データとなる. この残ったデー
タを, GroupLensデータセットと同様に 5-foldクロスバリデーション向け
に分割した.

これらのデータセットを用いて, Pearson相関係数による類似度 (5.34),

コサイン類似度 (5.35)及び正規化 Fisherカーネルによる類似度 (5.36)を
用いた評価値予測式 (5.33)による予測精度の評価実験を行った. グルー
プ化ランキングモデルの混合モデルにおける混合数は, 本来ならばクロ
スバリデーションなどによって定めるべきであるが, ここでは簡単のため
に 5で固定した. 推薦精度の評価方法としては, 絶対誤差の平均 (Mean

Absolute Error:MAE)を用いた. これは次式で計算される:

MAE =
1

|T |
∑

(u,i)∈T

|r∗u,i − ru,i|.

ここで, T はテスト用データ集合であり, r∗u,iはユーザ uによるアイテム Ii

への真の評価値である. 表 5.1に, MovieLensとBookCrossingデータセッ
トに対する協調フィルタリングによる推薦精度の値 (平均及び標準偏差)を
示す. この結果から, MovieLensデータに対しては Pearsonの相関係数に

表 5.1: 協調フィルタリングの精度

Pearson cosine Fisher cosine

MovieLens 0.712 ± 0.0069 0.720 ± 0.0055 0.721 ± 0.0056

BookCrossing 1.283 ± 0.0145 1.254 ± 0.0151 1.253 ± 0.0133

基づく類似度を用いることで最良の結果が得られるが, BookCrossingデー
タに対してはグループ化ランキングモデルに基づく正規化 Fisherカーネ
ル類似度を用いた場合が最良の結果を与えることが分かる. 以上より, 提
案する類似度は評価値の推定精度の観点から, 既存手法と同等の性能を示
すことが分かった.

5.7 ランキングデータ生成モデルに基づく計量の
学習に関するまとめ

本章では, グループ化ランキング観測データに対する確率モデルを提案
した. データに対して適切な生成モデルを定義することで, グループ化ラ
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ンキング観測データのような特殊なデータに対しても本論文のテーマで
ある距離構造の情報論的観点からの学習を行うことができる.

本研究で扱ったような, タイ (同点)が存在する状況でのランキングデー
タから, アイテムがある順序に並べられる確率を求める研究も存在する.

文献 [63]では, Mallowsによる順列の生起確率を代数学的手法を用いて部
分ランキングに拡張し, そのパラメタの推定を行う方法を与えている. 本
論文で扱ったような選好度パラメタに基づくモデルと, Mallowsのモデル
のようなランキングそのものに確率を与えるモデルで, どちらがどのよう
な状況に適しているのかの検討は興味深い課題である.

本論文では, グループ化ランキングの混合モデルを考え, 二つの応用を
提案した. ひとつはデータの可視化であり, もうひとつは協調フィルタ
リングである. 先行研究として, ユーザの多様性を表現するために, ラ
ンキングモデルの混合モデルを考えたものは幾つかある. 文献 [84]では
Bradley-Terryモデルの混合が用いられている. 一方, 文献 [60] と [64]で
はMallowのモデルのような距離ベースのランキングモデルの混合モデル
が提案されている. また, 文献 [85]でも順序データの効率的なクラスタリ
ング手法が開発されており, 協調フィルタリングへの応用が提案されてい
る. 本論文で提案された混合モデルに基づく可視化などの応用は, アイテ
ムに選好度パラメタを割り当てて評価値を説明するような任意のモデル
に適用可能である [14].

本論文で提案した協調フィルタリングによる推薦の精度は, 従来の手
法と同程度である. 協調フィルタリングによる推薦精度は問題に応じた
チューニングに大きく依存するため, 単純に精度の向上のみを追求するよ
りも, 推薦と同時に何らかの付加情報を効率的に提示する手法の研究が重
要であると考えられる. 本論文で提案したユーザとアイテムの同時可視
化結果を推薦と同時に提示することで, 推薦の根拠をユーザにわかりやす
く伝えることが可能となる.
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本論文では, 情報理論の観点からデータ分布空間における教師付き距離
構造学習問題を議論した. 一般的な連続変数ベクトルデータに対する教
師付き距離構造学習の枠組みとして, 条件付きエントロピー最小化基準に
よる方法を提案した. また, 特殊な離散観測データに対する距離構造学習
のために, データの新しい生成モデルを提案し, モデルに基づきデータ間
距離の解析をする方法を議論した.

まず, 条件付きエントロピー最小化基準による学習の枠組みの理論的な
正当化を行い,その具体例として線型変換による次元削減手法と,特徴空間
における距離構造を学習する手法であるMultiple Kernel Learning(MKL)

の手法を新たに提案した. 距離構造の学習問題は多くの研究者の関心を
集めているが, 高度な最適化理論を援用した手法が数多く開発される一
方で, データの分布まで考慮した情報論的な手法はそれほど多くない. ま
た, 情報論的な観点からの距離構造の学習手法の多くは, Shannonの微分
エントロピーや相互情報量を推定することが困難であることから, 比較的
推定が容易な Renyiエントロピーで代用したものが多かった. 本論文で
はエントロピーの推定に k近傍法に基づく効率的な手法を用い, さらに同
時エントロピーを周辺エントロピーの和で近似することで, 従来研究では
避けられてきた Shannonの微分エントロピーを用いて理論的に妥当な枠
組みを構築した. エントロピーの推定に k近傍法を用いたもう一つの効
果として, データの局所性がエントロピー推定を介して反映されることが
挙げられる. これにより, 本論文で提案した条件付きエントロピー最小化
に基づく次元削減手法は, 判別問題の前処理として用いたときにデータの
局所性を陽に用いた既存の高精度な手法と同等の性能を示す. さらに, 提
案する枠組みから, 情報論的なMKL手法を提案した. これまで提案され
きたMKL手法の多くは, SVMのマージン最大化基準に基づく最適化問
題として定式化されたものであった. 本論文で提案した情報論的なMKL

手法は, データの確率分布を無視した既存のMKL手法と比較して情報理
論的に明確な背景を持つ手法である. 実データに対する実験の結果から,



86 第 6章 まとめ

既存のMKL手法に比べ幾つかの問題に対して優れた性能を有することも
示された.

次に, 特殊な, しかし近年その重要性を増している離散観測データの空
間における距離構造の学習問題を議論した. 種々のデータに対して, その
データが分布する空間の距離構造を学習することは判別や可視化などの
性能向上のために重要である. しかし, アイテムの購買履歴や, ユーザが
アイテムに対して離散値で評価を与えたデータのような非標準的なデー
タに対しては, データ間の距離や類似度としてとりあえずユークリッド距
離を用いるといったアプローチすら困難である. 一方, データの生成モデ
ルが既知であれば, 例えばFisherカーネルのような方法でデータ間に類似
度を定義することが可能である. そこで, 複数のユーザによる複数のアイ
テムへの評価データを本論文ではグループ化ランキング観測データと定
義し, その生成モデルを構築することを通して, アイテム間の関係やユー
ザ間の関係などが直観的に理解出来るようなデータ解析手法を提案した.

そして, 正規化Fisherカーネルを用いてデータ間に類似度を定義し, 協調
フィルタリングシステムとしての応用を検討した. 実データを用いた評価
実験の結果, 提案するモデルに基づいてユーザ間に定義した類似度を用い
ることで, 従来の協調フィルタリングと同等の推薦精度が達成できた. 本
論文で提案する協調フィルタリング手法はアイテムとユーザの可視化と
併用することで, 推薦の根拠を明示することが可能であるという付加価値
を有する.

今後考える必要がある課題を，以下にいくつか挙げる.

条件付きエントロピー最小化基準に基づくMKLアルゴリズムにおい
て, 本論文では, 要素カーネル関数の凸結合によって得られるカーネル関
数の最適化問題のみを考察したが, 第 3章において示したように, 積やテ
ンソル積など他の幾つかの演算に対してもカーネル関数は閉じている. 例
えば, [56]はカーネル関数の結合係数がxに依存する形の結合の最適化問
題を考えた. また, [86]ではカーネル関数値の多項式の形の組み合わせ最
適化を考えている. 本論文で示したMCEMアルゴリズムは, 凸結合以外
の方法によるカーネル関数の組み合わせも扱うことが可能であり, 考える
カーネル関数結合のクラスを広げることで, さらに高精度な判別が期待で
きる.

なお, MCEMアルゴリズムの収束性はまだ明らかになっていない. 実験
の結果, MCEMアルゴリズムの繰り返しで必ずしも単調に条件付きエン
トロピーが減少しないという状況も観測された. 収束するための条件や,
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収束の保証されたアルゴリズムへの改良も重要な課題である. また, [9]で
行われているように,最適化問題 (4.11)において判別関数のパラメタαと
カーネル結合の係数 βを同時に最適化する手法の開発も興味深い.

生成モデルに基づく距離構造の学習について, 文献 [87]では Plackett-

Luceモデルを Bayes推定の枠組みで扱う試みがなされている. この研究
では, Gumbel分布と呼ばれる分布を Plackett-Luceモデルにおけるアイ
テム選好度パラメタの事前分布としている. 本論文で提案したグループ
化ランキングモデルの Bayes統計からの考察は興味深い今後の課題の一
つである. また, 文献 [88]においてもBayes推定の枠組みで評価値を予測
する方法が提案されており, ユーザとアイテムの可視化方法が提案されて
いる. 推薦の根拠を適切な可視化手法とともに効果的に提示する方法は,

今後の推薦システム研究において重要な位置を占めると考えられ, 今後の
重要な研究課題の一つである.
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付録

付録 1: 条件付きエントロピー最小化基準の正当性
第 4章において Fisherの判別分析との関係から条件付きエントロピー
最小化基準による学習を提案したが,ここではまた別な情報論的観点から,

条件付きエントロピー最小化基準の妥当性を示す.

次元削減問題では, 変換されたデータはコンパクトに纏まっていること
が望ましい. このコンパクトなデータ表現という考えを情報理論の文脈
で考察すると, 次元削減における望ましい変換とは相互情報量が小さい変
換ということになる:

I(X; Z) = H(Z) − H(Z|X). (6.1)

これは, A : x 7→ AT x = zをデータ圧縮過程とみなしたとき, 相互情報量
I(X; Z)が小さいということが, データが高い圧縮率で変換されたことを
意味するためである [18]. 相互情報量 (6.1)はもとのデータX の分布と
変換されたデータZの分布のみによって決定されるため, 式 (6.1)は教師
無し次元削減のための基準とみなすことができる. 教師付き次元削減の
枠組みにおいては, データは各クラスにおいてコンパクトに分布している
ことが望ましい. この場合, 次元削減変換の良さを, クラス条件付きの相
互情報量

I(X; Z|Y ) = H(Z|Y ) − H(Z|X, Y )

によって評価することは自然である. また, 多くの場合変換 x 7→ zは非
確率的であり, その場合にはH(Z|X, Y )は 0であり, 変換の良さは本質
的にはクラス条件付きエントロピーH(Z|Y )で評価される. この議論よ
り, 提案した次元削減の基準はデータ圧縮理論の枠組みにおいても妥当で
あると主張できる.

次に, 確率変数Xのネゲントロピーとクラス条件付きネゲントロピー



を考える [20]. これらは

J(Z) = HG(Z) − H(Z), (6.2)

J(Z|Y ) = HG(Z|Y ) − H(Z|Y ) (6.3)

で定義される量であり, このネゲントロピーの表現から

H(Z) − H(Z|Y ) = {HG(AT X) − HG(AT X|Y )} − {J(AT X) − J(AT X|Y )}

=
1

2
log

|AT ΣA|∏C
y=1 |AT ΣyA|p(y)

− {J(AT X) − J(AT X|Y )}

を得る. ここで Σと Σyはそれぞれ全データDとクラス yに属するデー
タDyの共分散行列であり, p(y)はクラス事前確率である. ここで, 条件
付きエントロピーH(Z|Y )は以下のように 3つの項に分解できる:

H(Z|Y ) = H(AT X|Y )

= H(AT X) + {J(AT X) − J(AT X|Y )} − 1

2
log

|AT ΣA|∏C
y=1 |AT ΣyA|p(y)

= HG(AT X) − J(AT X|Y ) − 1

2
log

|AT ΣA|∏C
y=1 |AT ΣyA|p(y)

. (6.4)

以下, これら 3項の意味を考察する.

正規分布のエントロピー項
第 1項HG(AT X)は, 全てのデータが正規分布に従うとした場合のエント
ロピーを表す. この項の値は共分散行列Σによって完全に定まり, この項
を最小化することは全てのデータが小さく纏まって分布するように変換
することに相当する. しかし, この項はデータのスカラー倍によっていく
らでも小さくなるため, 判別性には影響しない項である. 変換Aに適当な
正則化が行われるという仮定の下で, 第 1項HG(AT X)の最小化は判別性
能には寄与しないといえる.

条件付きネゲントロピー項
式 (6.2)で定義されるように, ネゲントロピーは一種の正規化されたエン
トロピーであり, 独立成分分析の分野で非正規性の尺度としてよく利用さ
れる [89; 90; 20].

式 (6.3)より, HG(Z|Y )の影響もあるため厳密な議論ではないが,条件付
きエントロピーH(AT X|Y )の最小化により条件付きネゲントロピー J(AT X|Y )



は最大化されることがわかる. つまり, 条件付きエントロピー最小化によ
り, 変換後のデータの非正規性が最大化され, データは正規分布とかけ離
れた特徴的な分布をするように変換されると考えられる.

不均一分布を仮定した判別分析項
式 (6.4)の第 3項は,不均一分布を仮定した判別分析 (Heteroscedastic Dis-

criminant Analysis:HDA [91])における目的関数と同一である. この項の
最適化により, クラス判別性を高めることになる. FDAでは各クラスに
属するデータは同一の共分散構造を持つ正規分布に従うという仮定をお
いていた. HDAはこの仮定を取り除くものであり, 多くの研究がなされ
ている [91; 92; 93; 94].

付録 2: 線型次元削減に関するより詳細な実験
第 4章において行った実験に加え,提案する線型次元削減手法LCEMに
ついてより詳しい実験結果を示す. まず, 第 4章で示した実験と同じデー
タ, 同じ手法について, 次元を 1次元に削減したときの判別精度を表 6.1

に示す. この表 6.1から, 多くのデータに対してLCEMアルゴリズムは他
の手法と同等か少し良い判別結果を得られることがわかる.

次に, 削減する次元を変えたときの判別精度を, 削減された次元の関数
として図 6.1に示す. この結果から, 全体的にLCEMアルゴリズムは良好
な判別結果を与えるが, 全てのデータセットについて一貫して他の手法よ
りも良いような手法な存在しないことがわかる. 図 6.1から, 次元が上が
るにつれた誤り率はおおむね低減することがわかる. しかし, “ringnorm”

データでは 7次元付近で最良の判別結果が得られている. これは, 最適な
次元を求めるために何らかのモデル選択手法が必要であることを示唆し
ている.

付録 3: MCEM.Qアルゴリズムにおけるカーネ
ル結合最適化手法の導出

MCEM.Qアルゴリズムにおけるβの最適化の方法を導出する. 式 (4.12),

(4.13)のように, 条件付きエントロピーとその上界に着目する. 式 (4.13)

の最右辺は, KFDAの目的関数と同じであった. KFDAではこの条件付
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図 6.1: 削減された次元の関数としての, 平均誤り判別率. 4種類の次元
削減手法を用いて, データを低次元空間に射影された上で最近傍法で判別
した.



表 6.1: 線型次元削減手法により 1次元のデータ次元を削減した上で判別
した結果. 判別誤り率の平均 (パーセント表記)と分散. 最も精度の良い
結果と, 5%の有意水準の tテストによって同等と検定された結果は太字で
表示してある.

Data name PCA FDA MCML LFDA LCEM

banana 36.5(0.6) 38.3(4.0) 39.4(1.3) 36.2(1.2) 34.4(1.6)

breast-cancer 38.9(5.5) 34.9(5.1) 33.8(5.4) 33.9(4.7) 34.5(4.8)

diabetes 40.0(4.2) 31.3(2.8) 40.6(2.2) 34.1(2.4) 30.7(2.5)

flare-solar 43.8(5.7) 36.4(1.9) 36.2(2.6) 36.8(1.9) 36.6(2.0)

german 42.0(2.3) 32.0(2.6) 39.9(3.3) 38.4(3.3) 31.8(2.8)

heart 44.0(25.9) 22.9(4.1) 41.8(5.6) 22.5(3.2) 22.9(3.2)

image 44.0(9.0) 22.1(0.9) 29.3(1.5) 31.2(1.6) 22.6(1.4)

ringnorm 36.1(8.4) 31.7(1.0) 41.9(0.9) 31.6(1.6) 31.9(1.1)

splice 42.7(4.3) 20.4(0.8) 45.4(2.0) 20.9(0.9) 20.6(0.6)

thyroid 9.3(3.8) 17.9(4.9) 19.6(3.3) 7.4(3.4) 17.2(4.2)

titanic 23.0(1.6) 22.5(1.1) 22.2(1.0) 22.6(1.5) 22.5(1.0)

twonorm 3.6(0.3) 3.5(0.5) 40.9(1.2) 3.4(0.4) 3.5(0.5)

waveform 36.8(19.0) 18.6(1.2) 40.4(1.2) 18.6(1.1) 18.7(1.1)

きエントロピーの上界をαに関して最小化した. カーネルの凸結合の係
数 βについても同様に, 条件付きエントロピーの上界を βの二次形式の
形で表現することができる.

まず, Vy(β)を要素カーネルを陽に用いて表す. K(s)で s 番目の要素
カーネル関数 k( · , · ; λs)のグラム行列を表し, ki(s)をK(s)の第 i行ベ
クトルとする. このとき, Vy(β)は

Vy(β) =
1

Ny

∑
i∈Dy

(ki − k̄y)(ki − k̄y)T , (6.5)

ki =
S∑

s=1

βski(s), k̄y =
S∑

s=1

βsk̄
y(s) (6.6)

のように書ける. 今, 定数項と定数倍要素を無視すると, 条件付きエント



ロピーの上界は次式で得られる:

C∑
y=1

Ny

N
log |αT Vy(β)α|

=
C∑

y=1

Ny

N
log

∣∣∣∣∣∣αT

 1

Ny

∑
i∈Dy

(ki − k̄y)(ki − k̄y)T

 α

∣∣∣∣∣∣
=

C∑
y=1

Ny

N
log

∣∣∣∣∣∣αT

 1

Ny

∑
i∈Dy

(K̃i − K̃y)ββT (K̃i − K̃y)T

 α

∣∣∣∣∣∣
=

C∑
y=1

Ny

N
log

∣∣∣∣∣∣ 1

Ny

∑
i∈Dy

(γT
iyββT γiy)

∣∣∣∣∣∣
=

C∑
y=1

Ny

N
log

∣∣∣∣∣∣βT

 1

Ny

∑
i∈Dy

(γiyγ
T
iy)

 β

∣∣∣∣∣∣
=

C∑
y=1

Ny

N
log

∣∣βT Γyβ
∣∣ ≤ log

∣∣∣∣∣βT

C∑
y=1

Ny

N
Γyβ

∣∣∣∣∣ = log |βT Γwβ|.

ただし, S個のグラム行列の第 i行ベクトルを並べたものをK̃i = (ki(1), . . . , ki(S)) ∈
RN×S として, ki =

∑S
s=1 βski(s) = K̃iβ とした. 同様に, クラス y

に属するデータの S 個のグラム行列の平均を行に並べたものを K̃y =

(k̄y(1), . . . , k̄y(S)) ∈ RN×S として, k̄y =
∑S

s=1 βsk̄
y(s) = K̃yβ とし

た. また, γiy = (K̃i − K̃y)T α ∈ RS, Γy = 1
Ny

∑
i∈Dy

γiyγ
T
iy として,

Γw =
∑C

y=1
Ny

N
Γyと定めた. 上式の最後の不等式は, Jensenの不等式から

導いた.

同様にして,正則化項−ηH(f(X; α,β))もβに関する二次形式でβT Γbβ

のように近似出来る. ここで, Γb =
∑

y∈{±1}(Ny/N)Γy
bであり, Γy

b = (K̃y−
K̃)T ααT (K̃y−K̃)とした. なお,ここでは簡単のために,条件付きエントロ
ピーと同様に上界を用いて近似したが,本来エントロピー項H(f(X; α, β))

は下界を評価すべきであることに注意する. 計算が容易な形でエントロ
ピーの下界を βの二次形式で評価することは今後の課題とする.

以上より, 条件付きエントロピーの上界の βに関する最小化問題は次



の問題として定式化される:

min
β

βT (Γw − ηΓb)β (6.7)

subject to
S∑

s=1

βs = 1, βs ≥ 0, s = 1, . . . , S. (6.8)

この問題は二次計画問題であり, 一意な解が, 例えば内点法などにより効
率的に求められる. βをこの二次計画問題の解として定めるMCEMアル
ゴリズムを, MCEM.Qアルゴリズムと呼ぶ.

一方, 扱わなければいけない問題のデータ数が非常に多く, 計算効率が
要求される場合には, βに関する制約を緩和してより簡単な問題を効率的
に解くというアプローチも考えられる. この場合は, Γw − ηΓbの最小固有
値に対応する固有ベクトルを最小化問題 (4.14)の解に用いる. 固有ベク
トルの負の成分は 0に置き換えることにする. こうして固有値問題によっ
て βを定めるMCEMアルゴリズムを, MCEM.Eアルゴリズムと呼ぶ.

付録 4: グループ化ランキングモデルの詳細
第 5章で提案したグループ化ランキングモデルの背景にあるデータ生
成プロセスを詳述し, 確率モデルとして正しいものであることを示す. ま
ず,ランキングデータの研究においては,少なくとも 2種類の”不完全デー
タ”が存在することに注意する. 一つは, 未評価のアイテムがデータに含
まれている状況である. ランキングモデルは, こうした未観測データの問
題を解決しなければならない. グループ化ランキングモデルにおけるこ
うした未観測データの扱いについては付録 7で述べる. もう一つの不完
全データは, 本論文で扱うような, グループ化ランキングの形でしかデー
タが与えられないという問題である. この問題は, タイ (同点)の問題とも
呼ばれている.

グループ化ランキング観測データDuはアイテムのグループ {Gu
m}M

m=1

から構成されている. 各グループ Gu
mに含まれるアイテムの数は, その

データを生成したユーザの評価の傾向を反映している. 例えば, 厳しい評
価をつける傾向があるユーザは, ごく少数のアイテムにしか最高の評価を
与えないであろうし, 評価が甘いユーザは多くのアイテムに良い評価を
与えるであろう. こうしたユーザの傾向という概念を表現するために, 文
献 [63]にならって compositionの概念を導入する.



定義 6.1 N 個の要素からなる集合をM 個の部分集合に分類するときの
compositionとは, その和がN になるような整数列 γu = (γu

1 , . . . , γu
M)で

ある.

Composition γu = (γu
1 , . . . , γu

M)は, γu
1 個のアイテムが初めのグループGu

1

に含まれ, γu
2 個のアイテムが第二のグループGu

2に含まれるようなグルー
プ化ランキング観測データに対応する.

ここで, ユーザは次の 2つのステップに従ってグループ化ランキング
データを生成すると仮定する:

1. N 個のアイテムに完全なランキングを与える:

ユーザuによって与えられた完全なランキングデータをOu = (Iu(1) ≻
Iu(2) ≻ · · · ≻ Iu(N))と表す. ここでu(i)は i番目にランクされたデー
タの添字を表す.

2. N 個のアイテムをM 個のグループに, ランキングの順序は変えず
に分割する1:

ユーザuの composition γuに従って分割されたランキングデータを,

(Ou, γu) = ((Iu(1) ≻ · · · ≻ Iu(γu
1 )︸ ︷︷ ︸

γu
1

), . . . , (Iu(
PM−1

m=1 γu
m+1) ≻ · · · ≻ Iu(N))︸ ︷︷ ︸

γu
M

)

で表す. そして, 組 (Ou, γu)をグループ化ランキング観測データ
Du ={Gu

1 , . . . , G
u
M}と同一視する.

つまり, 各ユーザは全てのアイテムに対して完全なランキングを与えると
仮定するが, 何らかの理由によりランキングはグループ化ランキング観測
データDu = {G1, . . . , GM}として部分的にしか観測されないと考えるの
である. 例えばユーザは大雑把な評価をつけるように指示されていたの
かもしれないし, 詳細な順序付けを報告する余裕が無かったという場合も
ありうる. なお, データ Ouは Plackett-Luceモデルで扱う完全ランキン
グデータそのものである. グループ化ランキングモデルでは, 与えられる
データはグループ化ランキング観測データ {Du = {Gu

m}M
m=1}U

u=1であり,

各グループ内の順序は観測出来ない. N =M で各グループが一つのアイ
テムしか含まないならば, このモデルは Plackett-Luce modelと同じであ
る. この意味で, グループ化ランキングモデルは Plackett-Luceモデルの
一般化である.

1この分割ステップは, 初めのランキングのステップとは独立であると仮定する.



このグループ化ランキングモデルは確かに確率モデルであることを示
す. N 個のアイテムをグループ {Gu

m}M
m=1に分割するとして, composition

γuを変えながらその全ての考えうるパターンを列挙したものは, N 個の
アイテムの全ての並び順を列挙したものと同じである. 従ってその確率の
和は 1になる. つまり,∑

γu

∑
{Gu

m|γu}M
m=1

P ({Gu
m}M

m=1) =
∑
γu

∑
{Gu

m|γu}M
m=1

P ((Ou, γu))

=
∑

u

P (Iu(1) ≻ Iu(2) ≻ · · · ≻ Iu(N)) = 1

である. ここで, γu に関する和は N アイテムに関する全ての取りうる
compositionについて考える. {Gu

m|γu}M
m=1に関する和は, composition γu

を固定した上でのグループ内のアイテムの全ての順列について考える. ま
た, Plackett-Luceモデルにおける uに関する和はN 個のアイテムの考え
られるN !通りの順列全てについて考える.

付録 5: 近似尤度の理論的評価
グループ化ランキングモデルの尤度 l(θ; m,u)とその近似 l̃(θ; m,u)の
差の上界を導出する. 尤度 l(θ; m,u)の表式に含まれる

∑
πu

m∈S(Gu
m)を取り

除くため, l(θ; m, u)を最大化する一つの πu∗
m を固定して, この置換で計算

される l(θ; m,u)を l∗(θ; m,u)と記す. 当然, l∗(θ; m,u) ≥ l(θ; m,u)であ



る. 今, l(θ; m,u)と l̃(θ; m,u)との差は次式で上から抑えられる:

l(θ; m,u) − l̃(θ; m, u) ≤ l∗(θ; m,u) − l̃(θ; m,u)

= log γu
m! +

∑
i∈Gu

m

log θi −
γu

m∑
i=1

log

(
M∑

n=m

Θu
n −

∑
j<i

θπu∗
m (j)

)

−

[
γu

m

{
log Θu

m − log

(
M∑

n=m

Θu
n

)}
+ log γu

m! − γu
m log γu

m

]

= γu
m log γu

m + log

∏
i∈Gu

m
θi

(Θu
m)γu

m
+ log


(∑M

n=m Θu
n

)γu
m∏γu

m
i=1(

∑M
n=m Θu

n −
∑

j<i θπu∗
m (j))


≤ γu

m log γu
m +

∏
i∈Gu

m
θi

(Θu
m)γu

m
+

(∑M
n=m Θu

n

)γu
m∏γu

m
i=1(

∑M
n=m Θu

n −
∑

j<i θπu∗
m (j))

− 2

≤ γu
m log γu

m +

( ∑M
n=m Θu

n∑M
n=m+1 Θu

n

)γu
m

− 1.

ここで, 不等式 log x ≤ x − 1, (x > 0)を用いた. 尤度の差 l(θ; m,u) −
l̃(θ; m,u)は, γu

mの増加関数によって上から抑えられたことになる.

尤度の近似式 l̃(θ; m,u)は本来最尤推定のために尤度関数を計算が容易
な形で評価するために導かれたものであり, l̃(θ; m,u)は尤度の近似とし
ては厳密なものではない. 実用上は, ユーザは全アイテムのうちのごく一
部にしか評価を与えず, 差 l(θ; m,u) − l̃(θ; m,u)はそれほど大きくはなら
ないのが普通である. 従って, emアルゴリズムによる近似尤度の最大化
により十分良いパラメタ推定値を得ることが期待できる. 尤度のより厳
密な近似は, 今後の重要な課題の一つである.

付録 6: グループ化ランキングモデルのための em

アルゴリズムの導出
本論文で対象としている状況では, emアルゴリズムにおける e射影は

各観測部分多様体Du = { θ |
∑

i∈Gu
m

θi = Θ̂u
m}上の点 θ̂u(t)を

θ̂u(t) = arg min
θ∈Du

KL(θ, θ(t)) , u = 1, . . . , U



として定める手続きである. ここで, KL(θ, θ(t)) =
∑N

i=1 θi log θi

θi(t)
=∑M

m=1

∑
i∈Gu

m
θi log θi

θi(t)
である. グループGu

mの θiの和は Θ̂u
mになるよう

に制約されているので, あるユーザ uが与えたデータの中の一つのグルー
プGu

mについて, 最小化問題
∑

i∈Gu
m

θi log θi

θi(t)
を考えれば十分である. こ

の最小化問題は, 次式のように定式化出来る:

min
θ

∑
i∈Gu

m

θi log
θi

θi(t)
, subject to

∑
i∈Gu

m

θi = Θ̂u
m, θi > 0 . (6.9)

この問題 (6.9)を解くために, ラグランジュの未定乗数λを導入し, ラグラ
ンジアン F (θ, λ)を

F (θ, λ) =
∑
i∈Gu

m

θi log
θi

θi(t)
+ λ

Θ̂u
m −

∑
i∈Gu

m

θi


とする. ラグランジアンを θi, i ∈ Gu

m で微分したものをゼロとおくこ
とで,

∂F

∂θi

= log
θi

θi(t)
+ 1 − λ = 0.

ここで, 式 (6.9)の制約から,

λ = log

(
Θ̂u

m∑
i∈Gu

m
θi(t)

)
+ 1,

を得る. 従って, e射影による部分多様体上のパラメタ θ̂u
i (t)は

θ̂u
i (t) =

θi(t)∑
j∈Gu

m|i
θj(t)

Θ̂u
m|i, i = 1, . . . , N, u = 1, . . . , U

で得られる. ここでGu
m|iはアイテム Iiが属するグループであり, Θ̂u

m|iで
対応するグループパラメタを表す.

m射影では, 確率単体∆N−1上の点 θ(t+1)で, 各部分多様体 {Du}U
u=1

上の点 θ̂u(t)からのKLダイバージェンスの和を最小化するような点を求



める. つまり,

θ(t+1) = arg min
θ

1

U

U∑
u=1

KL(θ̂u(t), θ)

= arg min
θ

1

U

U∑
u=1

N∑
i=1

(
θ̂u

i (t) log θ̂u
i (t) − θ̂u

i (t) log θi

)
= arg max

θ

1

U

U∑
u=1

N∑
i=1

θ̂u
i (t) log θi (6.10)

= arg max
θ

N∑
i=1

pi log θi (6.11)

で定まる点を求める. ここで pi = 1
U

∑U
u=1 θ̂u

i (t)である. e射影と同様に,

ラグランジュの未定乗数 µを導入してラグランジアンH(θ, µ)を

H(θ, µ) =
N∑

i=1

pi log θi + µ

(
1 −

N∑
i=1

θi

)
で定義する. このラグランジアンを θi, i = 1, · · · , N に関して微分して 0

とおくことにより,
∂H

∂θi

=
pi

θi

− µ = 0

を得る. 制約
∑N

i=1 θi =1と,
∑N

i=1 pi =
1
U

∑U
u=1

∑N
i=1 θ̂u

i =1なる条件を用
いると, µ=1を得る. 従って, m射影によるパラメタの更新は次式で計算
できる

θi(t+1) = pi =
1

U

U∑
u=1

θ̂u
i (t).

なお, emアルゴリズムは観測データに過適合することが多い. これを
防ぐために, (5.11)に対して正則化項を加えて,

Lreg
em(θ) =

U∑
u=1

min
θu∈Du

KL(θu, θ) + ϵKL(θunif , θ),

なる最適化問題を考える. ここで θunif = ( 1
N

, . . . , 1
N

)である. この場合,

emアルゴリズムのmステップ (5.14)は

θi(t+1) =
1

U + ϵ

(
U∑

u=1

θ̂u
i (t) + ϵ

1

N

)
, i = 1, . . . , N (6.12)



のように修正される. 本論文では, 人工データを用いた実験においては正
則化した (6.12)を用いた. このときの最適な ϵは, データセットによって
一般には異なり, クロスバリデーションなどで推定することができる. し
かし, 本論文における実験では簡単のためデータ数U を用いて ϵ=U/2と
定めた. また, データ数が多い実データを用いた実験においては, 正則化
項を加えて過適合を防ぐ代わりに, アルゴリズムの繰り返しを収束する前
に早い段階で停止するという方法をとった.

付録 7: 未評価アイテムの取り扱い
ここでは, グループ化ランキング観測データにおいてユーザが評価して
いないアイテムが存在する場合の推定アルゴリズムを導く. 実用上, 全て
のユーザが全てのアイテムを評価するという状況は考えにくく, アイテ
ム選好度パラメタの推定アルゴリズムは未評価アイテムを扱える必要が
ある.

観測データに未評価のアイテムがある場合でも, 図 5.2のアルゴリズム
における初期化ステップはそのままでよい. つまり, M 変数に関する U

個の最適化問題 (5.10)を解けば良い. しかし, emアルゴリズムにおける
e-ステップは, 射影 (5.12), (5.13)を未評価アイテムを考慮したものに修正
する必要がある. 記述の簡単のため, ユーザのインデックス uを省略する
と, 図 5.2のアルゴリズムにおける e射影は次のように修正される. この
ユーザが評価したアイテムに関しては

θ̂i(t) =
θi(t)∑

j∈Gm|i
θi(t)

Θ̂m|i ×
e−KL(Θ̂,Θ(t))

e−KL(Θ̂,Θ(t)) + Θ∗(t)
, i ∈ Gm, m = 1, . . . ,M

(6.13)

となり, 未評価アイテムに対しては

θ̂i(t) = θi(t) ×
1

e−KL(Θ̂,Θ(t)) + Θ∗(t)
, i ̸∈ ∀Gm, (6.14)

となる. ここで, 未評価のアイテムに対応するパラメタ全ての和を

Θ∗(t) =
∑

i̸∈∀Gm

θi(t),

で表し, KL(Θ̂, Θ(t))=
∑M

l=1 Θ̂l log Θ̂l

Θl(t)
とした. もし未評価アイテムがな

い場合には, Θ∗(t) = 0であり,上式はアルゴリズム 5.2におけるe射影に一



致する. これらの修正した更新則は次のように導出できる. 図 5.2のアルゴ
リズムにおける e射影を導出するために,最適化問題 (5.10)の解 {Θ̂m}M

m=1

を
∑

i∈Gm
θiに関する制約条件として利用した. グループ化ランキング観

測データに未評価アイテムがある場合には, 等式制約
∑

i∈Gm
θi = Θ̂mを,

比に関する制約
∑

i∈Gm
θi ∝ Θ̂mに置き換える. そして, これらの値の比

を
∑

i∈Gm
θiの制約として用いるのである. つまり, Θ̂m/Θ̂M = cm, m =

1, . . . ,M−1として, グループ化ランキング観測データによって定義され
る部分多様体は

D =

{
θ ∈ ∆N−1

∣∣∣∣∣
∑

i∈Gm
θi∑

i∈GM
θi

= cm, m = 1, . . . ,M−1

}

のように修正される. その上で, アルゴリズムの前回の繰り返しによって
得られている θ(t)から部分多様体Dへの e射影は, 次の最適化問題の解
として得られる:

min
θ

N∑
i=1

θi log
θi

θi(t)
, (6.15)

subject to

∑
j∈Gm

θj∑
j∈GM

θj

= cm, m = 1, . . . ,M−1, (6.16)

N∑
i=1

θi = 1. (6.17)

この問題のラグランジアンは

F (θ, {λm}M−1
m=1 , µ) =

N∑
i=1

θi log
θi

θi(t)
+

M−1∑
m=1

λm

(∑
j∈Gm

θj∑
j∈GM

θj

− cm

)
+µ

(
N∑

i=1

θi − 1

)

で, 未定乗数は ({λm}M−1
m=1 , µ)である. ラグランジアンを θi, i=1, . . . , N に

関して微分してゼロとおくことで, 次の方程式系を得る:

θi =


θi(t)µ̄

−1e−λm/ΘM , i ∈ Gm, m = 1, . . . ,M−1,

θi(t)µ̄
−1 exp

(∑M−1
m=1

λm

ΘM

Θm

ΘM

)
, i ∈ GM ,

θi(t)µ̄
−1, i ̸∈ ∀Gm,

.



ただし, µ̄ = e1+µとした. 各グループに属する θiを加え合わせるとで,

Θm = Θm(t)µ̄−1e−λm/ΘM , m = 1, . . . ,M−1, (6.18)

ΘM = ΘM(t)µ̄−1 exp

(
M−1∑
m=1

λm

ΘM

Θm

ΘM

)
, (6.19)

Θ∗ = Θ∗(t)µ̄
−1 (6.20)

となり, これらの連立方程式をλm/ΘM , m=1, . . . ,M−1に関して解けば,

λm

ΘM

=
M∑
l=1

(
log

Θm(t)

Θl(t)
− log

cm

cl

)
clΘ̂M (6.21)

=
M∑
l=1

Θ̂l log
Θ̂l

Θl(t)
+ log

Θm(t)

Θ̂m

(6.22)

= KL(Θ̂, Θ(t)) + log
Θm(t)

Θ̂m

(6.23)

を得る. ただし, cM = Θ̂M

Θ̂M
=1である.

次に, µ̄を考える.
∑M−1

m=1 Θm + ΘM + Θ∗ = 1であることと, 式 (6.18),

(6.19), (6.20)から,

µ̄ =
M−1∑
m=1

Θm(t)e
− λm

ΘM + ΘM(t) exp

(
M−1∑
l=1

λl

ΘM

cl

)
+ Θ∗(t) (6.24)

=
M∑

m=1

Θm(t)e
− λm

ΘM + Θ∗(t) (6.25)

である. ただし, λM =−
∑M−1

m=1 cmλmとした. なお, 式 (6.23)はm=M に
ついても成立する. 式 (6.23)を式 (6.25)に代入して,

µ̄ =
M∑

m=1

Θ̂me−KL(Θ̂,Θ(t)) + Θ∗(t) = e−KL(Θ̂,Θ(t)) + Θ∗(t)

を得る. 最後に, 式 (6.23)と式 (6.25)を用いると, 未評価アイテムに対す
る e射影の公式が式 (6.13)と式 (6.14)で得られる.

アルゴリズムのm-ステップは e-射影に依存し, 観測データに直接は依
存しないため, m-ステップはアルゴリズム 5.2と同様に行ってよい.
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