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 理工 学を は じ め と す る 各 分 野 に 現 れる数 学問 題に つ いてコ ンピ ュー タ ーを用 い

て数値 的に ‘ 正 し く ’ 解 く こ と を 精 度保証 付き 数値 計 算とい う． 本論 文 は非線 形

常微分 方程 式 の 2 点 境 界 値 問 題 と 楕 円型境 界値 問題 の 精度保 証付 き数 値 計算法 に

ついて まと め た も の で あ る ． 本 研 究 におい て微 分方 程 式の精 度保 証付 き 数値計 算

とは ，「 得ら れ た 数 値 解を 利 用 し た 問 題の解 の存 在証 明 」を行う こと ，その 存 在範

囲とな る「厳 密 な 誤 差 評 価 を 与 え る 」こ との 2 つを 同 時に行 う数 値計 算 法を指 し

ている ．こ れ は 数 値 計 算 の 枠 を 超 え た研究 であ り， 得 られた 数値 解を 中 心に誤 差

の範囲 内で 解 の 局 所 一 意 存 在 を コ ン ピュー ター で示 す ことが でき る． 本 研究の 特

徴的な 点は 関 数 解 析 の 知 識 を 利 用 し ，無限 次元 の問 題 に対し ，有 限回 の 操作し か

できな いコ ン ピ ュ ー タ ー を 用 い て 厳 密な議 論を 展開 す るとい うと ころ で ある． 有

限と無 限の 誤 差 は 近 似 手 法 の 誤 差 評 価式を 利用 して 把 握でき る． さら に コンピ ュ

ーター 上の 数 値 計 算 は IEEE754 標 準 規格（ 電子 計算 機 におけ る数 の表 現 ，四則

演算と 平方 根 の 演 算 結 果 精 度 ， 丸 め ，例外 を定 めた 規 格）の 浮動 小数 点 数を基 礎

として いる こ と か ら ， 計 算 に 生 じ る 計算誤 差が 区間 演 算を用 いる と把 握 可能で あ

る．す なわ ち 微 分 方 程 式 の 数 値 計 算 に生じ るす べて の 誤差を 把握 する こ とが可 能

になり ，こ れ と 不 動 点 定 理 を 組 み 合 わせる こと で解 の 存在が コン ピュ ー ター上 で

数学的 に証 明 可 能 に な る ．  
本論文 では 非 線 形 常 微 分 方 程 式 の 2 点境界 値問 題と 半 線形楕 円型 境界 値 問題を

考えて いる ． こ の 問 題 に 対 す る 精 度 保証付 き数 値計 算 の目標 は得 られ た 数値解 の

近傍に 真の 解 が 含 ま れ る よ う な 範 囲 （誤差 評価 ）を 与 えるこ とで ある ． これら の

問題に 対す る ブ レ ー ク ス ル ー 的 な 先 行研究 とし て日 本 の中尾 らに よる 方 法とド イ

ツの Plum に よ る 方 法 が 有 名 で あ る ．どち らも 偏微 分 方程式 の境 界値 問 題の解 の

存在証 明を コ ン ピ ュ ー タ ー で 行 う 有 用な方 法と して 20 年以上 発展 して き た．こ

れら 2 つ の先 行 研 究 に は 以 下 の 特 徴 がある ．中尾 らの 方法は ，不動 点定 式化の 際

に問題 を無 限 次 元 ， 有 限 次 元 部 分 に それぞ れ分 け， 個 々に不 動点 定理 の 条件を 検

証して いる ． ま た 数 値 解 に は 有 限 要 素解の よう な誤 差 評価が 得ら れる 近 似解を 仮

定し， 誤差 評 価 式 を 用 い る こ と で 検 証条件 の収 束を 保 証して いる ．一 方 Plum に

よる方 法は ， 得 ら れ た 数 値 解 に 対 し てその 誤差 評価 式 を必ず しも 必要 と しない 特

徴があ る． さ ら に 不 動 点 定 理 の 検 証 条件を チェ ック す るため に， 問題 か ら導か れ

る線形 化作 用 素 の 逆 作 用 素 の ノ ル ム 評価を ホモ トピ ー 法によ って 厳密 に 評価し て

いる． これ に よ り 誤 差 評 価 式 が な い ，また は得 るこ と が難し い近 似方 法 につい て

も精度 保証 付 き 数 値 計 算 が 可 能 に な る．  
本研究 で提 案 す る 精 度 保 証 付 き数 値 計算法 は誤 差評 価 式を利 用し ，か つ 線形化

作用素 の逆 作 用 素 の ノ ル ム 評 価 を 使 用する 精度 保証 付 き数値 計算 方法 で ある． こ

れは先 行研 究 の 2 つ の 特 徴 を 共 に 採 用した 方法 であ り ，フレ ーム ワー ク が大変 シ

ンプル で理 解 し や す い ． 常 微 分 方 程 式，偏 微分 方程 式 ともに 同一 のフ レ ームワ ー

クで考 える こ と が で き る ． 本 論 文 の 前半に おい ては 提 案手法 であ る  
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Newton-Kantorov i ch の 定 理 を も とに した 精度 保証 付 き 数値 計算 法の フ レ ームワ

ークを 非線 形 常 微 分 方 程 式 の 2 点境 界値問 題を 例に 説 明して いる ．ま た 同じフ レ

ームワ ーク で 楕 円 型 境 界 値 問 題 も 精 度保証 付き 数値 計 算可能 であ るこ と を示し て

いる． 偏微 分 方 程 式 の 場 合 は 常 微 分 方程式 の場 合と は 違い， 対象 とす る 領域に よ

って毎 回， 考 え る べ き い く つ か の 定 数評価 が生 じる ．  
楕円型 境界 値 問 題 を 考 え る 場 合， 提 案手法 は三 角形 要 素によ る有 限要 素 解を仮

定し，その と き の 有 限 要 素 法 の 誤 差 定数と Sobo lev の埋め込 み定 理の 厳 密な上 界

評価が 精度 保 証 付 き 数 値 計 算 に は 必 要であ る． 提案 手 法では 問題 を弱 形 式化し ，

近似解 を弱 解 と し て 数 値 計 算 し て い る．さ らに 弱形 式 に対し てい くつ か の作用 素

を定義 し， 問 題 を 非 線 形 作 用 素 方 程 式の形 に同 値な 変 換を行 うこ とで ， 得られ た

非線形 作用 素 方 程 式 に Newton-Kantorov i ch の定理 を適 用する こと で， 不 動点定

理 を も と に し た 解 の 局 所 一 意 存 在 性 と そ の 誤 差 評 価 式 を 得 る ．

Newton-Kantorov i ch の 定 理 の 検 証条 件を チェ ック す る ため には 次の 三 つ の定数

計算が 必要 に な る ． 一 つ 目 は 問 題 か ら導か れる 線形 化 作用素 の逆 作用 素 のノル ム

評価． これ を 有 限 要 素 法 の 誤 差 評 価 式を利 用し た形 で 評価し てい る． 線 形化作 用

素には 強圧 性 を 仮 定 し な い ， す な わ ち線形 化作 用素 に 逆作用 素が 存在 す るかも コ

ンピュ ータ ー を 使 っ て 示 す 必 要 が あ る．本 論文 では 線 形化作 用素 の逆 作 用素の 存

在とそ のノ ル ム 評 価 を 与 え る 検 証 方 法を定 理の 形で 紹 介して いる ．定 数 計算の 二

つ 目 は 得 ら れ た 数 値 解 と 非 線 形 作 用 素 方 程 式 の 残 差 評 価 で あ る ． P1， P2 要 素 を

用いた 有限 要 素 近 似 解 は 通 常 二 階 微 分値が 二乗 可積 分 ではな い． この 場 合残差 評

価は計 算で き な い こ と に な っ て し ま うが， 先行 研究 は 平滑化 とい う技 術 を使用 す

ること で困 難 を 回 避 し て い る ． 本 論 文では 提案 する フ レーム ワー クで の 平滑化 を

用いた 評価 を 説 明 し ， 平 滑 化 の 技 術 と Raviar t -Thomas の混合型 有限 要素 法を応

用 す る こ と で ， よ り 良 い 残 差 評 価 を 得 て い る ． 最 後 に 線 形 化 作 用 素 の Li pschi tz
定数評 価が 必 要 で あ る ． こ の 値 は 問 題によ って 決ま る 評価で あり ，本 論 文中で は

ある非 線形 項 に つ い て ， 考 え る 定 数 を具体 的に 得る 方 法を説 明し てい る ．  
本論文 の後 半 で は ， 楕 円 型 境 界値 問 題の領 域を 任意 多 角形に 拡張 した 場 合を説

明して いる ． 任 意 多 角 形 領 域 （ と く に非凸 な多 角形 領 域）に おい ては ， 古典的 な

有限要 素法 の 誤 差 評 価 式 が 成 り 立 た ない． さら に先 行 研究で は収 束オ ー ダーが 悪

くなる 結果 も 知 ら れ て い る ． 著 者 は 混合型 有限 要素 法 を利用 し， 所望 の 誤差評 価

を計算 可能 な 部 分 に 分 け ， そ れ ぞ れ 精度保 証付 き数 値 計算を 行っ てい る ．これ に

より厳 密評 価 が 可 能 で あ る ． こ の 評 価方法 は先 行結 果 と同じ か， また は 時に良 い

収 束を 得る ．さ ら に Sobo lev の 埋め 込み定 数を 評価 す るため には 考え て いる任 意

多 角 形 領 域 上 で La plac ian の 最 小 固 有 値 の 下 界 を 計 算 す る 必 要 が あ る ． こ れ は

劉・大石 が提 案 し た Laplac ian の精 度保証 付き 固有 値 評価式 が効 果的 な 下界評 価

を与え ，著 者 は そ れ を 利 用 し ， 最 初 の固有 値の 下界 を 得てい る． 残差 評 価につ い

ては任 意多 角 形 領 域 に お い て も 混 合 型有限 要素 を用 い た方法 が効 果的 で ある．  
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本論文 は 5 章 と 付 録 から 構 成 され る ．第 1 章 では ，本 研究が 行わ れた 背 景とし

て非線 形常 微 分 方 程 式 の 2 点 境 界値 問題，非線 形楕 円 型境界 値問 題に 関 する事 柄

が記述 され る ． コ ン ピ ュ ー タ ー に よ る計算 誤差 の把 握 のため のツ ール と しての 区

間演算 の紹 介 を 行 い ， 本 論 文 の 目 的 ，概要 ，構 成等 が 述べら れる ．  
第 2 章で は ，は じ め に 論 文 中 で使 用 する関 数空 間を 準 備して いる．次に 非線形

常微分 方程 式の 2 点 境界 値 問 題 を 用 いて ，対 象と する 問題を 弱形 式化 し ，い くつ

かの作 用素 を 定 義 す る こ と で 非 線 形 作用素 方程 式に 同 値な変 換が 可能 で あるこ と

を示し てい る ． そ し て 非 線 形 作 用 素 方程式 に Newton-Kantorov i ch の定理 を適用

し，得 られ た 数 値 解 の 近 傍 に 真 の 解 が存在 する こと を 示すフ レー ムワ ー クの詳 細

を紹介 して い る ．非 線 形 常 微 分 方 程 式の 2 点 境界 値問 題の精 度保 証付 き 数値計 算

法のフ レー ム ワ ー ク は そ の ま ま 非 線 形楕円 型境 界値 問 題へ拡 張可 能で あ る．こ の

章の最 後は 楕 円 型 境 界 値 問 題 で の 定 式化と 定義 につ い て述べ てい る．  
 前述 のと お り ， 提 案 す る 精 度 保 証 付き数 値計 算法 に はいく つか の厳 密 な定数 評

価が必 要で あ る ．第 3 章 で は 常 微分 方程式 の場 合 ，任 意多角 形領 域上 で の楕円 型

境界値 問題 の 場 合 の そ れ ぞ れ に お い て，有 限要 素法 の 誤差定 数と Sobo lev の埋め

込み定 理の 厳 密 な 上 界 評 価 方 法 を 述 べてい る． 特に 非 凸な多 角形 領域 に おける コ

ンピュ ータ ー で 計 算 可 能 な 誤 差 定 数 につい て Hyperc i rc l e  equat ion を 用い る手法

の詳細 を示 し て い る ． こ こ で 得 ら れ る誤差 評価 を用 い て埋め 込み 定数 は 厳密な 評

価が得 られ る こ と に なる ．  

第 3 章で 得 ら れ た 厳 密 な 定 数 評価 を 用いて ，第 4 章で は，線 形化 作用 素 の逆作

用素の ノル ム 評 価 ， 数 値 解 を 用 い た 非線形 作用 素方 程 式の残 差評 価， 線 形化作 用

素の Lipschitz 定 数 評 価 の 3 つ そ れぞ れにつ いて 議論 し ている ．特 に逆 作 用素の

ノルム 評価 で は ， 計 算 可 能 な 有 限 次 元逆作 用素 のノ ル ム評価 があ る行 列 の一般 化

固有値 問題 の 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 で厳密 に評 価で き る事を 述べ てい る ．  
第 5 章で は ，数 値 的 検 証 を 行 った 例 をいく つか 紹介 し ている．具体 的に は非線

形常微 分方 程式 の 2 点 境 界 値 問 題 に分 岐解が 存在 する こ とを精 度保 証付 き 数値計

算で示 した 例や ， 方 程 式 に い く つ か 数値解 が存 在す る 場合の それ ぞれ に ついて 解

の一意 存在 が証 明 で き た 例 を 示 し て いる． また 任意 多 角形領 域上 で楕 円 型境界 値

問題の 近似 解を 得 て ， そ の 誤 差 評 価 の範囲 内に 解が 局 所一意 存在 する こ とを精 度

保証付 き数 値計 算 し た 例 も 示 し て い る．さら に GUI を 利用し た任 意多 角 形領域 上

での精 度保 証 付 き 数 値 計 算 ツ ー ル に よる結 果も 紹介 し ている ． 5 章 の最 後 では数

値結果 から 分 か る 本 研 究 の ま と め ， 今後の 展望 につ い て述べ てい る．  
最後に 付録 と し て 混 合 型 有 限 要素 の 一つで ある Raviar t -Thomas の有限 要 素に

ついて その 定 義 と 性 質 ， 実 際 に 数 値 計算す る際 の具 体 的な表 現に つい て まとめ て

いる ．Raviar t -Thomas の 有 限 要 素は 本論文 の 3 章 ，4 章 で使用 して おり ，3 章で

有限要 素法 の 誤 差 評 価 式 ， 4 章 で残 差 評価式 とい う精 度 保証付 き数 値計 算 法での

核とな る部 分 で 使 用 し て い る ．  
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