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緒言

数理モデルとパターン形成
私たちの身のまわりで起こる種々の現象は多様な要素が複雑に結びついて生じるために、それ自

身を直接考察することは容易ではない。そこで人類は現象に強く関わる一部の性質だけに着目した
り、あるいは理想的な状況を考えたりすることで現実を切り取り、簡単化したものを考察すること
で現象を理解する手がかりとしてきた。
このように現実を切り取って構成されたモデルのうち、とくに数学の言葉を用いて記述された数

理モデルは、現象に対する数理科学的な視点をもたらす。数学の言葉に抽象化された視点から現象
を考察し解析することは、複雑な現象の背景にある個別具体的な性質を超えて、そのさらなる背後
に横たわる普遍的な数理構造をつまびらかにする一歩となる。つまり数理モデルの考察から、私た
ちは現象の背景にある本質的な性質を見出したり、あるいは現象間に共通する普遍的な性質を見出
したりすることができる。
とくに時間発展する現象の数理モデルは、しばしば以下のような力学系とよばれる差分方程式系

や微分方程式系;

xn+1 = F (xn) (1)
dx

dt
= F (x) (2)

として導入されてきた。例えば式 (1)のような差分系としては生物の個体数モデルとしてのロジス
ティック写像 [1]、式 (2)のような微分方程式系としては古典力学の Newtonの運動方程式*1や神経
発火のモデルである FitzHugh-Nagumoモデル [2, 3]などがその一例である。

*1 質量M の物体についての典型的な Newtonの運動方程式は以下のような 2階常微分方程式;

M
d2x

dt2
= F

(
x,
dx

dt

)
(3)

で表されるが、ここに運動量 p = M dx
dt
という時間発展変数を導入し F̃ (x, p) = F

(
x, p

M

) と置きなおすと、
式 (3)は 

dx

dt
=

p

M
dp

dt
= F̃ (x, p)

(4)

という等価な 1階常部分方程式系へ帰着することができる。
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本学位論文では空間パターンを形成する時間発展系を扱う。式 (1)と (2)の状態変数 xは時間に
のみ依存しているが、時空間パターン形成の数理モデルではさらに空間変数にも依存した偏微分方
程式などによって数理モデルが定式化される。
空間パターンが形成される自然界の現象としては、キリンや熱帯魚などの動物の体表面の模

様 [4]、蕁麻疹 [5]、乾燥破壊 [6]、テープの剥がし跡 [7]、貝の模様 [8]、BZ 反応などの化学反応
系 [9,10]などがあげられる。その性質の研究においては、例えば動物の体表面模様や BZ反応など
のパターン形成に対しては反応拡散方程式とよばれる、以下のような非線形項 (化学反応項)とラ
プラシアンによる線形な局所相互作用項 (物質の拡散項)を組み合わせた偏微分方程式;

∂u

∂t
= F (u) + ∆u (5)

を用いてモデル化がなされている。反応拡散方程式は時空カオスや自己相似パターンなど多様なパ
ターン [11–13]を形成することが知られており、本論文の第 I部でも反応拡散的な系としてテープ
の剥がし跡のパターン形成モデルを定式化し、その性質を解析する。

パターン形成モデルの定式化
空間パターンは、連続空間の対称性が破れたマクロな構造として現れる。このような空間的にマ

クロな構造が現れる系の数理モデル化においては、偏微分方程式のような連続空間の系としてモデ
ル化するか、系やパターンの特徴的なスケールを単位構造とした空間差分系として、さらに時間変
数や状態変数までも離散化した超離散系 (本論文では超離散系を主に離散系とよぶ)としてモデル
化するなどの方向が考えられる。
離散系としてのモデル化では現象をそのまま描写することで直感的に行いうるという利点があ

る。例えば、エレメンタリーセルオートマトン (Elementary Cellular Automaton; ECA)*2を用い
て導入されたテープの剥がし跡の離散モデル*3はその一例である。テープを適当な条件下で剥がす
と、その剥がし跡に図 1のようなシェルピンスキーガスケットに似た自己相似パターンが現れるこ
とが知られている。Yamazaki et al. [14]はこの剥がし跡を再現する空間離散の 2状態セルオートマ
トン (CA)モデルを提案した。この CAモデルでは、「剥がし跡において黒い領域は白い領域中を
広がっていくが、その逆は起こっていないように見える」という観察を直接、「白い状態にあるセ
ルの近傍に黒い状態のセルが存在するとき 1ステップ後のセルの状態は常に黒に遷移する」という
時間発展則*4として導入している。
このように離散系としてのモデル化は、起きている現象をそのままモデルへ落とし込み、現象

*2 第 5章 2節を参照。
*3 第 1章 3節でも紹介する。
*4 この時間発展則は ECA254というルールの ECAに相当する。ECA254はほぼすべての初期条件から系全体が黒い終
状態へと時間発展するため、これだけでは剥がし跡のパターンを再現できない。そこで提案された CAモデルには、
ランダムに黒い状態が白い状態に遷移するという確率的な過程も導入されている。CAモデルが再現するパターンは
実際の剥がし跡と似ており、定量的にも自己相似的な時空パターンに関連したいくつかの統計量が実験と近いスケー
リングを示すことが確認されている [14, 15]。
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図 1 テープの剥がし跡に現れる自己相似パターン。画像サイズは 15× 30mm2。
(a)剥離速度 V = 0.45mm/min、(b)剥離速度 V = 0.48mm/min。[著者と日本物理学会の許諾の
もと、 [14]より転載。 © (2012)日本物理学会.]

を描写することができるが、一方でこれは単に現象を描写したものにすぎないともいえる。その
ため、「黒い状態にあるセルの近傍の白い状態のセルは黒い状態へ遷移する」という時間発展則が
テープの剥がし跡において、どのような仕組みで実現されているかまでは議論できない。そのよう
な詳細な機構は連続系のモデルから議論されうるが、前述の確率的 CA モデルで行われたような
「実際の現象におけるダイナミクスの見た目をそのままモデルへ導入するような定式化」を、連続
系としての定式化においても実行できるとは限らない。
例えば連続空間中の各点が局所的にしか相互作用しない系であれば、大域的に現れる大規模な構

造同士の相互作用と局所的な相互作用の機構には隔たりが生じうる。そのため、連続系としてのモ
デル化においては現象にどのような機構が本質的な役割を果たしているかを考察し、適切に取り入
れることで数理モデルを定式化することが求められる。

離散と連続
数理モデルの定式化にあたっては離散系と連続系という 2 つの方向があることを述べたが、そ
の 2 つをどのように結びつけるかは興味深い問題*5である。例えば Hayase [11] は空間 1 次元の
Bonhoffer-van der Pol型の反応拡散方程式の孤立波が、シェルピンスキーガスケットパターンを形
成することを発見した (図 2)。シェルピンスキーガスケットパターンは ECA90などの離散系のダ
イナミクスから現れることが知られており、反応拡散方程式という偏微分方程式からシェルピンス

*5 Wolframの 9番目の問題ともよばれる [16]。
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図 2 Bonhoffer-van der Pol型反応拡散方程式が形成するシェルピンスキーガスケットパターン。
[著者と米国物理学会の許諾のもと、 [17]より転載。© (1998) The American Physical Society.]

キーガスケットパターンが得られることは、連続系であっても離散系で現れるパターン形成を実現
可能であることを示している。Hayase and Ohta [17]は、自然界の現象の観察を通して離散モデル
を構成するように、この Bonhoffer-van der Pol 型反応拡散方程式の示す孤立波のダイナミクスを
観察することで、孤立波が自己複製、対生成、保存という特異な挙動をすることを確認した。そし
て、この観察をもとに CAモデルを定式化し、孤立波によってシェルピンスキーガスケットパター
ンが形成されるメカニズムに一定の理解を与えた。
この CA モデルの定式化は具体的な系のダイナミクスの観察によっているが、より系統的に連

続系から離散系を抽出する手法として超離散化の方法*6がよく知られている。偏微分方程式の離散
化では通常、時間微分項、空間微分項を単純な差分に置き換えることなどにより離散化されるが、
超離散化の方法では状態変数をも離散化することで連続系を離散系 (超離散系)に落とし込む [18]。
超離散化の方法によって導出された超離散系は、元の連続系の保存量やソリトン的な性質を引き継
ぐことがいくつかの具体例 [18]に対して知られており、複雑な連続系をシンプルな離散系に落と
し込むことができる強力な手法として興味を惹いている。例えば交通流のモデルとしても扱われる
Burgers方程式という偏微分方程式の超離散化から導出される ECA184は、これもまた交通流のモ
デルとして扱われている [20]。

*6 超離散化の方法は大まかに以下の手順で実行される。まず元の系の状態変数X、Y に対して
X = exp(A/ε), Y = exp(B/ε)

という Cole-Hopf変換を行い、新たな変数 A、B を導入する。次に
A+B = lim

ε→0
ε log(XY )

Max{A,B} = lim
ε→0

ε log(X + Y )

という公式 [18]を適用することで、元の状態変数での (+,×)を (Max,+)の演算に置き換える。これにより、状態
変数も離散化された超離散系を定式化することができる。なお、この公式は状態変数が負の値をとる場合や差の演算
(−)に対応していないといった問題点があるが、その場合の対応としてはトロピカル差分化 [19]などが提案されて
いる。
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一方、連続系から離散系を抽出する際とは違い、離散系を出発点としてその性質を保持したまま
連続系を定式化する試みにおいては、「離散系で定義されていない領域のダイナミクス」という未
知の情報を適切に追加し補完する必要がある。実際、単純に超離散化の方法を逆にたどるだけでは
離散系のダイナミクスを再現する連続値をとる系を構成することは、一般的にできない。例えば振
動的な挙動を示す離散系から導出された連続値の系が、系全体の状態変数が 0の一様状態に緩和す
るダイナミクスを示すなど、導出された系が一般的に元の系の性質を保持しない [21]。
改善案として、フィルター関数を導入することで 0へ緩和しかけたダイナミクスを引っ張り上げ
る過程を追加する方法 [21]や、セルオートマトンのルール同士の重ね合わせを利用する方法 [22]

が検討されている。ここからさらに Taylor展開による近似や、時間遅れ微分方程式としての定式
化によって時間連続化や空間連続化を行うことで ECAのダイナミクスを再現する偏微分方程式が
定式化されている [21, 22]が、系統的な手法としては確立していない。
他に離散系に対応する連続系として、超離散系をナイーブに連続値をとる系へ拡張したファジー

セルオートマトン (Fuzzy cellular automaton; FCA) [23, 24]というものも提案されている。例え
ば ECAの場合、各セルは {0, 1}の 2値しかとらないが、これに対するファジーエレメンタリーセ
ルオートマトン (FECA)は、

• 全セルの値が 0か 1のいずれかをとるとき、系は ECAと同じダイナミクスを示す。
• 全セルの値が [0, 1]に含まれているとき、各セルのダイナミクスは [0, 1]の範囲に収まる。

という性質をもった力学系である。FECA は無数に構成されうるが、例えば真理値表からの構成
などの系統的手法 [25]や交通渋滞を記述する離散モデルという具体例を出発点とした FECAの構
成 [26]などが議論されてきている。

論文の構成
本学位論文では時空パターン形成現象について、とくに空間 1次元、時間 1次元系とみなされる

(1+1)次元の時空パターン形成現象を考察する。緒言では時空パターン形成現象のモデル化には離
散系としてのモデル化の方向と連続系としてのモデル化の方向があることを述べてきたが、とくに
第 I部では連続系について議論し、第 II部では離散系についての議論を行う。各部は次のような章
立てで構成される。
第 I部ではテープの剥がし跡という、粘着剤の連続体ダイナミクスから現れる自己相似的な構造

をもった時空パターン形成現象について議論する。第 1章では背景として、テープ剥がしに関する
先行研究において報告された実験結果や、関連して提案されている数理モデルを紹介する。第 2章
では先行モデルとは異なる視点から、テープの剥がし跡を再現する力学的なモデルを新しく提案す
る。また提案したモデルの数値計算を行い、その結果を実験と比較する。第 3章では提案したモデ
ルの数理的な性質を解析し、モデルの分岐構造や剥がし跡に自己相似パターンが生成される機構に
ついての考察を行う。さらに先行モデルとの比較を行う。第 4章で第 I部のまとめと今後の展望を
述べる。
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第 II部では離散系である ECAに対して、その観測量の時間発展を追う枠組みである Koopman

作用素を導入する。そして、その枠組みのもとで ECAの性質を議論する。とくに、その Koopman

スペクトル解析の結果から系の保存量などの物理的性質を議論できることを述べる。第 5 章で
Koopman作用素と ECAについての導入を行う。第 6章で ECAに対して Koopman作用素を導入
し、その行列表現を構成する。さらに ECAの Koopman固有関数を陽に構成する。また、13セル
の ECAの、すべての独立なルールに対して Koopman固有解析を数値的に実行した結果を述べる。
第 7章で第 II部のまとめと今後の展望を述べる。
最後に、第 8章で第 I部、第 II部を通してのまとめと、連続と離散という視点からの展望を述
べる。
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第 I部

連続系に現れる自己相似構造



第 1章

背景

第 I部では、自然界において連続系に自己相似構造が現れる例として私たちの日常生活でも身近
なテープの剥がし跡を考察する。これを通じて先行研究の議論ではテープの剥がし跡の形成に本質
的であるとされていた 1⃝双安定性、 2⃝相互作用の非対称性、 3⃝大域的相互作用、 4⃝ノイズという 4

つの性質 [27]のうち、双安定性とノイズ以外の性質はテープの剥がし跡の再現にあたって必ずし
も必要ではないことが示される。以下が第 I部の構成である。
第 1章ではテープを剥がす際に実験的に確認されている性質や先行研究における数理モデルを紹

介する。第 2章では剥離先端のダイナミクスを記述する運動方程式として、先行研究とは異なるメ
カニズムでテープの剥がし跡を再現するモデルを、双安定な van der Pol型の常微分方程式を反応
項にもった反応拡散的な系として提案する。また、スケーリングなどの実験的に確認されている諸
性質を提案モデルがよく再現することを示す。さらにテープの剥がし跡が非平衡相転移の Directed

Percolation 普遍クラスに属することを示唆する。第 3 章では提案モデルの数理的性質を議論する
とともに、剥がし跡に自己相似パターンが現れるメカニズムを、提案モデルと関連する離散系から
考察する。第 4章で第 I部のまとめと展望を述べる。

1.1 イントロダクション
セロハンテープやゴムテープなどの粘着テープを貼って剥がすという行為は、私たちにとって日

常的なものである。この粘着という、わずかに圧をかけることで 2つの物体を簡単に接着できる性
質は、その有用性から日常生活のみならず工業的にも社会的に幅広く応用され、長く研究されてき
ている [28–31]。
粘着テープはまさに、この粘着現象を応用したとくに身近な例である。粘着テープとは紙やフィ

ルムなどの基材の片面または両面に粘着剤の層をもたせたものであるが、これを用いて私たちは
さまざまなものを簡単に接着し、さらにその状態を長時間にわたって保持することができる。この
粘着テープの「接着力」・「タック性 (貼り付けるとすぐに実用に耐える接着性を示す性質)」・「保持
力」という 3つの機能は、粘着 3要素ともよばれている [32]。実用的には、さらに「耐反発性」・
「シール性」・「再剥離性」などの性質が求められる場合もある [32]。これらの性質の発現には粘着
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剤のバルク物性や界面物性などが関わるが、本研究では粘着テープの設計や高分子物性などの具体
的詳細には触れない。
本研究ではテープの剥がし跡の形成メカニズムについて考察する。この剥がし跡の形成には、

テープを剥がすときの剥離先端 (テープが基板から今まさに剥がれようとしている部分)の構造や
ダイナミクスが影響することが知られている [33]が、本研究では新たなメカニズムのもとで剥離
先端ダイナミクスの現象論的な力学モデルの提案を行う。本章ではその前に、研究背景としてテー
プ剥がしに関わる先行研究の実験やモデルを紹介する。

1.2 テープ剥離先端のダイナミクス
テープを剥がす際にビリビリと振動することは非常に身近な現象であるが、これは剥離先端にお

ける断続的な振動に由来する。この振動現象は地震 [34]やゴムの引き裂き [35]などの破壊の物理
で観測される slip-stick振動である [36]。実験的にはテープを剥がす際の引っ張りにかかる力のダ
イナミクスに、定常的な振動や、カオス的な振動などが現れることが報告されている [36]。
剥離先端のダイナミクスについては長く研究されてきているが [29,30,36]、ここではMaugis and

Barquins [36]による剥離先端の振動に関する研究を簡単に紹介する。彼らは図 1.1に示すような、
ロール状に巻かれたテープを引っ張り剥がすという実験を行った。実験においてはテープを引っ張
る際に必要な力などが計測されている。
実験の結果、一部の速度領域においてテープの引っ張りにかかる力 P に振動的な挙動が現れる

ことが確認された。さらに図 1.2に示すようにテープの引っ張りにかかる力 P に比例した量であ
るエネルギー解放率 G = P/bと剥離先端が剥がれる速度 v = RΩの関係において、一部の剥離速

図 1.1 Maugis and Barquins [36]によって行われた実験の概略図。
左側のロール状になっている粘着テープを右側のロールで引っ張ることで剥離する。V はテー
プを引っ張る速度、Lは剥離テープの長さ、Ωは粘着テープのロールの角速度、αはテープの
剥離先端の位置の基準位置とのずれの角度である。[Springer Natureの許諾のもと、 [36]より転
載。© (1988) Springer Nature.]
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図 1.2 実験的に測定された Gと v の関係。
一部の速度領域で v の増大とともに Gが減衰している。[Springer Natureの許諾のもと、 [36]
より転載。© (1988) Springer Nature.]

度領域では Gが減衰する様子が確認された。ここで bはテープの幅、Rはテープのロールの半径、
Ωはテープのロールの角速度である。
Maugis and Barquins [36]は、この剥離先端のダイナミクスを記述する現象論的な常微分方程式

モデルを提案している。そのモデルでは、テープを引っ張る速さ V をコントロールパラメタとし
て剥離速度 v とエネルギー解放率 Gの 2変数の時間発展を考察している。詳細な導出は省略する
が、最終的に以下の 2変数モデル (以降ではMBモデルとよぶ)が定式化されている。

dv

dt
= b(G− Φ(v))/m

dG

dt
= −k(v − V )/b.

(1.1)

ここで Φ = Φ(v) は定常的な速度でテープが剥がれる場合のエネルギー解放率であるが、これは
slip-stick振動の起きている領域では直接計測されない。そのため、モデルの上で Φは剥離速度に
応じて単調増加する 2つの速度領域に、単調減少する速度領域が挟まれたような N字型の関数で
導入される。bと k、mは正の定数である。数値計算を実行すると、このモデルは図 1.3に示すよ
うに相空間において周期的なダイナミクス (振動的挙動)を示す。とくにモデルにおける Gについ
てのヌルクラインから、図 1.2の N字型の関数も再現されている。
MBモデルを v についてのダイナミクスにまとめると、以下の 2階常微分方程式;

d2v

dt2
+ µω

dΦ

dv

dv

dt
+ ω2(v − V ) = 0 (1.2)

へ帰着される。ここで新たな定数、ω =
√

k
m、µ = b√

km
を導入した。さらに x = v − V、
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図 1.3 MBモデルの相空間。[Springer Natureの許諾のもと、 [36]より転載。© (1988) Springer Nature.]

F (x) = Φ(v)− Φ(V )、f(x) = dF/dx = dΦ/dv という変数変換を行うことで、MBモデルは

d2x

dt2
+ µωf(x)

dx

dt
+ ω2x = 0 (1.3)

へと書き換えられる。これは Liénard 方程式とよばれるタイプの常微分方程式になっており、さ
らに新たに y = G−Φ(v)という変数を導入することで、以下の Liénard系とよばれる常微分方程
式系へ帰着できる*1。 

dx

dt
= µω[y − F (x)]

dy

dt
= −ω

µ
x

(1.4)

とくにこの F が適当な条件を満たす場合、Liénardの定理 [37]から系がリミットサイクル解を有
することが示される。このように、MBモデルはテープ剥離における slip-stick振動を再現するモ
デルとなっている。
MBモデルは 2変数のダイナミクスであるためカオス的挙動を示さない [37]が、その後の研究
では Hong and Yue [38]により、テープ剥離の実験におけるカオス振動やノコギリ波を再現する 3

変数の決定論的なモデルが提案されている。また、Hongらのモデルでは剥離進展時の剥離速度を
人工的に導入しているが、De et al. [39]によって、慣性項を考慮することでこれを記述できる力学
的なモデルも提案されている。より現象に忠実な数値計算として、テープの剥離を有限要素法でシ

*1 とくに f が (1− x2)のような関数のとき、式 (1.3)は van der Pol方程式とよばれる。van der Pol方程式を Liénard
系に帰着したものは Bonhoffer-van der Pol 方程式とよばれる。神経発火モデルとして有名な FitzHugh-Nagumo 方
程式は Bonhoffer-van der Pol方程式をベースとして定式化されている。式 (1.4)の F は 3次関数とは限らないため
Bonhoffer van der Pol方程式そのものとは限らないが、N字型の関数形をしていることから Bonhoffer-van der Pol型
の方程式とみなせる。
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ミュレーションする研究も行われている [40,41]。例えば Ayami et al [41]では剥離先端を横から見
た 2次元系に簡単化し、2層フィルムの剥離をシミュレーションしており、引っ張り速度と引っ張
りに必要な力の関係についての実験結果が再現されている。

1.3 テープ剥離先端の空間構造と剥がし跡
第 1章 2節では「テープを引っ張る際に必要な力」というマクロな性質に着目したが、テープの

剥がし跡の形成には剥離先端の微小な空間構造が関わってくる。Urahama [42] は剥離先端の観察
を通じて、剥離速度やテープを引っ張る力に応じて剥離先端に 2種類の構造が現れることを確認し
た。1つ目は遅い剥離で見られる構造で、粘着剤に空気が侵入することで形成されるトンネル状の
構造*2である。そしてもう 1つは比較的速い剥離において現れる、糸を引くような構造である。ま
たMaugis and Barquins [36]などによっても確認されていたように、剥離速度を大きくすると途中
でテープを引っ張る力が小さくなる領域が存在するが、この領域がちょうど剥離先端の構造が切り
替わる剥離速度の速度領域に対応していることが確認されている。
この剥離先端の構造と剥がし跡の関連について、ここでは Yamazaki and Toda [7, 33, 44]による

実験を紹介する。この実験では図 1.4に示すような系が用いられた。テープの基材の弾性によるダ
イナミクスへの影響を調べるために、テープはばねを介して引き剥がされている。この実験を通し
てさまざまな速度やばね定数における引っ張りに必要な力や剥離先端の構造、剥がし跡の性質が調
べられた。

図 1.4 Yamazaki and Toda [7, 33, 44]によって行われた実験の概略図。
基材の弾性的な性質の影響を調べるために、テープはばねを介して定速で引っ張られ、剥がされ
る。[著者と Elsevierの許諾のもと、 [7]より転載。© (2006) Elsevier.]

*2 トンネル構造はフィンガリング不安定性によって形成される [43]。

6



まずテープを引っ張る際の力と速度の関係については、図 1.5に示すように N字型の関数となる
ことが確認された。とくにばねがやわらかい場合には、ばねを引っ張る力に slip-stick的な振動が
現れることで、引っ張る力の取る値がある程度の幅をもつ速度領域が存在することが確認された。
ここで剥離先端の構造に注目すると、図 1.6 (a)の左下部に示すように遅い引っ張りにおいて剥離
界面の粘着剤に空気が侵入し、トンネル的な構造が形成される。そして速い引っ張りでは図 1.6 (b)

の左下部に示すようにトンネル構造は崩壊する。つまり、テープを引っ張る速度の大小により剥離
先端には「トンネルあり」と「トンネルなし」の 2種類の構造が現れる。そして、この 2種類の構
造に応じて図 1.6に示すような剥がし跡が確認された。図 1.6 (a)と (b)は上方から下方にテープを
剥がしたときの剥がし跡であり、(a)が低速領域のトンネル構造がある剥離界面によって形成され

図 1.5 実験的に測定された、ばねを引っ張る力と速度の関係。
各図はそれぞれテープを引っ張るばねのばね定数 k = (a) 2.9 × 102N/m、 (b) 1.7 × 103N/m、
(c) 2.4× 104N/m。[著者と Elsevierの許諾のもと、 [7]より転載。© (2006) Elsevier.]

図 1.6 さまざまな引っ張り速度で見られるテープの剥がし跡。
剥離は画像上方から下方へ進展する。左下の図は剥離先端の拡大画像。トンネル構造があると
粘着剤に空気が侵入し、白っぽいはがし跡となる。つまり、白と黒の領域はそれぞれトンネルあ
りの状態となしの状態に対応する。(a)トンネル構造がある場合。(b)トンネルがない場合。(c)
剥離先端が同期振動している場合。実サイズは 25mm× 25mm。(d)剥離先端に両方の状態が混
在している状態。実サイズは 25mm × 25mm。[著者と Elsevier の許諾のもと、 [7] より転載。
© (2006) Elsevier.]
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た剥がし跡、(b)が高速領域のトンネル構造が崩壊した剥離界面に対応する剥がし跡である。
さらに、ばねを引っ張る力が引っ張る速度に対して単調減少するような中間的な速度領域におい

て、2 種類の先端構造が切り替わることで剥がし跡に 2 つの状態が入り混じった特徴的な時空パ
ターンが現れる。図 1.6 (c) と (d) はそれぞれ中間的な速度領域において上方から下方にテープを
剥がしたときの剥がし跡である。図 1.6 (c)は、系がやわらかい (ばねのばね定数が小さい)ときに
現れる振動的なパターンである。これは剥離界面全体の構造が同期した振動をみせることで出現す
る。対して図 1.6 (d)は、系が硬い (ばねのばね定数が大きい)ときに現れるシェルピンスキーガス
ケットに似た自己相似パターンである。これは剥離先端の２種類の構造がカオティックに切り替
わることによって出現する。図 1.7は、引っ張る速度 V とばね定数 k を変えたときに得られたパ
ターンについての相図である。
また、剥離先端の構造によってテープを引っ張る力が変化する [42]が、剥がし跡の白い領域の

割合と引っ張りに必要な力の間に図 1.8に示すような比例関係があることが確認されている [7]。
さて、剥がし跡の形状が引っ張り速度に応じて変化したり、自己相似的なパターンが形成されたり

する現象のメカニズムを明らかにするために、いくつかのモデルが考案されている [7,14,15,27,44]。
剥離先端の構造は粘弾性流体である粘着剤によって形成される 3次元構造であるため、これを忠実
に再現するには 3次元の連続体のダイナミクスを考察する必要がある。しかしテープの剥がし跡は
剥離先端の空間１次元のダイナミクスによって形成されており、その定性的性質は１次元空間のモ
デルから明らかにできることが期待される。実際、先行研究のモデルはいずれもシンプルな空間１

図 1.7 ばねの強さ kと引っ張り速度 V を変えて実験的に得られたパターンについての (k−V )

平面上の相図。剥がし跡のパターンと各領域は、図 1.6 (a) が領域 A、図 1.6 (b) が領域 B、
図 1.6 (c)が領域 C、図 1.6 (d)が領域 Dに対応する。[著者と Elsevierの許諾のもと、 [7]より
転載。© (2006) Elsevier.]
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次元のモデルとして定式化されている。
最初に提案されたモデルは、剥離先端の状態 ϕの状態ダイナミクスを記述するフェーズフィール

ドモデルとして定式化された連続モデルである。これまでに提案されたフェーズフィールドモデル
は数種類ある*3が、ここでは Yamazaki and Toda [7]において導入された以下のモデル (以降、本モ

図 1.8 領域 Dにおいてばねの引っ張りにかかる力と剥がし跡の白い領域の割合の関係。
直線はアイガイドである。[著者と Elsevierの許諾のもと [7]より転載。© (2006) Elsevier.]

*3 物理的意味合いが見た目にわかりやすく、さらにMBモデルと近い性質があることから Yamazaki [27]によって導入
された以下のフェーズフィールドモデルも簡単に紹介する。


dϕi

dt
= −aϕi(ϕi − 0.5)(ϕi − 1) +D{θ(ϕi+1 − ϕi) + θ(ϕi−1 − ϕi)} − v + ξi, i = 1, . . . N

τ
dv

dt
= (ϕ̄− V )− v, τ =

N

k
, ϕ̄ =

1

N

N∑
i=1

ϕi

(1.5)

−aϕi(ϕi − 0.5)(ϕi − 1)が二重井戸型のポテンシャルになっており、井戸の底にあたる ϕi = 0、1のそれぞれが
剥離先端にトンネル構造のある状態とない状態に対応している。つまり、このあと導入される状態 Aと Bに対して
は、ϕi = 0が状態 A、ϕi = 1が状態 Bに対応する。各変数の意味合いは式 (1.7)と同様である。このモデルは、系
全体が同期的な振動挙動をしている（つまり、D{θ(ϕi+1 − ϕi) + θ(ϕi−1 − ϕi)} = 0）と仮定し、さらにノイズも
無視すると、ϕ̄についての以下のモデルへ書き換えられる。

dϕ̄

dt
= −aϕ̄(ϕ̄− 0.5)(ϕ̄− 1)− v

τ
dv

dt
= (ū− V )− v

(1.6)

このモデルは第 2式右辺 3項の −v という項を除いてMBモデルに表式が概ね一致する。この −v という項がダイ
ナミクスに無視できない影響を与える可能性はあるが、Yamazaki [27]において示された相空間はMBモデルと似た
ものとなっており、数理的に近い性質を示している。
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デルのことをフェーズフィールドモデルとよぶ)を紹介する。
dϕj
dt

= −fint(ϕi)−D{θ(ϕi − ϕi+1) + θ(ϕi − ϕi−1)}+ ϕ̄v∗ − v + ξi, i = 1, . . . N

τ
dv

dt
= V − v

ϕ̄
, τ =

N

k
, ϕ̄ =

1

N

N∑
i=1

ϕi

(1.7)

このモデルはトンネル構造の離散的な構造を単位構造とした、空間について離散的なモデルとし
て構成されており、ϕi が i番目の単位構造の状態を表している。−fint は二重井戸型のポテンシャ
ル項になっており、N字型の区分線形関数で与えられている。井戸の底がそれぞれ剥離先端にトン
ネル構造のある状態とない状態に対応させられている。以降では、トンネル構造のある状態とない
状態をそれぞれ状態 A、状態 Bとよぶことにする。数値計算においては ϕi = 1、2が井戸の底に
設定されており、ϕi = 2がトンネル構造のある状態 (状態 A)、ϕi = 1がトンネル構造のない状態
(状態 B)にそれぞれ対応している。
このモデルのとくに特徴的な点は、以下のランプ関数を用いて導入された非対称な相互作用で

ある。

θ(x) =

{
0 x < 0,

x x ≥ 0.
(1.8)

この隣接構造間の相互作用 θ は、実験において図 1.9に示されるように状態 Aと状態 Bの間に先
端位置のギャップがあることから、隣接する単位構造の状態変数の差を引数とした関数となってい
る。さらに θ の非対称性は、実験の観察において「状態 Bの近傍にある状態 A」は状態 Bに遷移
しやすい一方で、「状態 Aの近傍にある状態 B」が状態 Aに遷移する様子が見られないことから、
この現象を状態 Bが状態 Aを引っ張る作用は存在するがその逆はないという非対称性によるもの
と解釈し、それを表現したものとして導入されている。
D は空間相互作用の強さであり、ξi は粘着剤の不均一性や粘着剤と基板の間に入り込む気泡に

よるノイズを表す項である。さらにモデルにはばねの効果が vのダイナミクスとして導入されてお

図 1.9 剥離先端における 2種類の状態の境界部分。
白矢印が 2状態の境界を示している。上側の領域がトンネル構造のある状態で、下側がトンネ
ル構造の崩壊した状態である。各図は左から順に 3秒ごとのスナップショットで、剥離は左か
ら右へ進展している。[著者と Elsevierの許諾のもと、 [7]より転載。© (2006) Elsevier.]
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り、ϕ̄という ϕi の平均値を介して系全体が相互作用する大域的な空間相互作用項も導入されてい
る。ここで v はばねが状態 ϕi に及ぼす単位構造あたりの力の大きさ、V はばねを引っ張る速度、
k が引っ張りに使うばねのばね定数、N が剥離先端にある単位構造の数を表している。v∗ は定数
である。図 1.10 (a)と (b)はそれぞれフェーズフィールドモデルを数値計算して得られたダイナミ
クスと相図であり、実験結果を再現していることが確認できる。
その他に提案されている数理モデルは、いずれも確率的セルオートマトン (CA)モデルである。
最初の確率的 CAモデル (モデル A) [14]は、「黒い状態の近傍にある白い状態が黒い状態に遷移す
る様子が剥がし跡にみられるが、その逆は見られない」という実験的に確認された 2状態間の非対
称性を反映した「あるセルの隣接セルに黒い状態が存在するとき、次時刻のセルの状態は黒に遷移
する」という決定論的ダイナミクスを用いて定式化されている。この時間発展則は ECA254とい
う ECAのルールに対応する。ECA254はほとんどの初期条件から黒の一様状態に時間発展してし
まうため、系の状態に依存して変化する確率で各セルの状態が黒から白に遷移するという、確率的
ダイナミクスを組み合わせてモデル Aは定性的に構成されている。
Ohmori and Yamazaki [15, 45] によって構成された他 2 種類の確率的 CA モデル (モデル B、モ

デル Cとよぶ)は Yamazaki [27]のフェーズフィールドモデル (本節脚注*3の式 (1.5))の超離散極
限から構成されている。いずれのモデルも図 1.11に示すように実際の剥離と似たパターンを形成
する。
さらに確率的 CA モデルは、スケーリングの観点からも実験結果を再現することが確認されて
いる。実験と確率的 CA モデルは、いずれも (1+1) 次元パターン中の黒い領域 (状態 B) に囲まれ

図 1.10 (a) モデルが示す典型的なパターン。(b) ばねの強さ k と引っ張り速度 V を変えて
フェーズフィールドモデルから得られたパターンの (k − V )平面上の相図。[著者と Elsevierの
許諾のもと、 [7]より転載。© (2006) Elsevier.]
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た白いクラスター (状態 A) の各サイズ s についての s の累積分布 F (≥ s)、各クラスターの時間
方向の長さの標準偏差 h(s)、空間方向の長さの標準偏差 w(s) が、F (≥ s) ∼ s−ξ、h(s) ∼ sν∥、
w(s) ∼ sν⊥ という冪的な性質を満たす。そして、これらのスケーリングとフラクタル次元 D の
比較において、第 2 章 2 節の表 2.1 に示すように確率的 CA モデルは実験に近い値を再現してい
る [14, 15]。
さて、ここまでテープを剥がすことに関する先行モデルを紹介してきたが、とくに剥がし跡の再

現においては非対称な相互作用が特徴的な効果として導入されていた。実際、フェーズフィールド
モデルの空間相互作用項をラプラシアン的な対称な相互作用に置き換えてみると、自己相似パター
ンが再現されないことが確認されている [7, 27]。つまり、先行モデルを出発点とした議論では非対
称な相互作用がテープの剥がし跡の再現に本質的な役割を果たしていることになる。
しかし、この非対称な相互作用は粘着剤という連続体の局所的な相互作用として考えると作用反

作用の法則に反する。つまり、フェーズフィールドモデルは剥離先端の力学的なダイナミクスの議
論には適しておらず、あくまでも状態ダイナミクスを記述したモデルとみなされる*4。
その一方で、剥離先端の構造に応じて剥離先端の変位が異なることが実験的に確認されており

(図 1.9)、剥離先端の力学的なダイナミクスからパターン形成を議論できる可能性は十分に期待さ
れる。力学的なモデルを用いてテープの剥がし跡のパターン形成を考えるためには、剥離先端の各
点が空間対称な相互作用のもとで時間発展する、新たな機構のモデルを考える必要がある。
第 2章では、空間対称な相互作用をもちながらテープの剥がし跡に現れる時空パターンを再現で

きる、剥離先端の力学的ダイナミクスを記述するシンプルなミニマルモデルを新たに提案する。

図 1.11 確率的 CAモデルが示す典型的なパターン。
図のサイズは空間方向 (横軸) N = 512、時間方向 (縦軸) 512ステップ。(a)モデル A。(b)モデ
ル B。(c)モデル C。[著者と日本物理学会の許諾のもと、 [15]より転載。 © (2019)日本物理学
会.]

*4 緒言でも触れたように大域的に現れる単位構造同士の相互作用と局所的な相互作用の関連は明らかではない。そのた
め、系の 3次元的な空間構造と剥離先端の離散性のために状態 Aが状態 Bに遷移する際に力学的な相互作用とは別
の、剥離先端位置のずれに起因する何らかの機構によって非対称な相互作用が実現されている可能性はここでは否定
されない。ただし第 2章のモデル化では、作用反作用の法則をみたす対称な相互作用でも剥がし跡のパターンを再現
できることが示される。
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第 2章

モデルの定式化と物理的性質

2.1 硬い系の運動方程式モデル
本節では Newton の運動方程式をベースにしたシンプルなモデル [46] を提案し、さらにその数

値計算結果を簡単に紹介する。まずは Yamazaki and Toda [7]の実験における系が硬い場合、つま
りばねを引っ張る速度 V がテープの剥離速度そのものになる場合を考える。系がやわらかい場合
については第 2章 2節で検討する。

2.1.1 モデルの定式化
第 1章 3節でも述べたようにテープの剥がし跡と剥離先端の構造には対応があり、トンネル構造

に対応する剥離先端の位置はトンネルのない構造より伸びている様子が実験的に確認されている
(図 1.9)。そこで今回は、剥離先端の 1次元空間における単位構造の番号 iと時刻 tにおける粘着剤
の変位幅 u、ui(t)のダイナミクスに着目したモデル化を行う。
これにより ui(t)はフェーズフィールドモデルの時間発展変数 ϕi と同様に、2つの剥離界面の状

態を表す状態変数とみなすこともできる。つまり、大きい uと小さい uをそれぞれ状態 Aと状態
Bに対応しているとみなすこととする。モデルの定式化においては、この剥離先端の力学的ダイナ
ミクスを Newtonの運動方程式の形で定式化することとした。
新しくモデルを定式化するにあたって、モデルの各点ダイナミクスには図 2.1のようなイメージ

の相空間が実現されていると推測した。まず低速領域と高速領域では、図 2.1 (a)と (b)に示すよう
に系はそれぞれ状態 Aと Bに対応する固定点のみを安定固定点として有している。次に中間的な
速度領域においては、図 2.1 (c)に示すように状態 Aは摂動によって状態 Bへ遷移しやすい性質*1

があると推測した。
このような相図を実現する剥離先端の力学的ダイナミクスの各点モデルとして、以下の Newton

*1 つまり状態 Bに隣接する状態 Aは相互作用によって不安定化し、状態 Bに遷移しやすくなっている。
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図 2.1 相空間ダイナミクスのイメージ図
(a)小さな V。系は状態 Aに対応する安定固定点を 1つだけもつ。(b)大きな V。系は状態 Bに
対応する安定固定点を 1つだけもつ。(c)中間的な V。系は状態 Aと Bに対応する 2つの安定
固定点をもつ。 1⃝状態 Aにある系のトンネル構造が外乱によって壊れると、 2⃝系の状態は状
態 Bへ遷移する。しばらくして、系の状態は状態 Aへと戻る ( 3⃝)。

の運動方程式を現象論的に考案した。

d2s

dt2
= −dU(u)

du
− b

ds

dt
+ f

(
u,
du

dt

)
(2.1)

s(t) は s = 0 を剥離開始点としたときのテープが剥離した長さを表しており、変位 u とは
s = u+ V tという関係にある。系は状態 Aと Bの 2種類の状態をとることから、U は二重井戸型
のポテンシャル項として導入する。つまり、U の 2つの井戸の底が状態 Aと状態 Bに対応する。
b > 0は粘着剤の粘性の大きさ、V が引っ張り速度 (つまり、剥離速度)に対応する。
遅い剥離速度において状態 Bはポテンシャルの井戸の底であったとしても、状態 Aに比べて外
乱に対して不安定化しやすいと考えられる。f はこのような効果を与えるための非線形項として、
現象論的に導入した。f の具体的な表式は粘着剤の粘弾性的な性質や剥離界面の 3次元ダイナミク
スについての考察から導入できることが期待されるが、今回は以下の考察をもとにその近似的な表
式を推測した。
まず変位 uが二重井戸のポテンシャルの底で静止しているときは、仮にその状態が不安定であっ
ても定常状態となっていることが期待される。つまり f は du

dt の関数である。そして f の符号は
du
dt の符号に応じて変化することが期待される。このような関数を最低次で近似すると、f は du

dt の
1 次関数となる。次に、f は状態 B の近傍で強く作用するような単峰関数であることが期待され
る。このような関数は uについての 2次関数で与えることができる。以上の考察から f の最低次
近似は、f ∼ (a − c(u − d)2)dudt となる。ここで aは不安定化の強さ、cは不安定化が効く領域の
大きさ、dは状態 Bの位置に対応する定数である。
ところが、このような関数で f を導入した数値計算では V を変化させたときのパターンの変化

の仕方を上手く再現できなかった。そこでさらなる物理的要請として、f は十分遠方で 0 となる
(lim|u|→∞ f = 0)という条件も考慮し、uについては Lorentz型の関数を用いることとした。以上
から f = a

1+c(u−d)2
du
dt という関数で、不安定化をもたらす非線形項を負の粘性項として現象論的
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に導入した。ここで a、cと dは定数であり、上述のものと同じ意味合いを有している。
このとき、式 (2.1)を sの代わりに u = s− V tのダイナミクスへ書き換えることで

d2u

dt2
= −dU

du
− b

(
V +

du

dt

)
+

a

1 + c(u− d)2
du

dt
(2.2)

という各点ダイナミクスについてのモデルが得られる*2。式 (2.2)の右辺における −dU
du

− bV が弾

性的な項であり、
(
−b+ a

1 + c(u− d)2

)
du

dt
が散逸的な項になっている。

さらにモデルには、以下のような空間相互作用項を導入する。

D1(ui+1 + ui−1 − 2ui) +D2

(
dui+1

dt
+
dui−1

dt
− 2

dui
dt

)
(2.3)

ここで D1 と D2 は正の相互作用係数である。この相互作用項は粘着剤の粘弾性的な性質に対応し
ており、D1(ui+1 + ui−1 − 2ui)は弾性的な効果、D2

(
dui+1

dt + dui−1

dt − 2dui

dt

)
は粘性的な効果と

して導入される。
以上をまとめると、以下のモデルが定式化される。

d2ui
dt2

= − dU

du

∣∣∣∣
u=ui

− b

(
V +

dui
dt

)
+

a

1 + c(ui − d)2
dui
dt

+D1(ui+1 + ui−1 − 2ui) +D2

(
dui+1

dt
+
dui−1

dt
− 2

dui
dt

) (2.4)

以降、このモデルを反応拡散モデルとよび、式 (2.2)を反応項、式 (2.3)を拡散項とよぶこととする。

2.1.2 モデルのダイナミクスと実験の比較
数値計算
式 (2.4)に基づいた以下の方程式の数値計算を行った。

d2ui
dt2

= −3(ui − 1)2(ui − 2)−
(
V +

dui
dt

)
+

2

1 + 20(ui − 1)2
dui
dt

+(ui+1 + ui−1 − 2ui) + 0.1

(
dui+1

dt
+
dui−1

dt
− 2

dui
dt

) (2.5)

状態 Aと Bはそれぞれ u = 2と 1に対応している。式 (2.5)には明記されていないが、実験にお
いて基板と粘着剤の間に入り込む気泡の効果を再現するために、各点に対して p dt = 0.001dtとい
う確率で系の状態が ui(t) = 0へ遷移するというランダム性を導入して数値計算を行った。
初期条件は ui(t = 0) = 0、 dui

dt

∣∣
t=0

= 0とした。これは剥離先端が剥離開始時に変形していな
いことを表している。境界条件には周期境界条件を採用した。そして、時間発展の計算スキーム

*2 第 3章 3節でも触れるが、このモデルは二重井戸型のポテンシャルをもった van der Pol型の常微分方程式となって
いる。

15



は dt = 0.01として 4次の Runge-Kutta法を用い、空間方向に並んだ単位構造の数は N = 103 と
した。
図 2.2に、このモデルから得られた典型的な時空パターンを示す。白と黒の領域がそれぞれ状態

A、Bに対応している。この 5つの異なる剥離速度 V におけるパターンから、V の増大に伴って
白の領域 (状態 A)が減少する代わりに黒の領域 (状態 B)が増大していく様子を確認できた。そし
て、それに伴って白と黒それぞれのクラスターの連結性が入れ替わる様子を確認できた。この性質
は先行研究における実験結果 [7, 33]とも整合している。

時空パターンのスケーリング
先行研究では剥がし跡の自己相似的なパターンが、白い領域のクラスターサイズ s に関する累

積サイズ分布 F (≥ s)、クラスターの時間方向の長さの標準偏差 h(s) と空間方向の幅の標準偏差
w(s) が、F (≥ s) ∼ s−ξ、h(s) ∼ sν∥、w(s) ∼ sν⊥ という冪的な性質をもつことが確認されてい
る。そして、それらとフラクタル次元 D を含めたスケーリング的性質が実験と確率的 CA モデ
ルの間でよい対応を示すことが確認されている [14, 15]。表 2.1に今回の反応拡散モデルの数値計
算によって得られた ξ、ν∥、ν⊥、そして D を示す。比較のために表には先行研究で報告された
値 [14, 15]と、先行研究では計測されていなかったフェーズフィールドモデルに対する値も新たに
計測して記載した。
表の実験値は黒い領域が長時間生存できるようになり始める引っ張り速度付近の剥がし跡を用い

て計測されたものであり、反応拡散モデルについても黒い領域が長時間生存できるようになり始め
る剥離速度 (V = 0.309)の数値計算結果を用いた。これにより、反応拡散モデルのパターンは実験
結果に対応するスケーリングを再現できていることが確認された。

黒い領域の割合
小さい剥離速度 V においては剥がし跡の黒い領域は生成しても速やかに死滅するが、V が増大

するとともに黒い領域の生存時間が長くなり、パターン中の黒い領域の割合が増大する。そして、

図 2.2 式 (2.5)の数値計算で得られた典型的なパターン。
画像上方から下方へ時間発展する。空間方向 (横軸) は N = 103、時間方向 (縦軸) の幅は
t = 500 ∼ 1200 である。右端にカラーバーも表示した。(a) V = 0.2。(b) V = 0.30。(c)
V = 0.309。(d) V = 0.32。(e) V = 0.5。
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表 2.1 自己相似パターンに関するスケーリング指数

ξ ν∥ ν⊥ D

反応拡散モデル (式 (2.5)) at V = 0.309 0.78 0.45 0.63 1.82

フェーズフィールドモデル [7]

at V = 2.2, τ = 1
0.91 0.31 0.61 1.78

model A at r = 0.275 [14] 0.85 0.41 0.58 1.70

model B at r = 0.181 [15] 0.84(±0.04) 0.41(±0.03) 0.58(±0.02) 1.61(±0.01)

model C at r = 0.037 [15] 0.81(±0.05) 0.41(±0.03) 0.58(±0.03) 1.62(±0.01)

peeling at V = 0.48mm [14] 0.85 0.45 0.59 1.70

最終的には剥がし跡全体が黒い領域で埋め尽くされる。黒い部分が剥がし跡全体に占める割合と
引っ張り速度 V の関係は実験的に調べられている [7]。この結果と比較するために ui(t)の代わり
にモデルの状態を表す変数 ε(u)を以下のように導入する。

ε(u) =

{
1 u < 1,

0 u ≥ 1.
(2.6)

ここで ε(u)は状態 Aで 0をとり、状態 Bで 1をとる量とみなされる。このとき、剥がし跡を占め
る黒い状態の割合 ρは

ρ =
1

NT

∫ T

0

N∑
i=1

ε(ui(t)) (2.7)

で定まる。図 2.3 (a) に剥離速度 V と ρ の関係を示す。黒丸が式 (2.5) の数値計算結果であり、
連続的な転移が生じている様子を確認できる。ρ が 0 から立ち上がり始める臨界的な V の値は
Vc = 0.309と推定した。
Yamazaki and Toda [7] によって計測された実験結果は青星でプロットした。なお、結果の比較

のために青星は実験における引っ張り速度を適当に変換したうえでプロットした。さらに ρ の臨
界指数を調べるために、ρを V − Vc の関数として両対数グラフにプロットしたものも図 2.3 (b)に
示す。
これらの図 2.3 (a)と (b)に示されたように、実験結果と数値計算結果はよくあっている。とくに
臨界点近傍で秩序変数が ρ ≈ (V −Vc)

β という冪的な性質を示しており、その傾きは β ≈ 0.276と
なった。
以上のように、対称な空間相互作用のもとで考案された今回の反応拡散モデルは、テープの剥が

し跡の見た目や統計的性質をよく再現している。

注釈 1. 今回推定した臨界指数 β はテープの剥がし跡と有向パーコレーション ( Directed Percola-
tion; DP)普遍クラスの関連を示唆している。DP普遍クラスは非平衡相転移の普遍クラス [47, 48]

である。実験的には液晶乱流 [49]や層流乱流相転移 [50,51]が DP普遍クラスに属することが確認
されている。

17



DP普遍クラスに含まれる系は臨界的なスケーリングにおいて近い指数を示す。β については平
均場の理論から β ≈ 0.276486程度になることが計算されており、これは今回計測された値と近い
ものとなっている。実際、テープの剥がし跡に見られるような黒い領域が浸透拡散していく時空パ
ターンは Domany-Kinzelモデルなど [47, 48, 52]の DP普遍クラスに属するモデルで現れるパター
ンによく似ている。
DP普遍クラスのスケーリング的な性質は他にもいくつかあるが、それらに関連した物理量はこ

れまでのテープの剥がし跡に関する実験で計測されてきていない。そのため、テープの剥がし跡の
パターン形成が DP普遍クラスに属するのかどうかの検証は今後の課題である。

図 2.3 (a)黒い領域の割合 ρと V の関係。青星が実験結果 [山崎義弘氏より提供]であり、実際
の剥離速度 v は V = v × 0.48 − 0.146として V に変換されている。黒丸はモデルの数値計算
結果である。なお、数値計算においては N = 104 とした。
(b) ρと V −Vcのスケーリング的関係。ここでは Vc = 0.309とした。赤い直線は傾き 0.276486

のアイガイドである。

2.2 やわらかい系の運動方程式モデル
第 2章 1節では硬い系、すなわちばねを引っ張る速度 V とテープの剥離速度が同じになる場合を

考えた。本節では粘着テープの弾性を考慮するためにばねを介してテープを引っ張った Yamazaki

and Toda [7,33]の実験と同様な系を考えることで、やわらかい系についても考察する。やわらかい
系においては、一般的にテープの剥離速度がばねを引っ張る速度と一致せず、剥がし跡には新たに
同期的な振動パターンが現れる。

2.2.1 ばねの導入
やわらかい系のモデルを定式化するにあたり、剥離先端の時間発展は式 (2.5)で与えられるとす

る。そして式中の V をばねによってテープが剥がされる速度と置き換えることで、モデルにばね
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のダイナミクスを導入する。
まず、テープを引っ張るばねは Yamazaki and Toda [44]の実験や、先行モデル [7, 38, 44]の仮定

と同様に線形ばねを仮定する。ばねは一方の端が機械によって一定の速度 V で引っ張られ、もう
一方の端はテープによって引っ張られているとする。ばねがテープを引っ張る端の位置を Lとし、
剥離開始時点の位置を L(t = 0) = 0とする。実験で確認されているように剥離先端の構造によっ
てテープを剥がす力が変化するが、その変化の仕方は図 1.8 に示したように剥離先端の白い部分
の割合に対してほぼ線形である [7]。このことからテープを剥がすときに必要な力は、ui の平均値
ū = 1

N

∑N
i=1 ui に比例する量で与えることにした。

このとき、ばねの先端位置の時間発展は

d2L

dt2
= −k(L− V t)− b′

dL

dt
−Kū (2.8)

という Newtonの運動方程式で定式化できる。k はばね定数、b′ は粘性の大きさ、K はテープを剥
がすために必要な力に対する ūの比例係数である。Lの時間変化量 dL

dt がテープを剥がす速度とな
る。とくに、b′ > k >> 1という状況が硬い系に対応する。
Lの代わりに l = L− V tというばねの伸びを表す変数を新たにおくと、式 (2.8)は

d2l

dt2
= −kl − b′

(
dl

dt
+ V

)
−Kū (2.9)

へ帰着される。この場合、テープを剥がす速度は dL
dt = dl

dt + V となる。また、テープを引っ張る
際に必要な力は F = klとなる。
以上の l のダイナミクス (式 (2.9))と、第 2章 1節で提案したテープ剥離モデル (式 (2.5))を組
み合わせた以下の微分方程式系を、やわらかい系に対するテープ剥がしモデルとして数値計算を
行った。 

d2l

dt2
=− kl − 20(

dl

dt
+ V )− 10ū,

d2ui
dt2

=− 3(ui − 1)2(ui − 2)−
(
dl

dt
+ V +

dui
dt

)
+

2

1 + 20(ui − 1)2
dui
dt

+D1(ui−1 + ui+1 − 2ui) +D2

(
dui−1

dt
+
dui+1

dt
− 2

dui
dt

)
.

(2.10)

ばねの伸び l の初期条件は l(t = 0)、 dl
dt

∣∣
t=0

= 0、ui の時間発展は第 2 章 1 節と同様の設定で、
dt = 0.01の 4次の Runge-Kutta法を用いて数値計算を行った。

2.2.2 モデルのダイナミクスと実験の比較
時空パターンと相図
式 (2.10)の数値計算において得られた時空パターンの一例を図 2.4に示す。図 2.4 (a)、(b)と (d)

は硬い系でも見られたパターンであるが、ばねを導入したことで図 2.4 (c)に示すような剥離先端
が同期して振動するパターンを新たに得た。
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Yamazaki and Toda [7, 44]ではパターンの見た目をもとにして相図が描かれていたが、今回は以
下の定量的な指標を導入しパターンを分類した。

• A (白い一様状態): 黒い領域の割合 ρが 0.05以下。
• B (黒い一様状態): 黒い領域の割合 ρが 0.94以上。
• C (同期振動状態): A,B以外の場合について、秩序変数の時間平均 ⟨ψT ⟩と時空パターンの秩
序変数 ψ に対して、⟨ψT ⟩ ≥ 1.5ψ を満たす。

• D (時空カオス状態): その他。

ここで新たに導入した時空パターンの秩序変数 ψ と秩序変数の時間平均 ⟨ψT ⟩は、各点の状態を
表す以下の変数 ε′ を用いて定義する。

ε′(u) =

{
1 u ≤ 1,

−1 u > 1.
(2.11)

ε′ は第 2章 1節で導入した εとは異なり、状態 Aに対しては −1、状態 Bに対しては 1をとる量
とみなされる。まず、時空パターンの秩序変数 ψ は

ψ =
1

NT

∣∣∣∣∣
∫ T

0

dt

N∑
i=1

ε′(ui(t))dt

∣∣∣∣∣ (2.12)

で定義する。硬い系の議論で導入した ρ (式 (2.7)) は黒い領域の割合が大きいほど 1 に近い値を
とったが、時空パターンの秩序変数 ψ はパターンが白または黒の一様状態に近いほど 1に近い値
をとり、逆に白と黒の状態が同じ割合で混ざりあっている場合、0に近い値をとる*3。

図 2.4 式 (2.10)の数値計算で得られた典型的なパターン。
画像上方から下方へ時間発展する。空間方向 (横軸) は N = 103、時間方向 (縦軸) の幅は
t = 500 ∼ 1200である。右端にカラーバーも表示した。(a) k = 1.5、V = 0.25 (領域 A)。(b)
k = 1.5、V = 0.46 (領域 B)。(c) k = 1.5、V = 0.38 (領域 C)。(d) k = 8、V = 0.34 (領域 D)。

*3 イジングモデルの秩序変数と同じような定義となっている。
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次に時刻ごとの秩序変数 ψT は

ψT (t) =
1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ε′(ui(t))

∣∣∣∣∣ (2.13)

で定義する。ψT の時間平均 ⟨ψT ⟩は

⟨ψT ⟩ =
1

T

∫ T

0

dt ψT (t)dt (2.14)

となる。ψT は各時刻における剥離先端の状態に対する秩序変数であることから、剥離先端が一様
状態に近ければ 1 に近い値をとる。この ψ と ⟨ψT ⟩ を比較すると、時空パターン中に白と黒の状
態がそれぞれ同程度の割合で存在する場合 ψ は小さい値となるが、領域 Cのような同期的な挙動
をしていると、⟨ψT ⟩は比較的大きな値をとる。そして領域 Dのような両方の状態が乱雑に混ざり
あっていると ⟨ψT ⟩は ψ に近い値となる。つまり、この 2つの量を比較することで領域 Cと Dを
分類できる*4。
図 2.5は、上記の指標で分類したパターンの相図である。これは実験的に得られた相図 (図 1.7)

をよく再現しており、とくにフェーズフィールドモデルに比べて境界が直線的になっている点で実
験により近い結果を与えている。理論的な境界線の導出は今後の課題である。

図 2.5 式 (2.10)で得られたパターンについての (k − V )平面上の相図。
N = 500、t = 5× 103 ∼ 1× 104 の場合に得られたパターンを用いた。

*4 ⟨ψT ⟩のみで分類しない理由は、領域 Dに含まれる時空パターンのなかでもとくに黒または白の状態がわずかにしか
含まれていない場合、⟨ψT ⟩が比較的大きい値をとってしまうために同期的な振動状態 (領域 C)と区別できないため
である。
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引っ張りに必要な力
次に、テープを引っ張る際に必要な力 F = kl と引っ張り速度 V やばね定数 k の関係を調べた

結果を図 2.6に示す。いずれの場合も低速領域や高速領域では引っ張り速度の増大に伴い引っ張り
に必要な力が増大し、中間的な領域で引っ張りに必要な力が減衰することが確認できた。とくに
図 2.6 (a)と (b)のようなばね定数が小さなやわらかい系では中間的な速度領域で、slip-stick的な
振動が再現された。そして、図 2.6 (c)のようにばね定数が大きな硬い系では振動が起こりづらく
なり、引っ張りに必要な力のとる値の幅が小さくなった。これは図 1.5に示された実験結果 [7]を
よく再現している。
以上のように、今回提案した反応拡散モデルはやわらかい系に対しても、テープの剥離先端のダ

イナミクスをよく再現できるモデルとなっている。

図 2.6 ばね定数 k と引っ張り速度 V を変えた際の、ばねを引っ張る力 F = klの箱ひげ図。
N = 104、t = 5× 103 ∼ 1× 104 のデータを用いた。(a) k = 0.05。(b) k = 0.5。(c) k = 8。
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第 3章

モデルの数理的性質

本章では再び硬い系に議論を限定し、反応拡散モデルの分岐構造などの数理的な性質を調べる。
そして、パターン形成の背後にある数理的な機構について考察する。また、先行モデルとの比較を
行う。

3.1 モデルの相空間と分岐構造
図 3.1に反応拡散モデル (式 (2.5))から相互作用項を除いた力学系の、相空間におけるヌルクラ

インと (サドル点の)不変多様体を示す。図 3.1 (a)と (b)に示すように、低速領域と高速領域にお
いて系は唯一の安定固定点を状態 Aに対応する大きな u ≈ 2か、状態 Bに対応する小さな u ≈ 1

に有している。そして中間的な速度領域では図 3.1 (c)に示すように、 1⃝状態 Aから外乱によって
系の状態が安定多様体を越えると、 2⃝系の状態は状態 Bへ遷移し、 3⃝しばらくして状態 Aに戻
る、という図 2.1で推測したダイナミクスが実現される。
このようにコントロールパラメタを変化させることで系のダイナミクスに定性的な変化が起きる

現象を、分岐現象 [37]とよぶ。提案した反応拡散モデルは複雑な分岐を示すが、とくに式 (2.4)か
ら拡散項を除いたモデルにおける分岐は、V を大きくするにつれて次のような順で生じる。図 3.2

に分岐図も示す。

1. まず V = 0のとき、相空間は図 3.1 (a)のようになっており系の安定固定点は u = 2にしか
存在せず、この点が唯一の安定固定点となっている。

2. ここで V をやや大きくすると、状態 Bに対応する u = 1においてサドルノード分岐が生じ、
不安定固定点とサドル点が生成する (図 3.2 1⃝)。

3. V を大きくしていくと、亜臨界 Hopf 分岐により不安定リミットサイクルが生じる
(図 3.2 2⃝)。相空間は図 3.1 (c) のようになる。これにより状態 A に対応する固定点に、
ある程度の大きさの摂動が加わると状態 B側へ大きく迂回して、その後状態 Aに戻ってく
るという閾値発火的なダイナミクスが現れる。これにより、状態 Aが状態 Bに引っ張られ
て状態を遷移するというダイナミクスが実現されている。
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4. さらに V を大きくすると、図 3.1 (d)に示すように状態 Aと Bそれぞれの近傍では状態 B

の吸引領域が状態 Aに比べて大きくなる。これにより状態 Aに摂動が加わると状態 B側へ
大きく迂回して状態 Aに戻ることになるうえ、その迂回の途中で状態 Bでの滞在時間は長
くなりやすくなる。このように状態 B が安定になるにつれ、中間的な速度領域で見られる
自己相似的な時空パターンが出現するようになる。

5. その後、ホモクリニック分岐により安定リミットサイクルが生じる (図 3.2 3⃝)が、すぐに周
期軌道のサドルノード分岐によって消滅する (図 3.2 4⃝)。また、このとき状態 A に対応す
る安定固定点がサドル点と対消滅 (サドルノード分岐)する (図 3.2 4⃝)。これにより、相空間
は図 3.1 (b)に示すようになり、系の安定固定点は u < 1の一つだけとなる。

図 3.1 式 (2.5)の反応項のヌルクラインと (サドル点の)不変多様体。
赤い点線が du

dt
= 0、緑の実線が d2u

dt2
= 0に対応するヌルクライン、橙の破線が安定多様体、青

の一点鎖線が不安定多様体に対応する。(a) V = 0。(b) V = 0.5。(c) V = 0.309。(d) V = 0.4。
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図 3.2 V の変化に伴う反応拡散モデル (式 (2.5))の反応項の分岐図。
赤い実線が安定固定点、黒い点線が不安定固定点、オレンジの点線がサドル点、青い点線が不安
定リミットサイクル、緑の実線が安定リミットサイクルを表している。

3.2 ノイズとカオス
フェーズフィールドモデルが剥がし跡の乱雑さを伴った時空パターンを再現するためには、ノイ

ズが非対称な相互作用と並んで必要な効果であった [14]。しかし、今回の反応拡散モデルでは時空
パターンの形成に必ずしもノイズを必要としない*1。図 3.3は式 (2.4)が示すパターンの一例であ
る。このパターン形成の数値計算には、初期条件を除いてランダム性は含まれていない (つまり、
p dt = 0)。これは、テープの剥がし跡の乱雑な時空パターンが確率的なノイズではなく決定論的な
カオス性に由来することを示唆している。
図 2.2 (d) の自己相似パターンはシェルピンスキーガスケットに似ているが、このような自
己相似パターンは Bonhoffer-van der Pol 型反応拡散方程式や Gray-Scott モデルなどの反応拡散
方程式を用いて形成できることが知られている [11–13, 17]。これらの方程式と今回提案した反
応拡散モデルの関連は、式 (2.4) を 2 成分の Liénard 系に変換することで見出される。式 (2.4)

は MB モデルと同様に Liénard 方程式とよばれるタイプの微分方程式になっており、新たに
wi ≡ dui

dt + bui − a′ arctan(c′(ui − d)) − D2(ui+1 + ui−1 − 2ui) という変数を導入することで

*1 第 2章の数値計算では状態 Bの安定性を増すためにノイズを導入している。また、黒い領域の割合 ρの V 依存性な
どの実験結果の再現にはノイズが必要である。ほかにもノイズによって、領域 Cの同期的な振動が生じやすくなっ
ている。
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図 3.3 式 (2.2)へ式 (2.3)の相互作用項を導入したモデルから得られた時空パターン。
画像上方から下方へ時間発展する。空間方向 (横軸) は N = 103、時間方向 (縦軸) の幅は
t = 500 ∼ 1200 である。カラーバーも表示した。 dU

du
= 0.2(u + 0.5)(u − 1.5)(u − 4)、

V = 0.66、b = 1、a = 1、c = 2、d = 0、D1 = 1, D2 = 0.1、そして p dt = 0である。初期値
は ui(t = 0)と dui

dt

∣∣∣
t=0
のいずれも −2と 2の間の一様乱数で与えた。

Liénard系として、以下のアクティビター・インヒビター系に帰着できる。
dui
dt

= −wi − bui + a′ arctan(c′(ui − d)) +D2(ui+1 + ui−1 − 2ui),

dwi

dt
=
dU

du

∣∣∣∣
u=ui

+ bV −D1(ui+1 + ui−1 − 2ui).
(3.1)

新しく導入された定数 a′、c′ は、式 (2.2)の定数 a、cと a′ = a/
√
c, c′ =

√
cという関係にある。

ここで、もし式 (3.1)第 2式右辺の dU
du + bV という項を uに置き換える、つまり二重井戸型のポ

テンシャルを単井戸型のポテンシャルに置き換えると、式 (2.4)の反応項は自己相似パターンを示
すことが知られている Bonhoffer-van der Pol型反応拡散方程式 [11]の反応項と概ね同じ表式へ帰
着される*2。
反応拡散方程式に自己相似パターンが現れるメカニズムについては、Bonhoffer-van der Pol型方
程式から CAモデル的な理解が与えられている [11]。Bonhoffer-van der Pol型方程式のダイナミク
スを観察すると、生成した孤立波が自己複製、対消滅、保存という 3種類の特異的なダイナミクス
を示すことが確認される。そして、そのダイナミクスには以下の性質が確認されている [17, 53]。

1. 孤立波は一定の時間 T 及び距離 X だけ進むと停止し、２つに分裂する。孤立波の速度は生
成から停止するまで単調減少する。

2. ２つの孤立波が同じ速度で衝突すると距離 l まで近づき、いったん消滅したのち回復する。
つまり、孤立波が保存する。

3. 異なる速度で衝突すると距離 lまで近づき、対消滅する。

*2 正確には式 (3.1)第 1式右辺に含まれるアークタンジェントに相当する部分を、Hayase [11]はハイパボリックタン
ジェントにしているが、関数形はいずれも十分遠方で定数となるシグモイド型の関数である。
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4. 孤立波の速度は、分裂で生まれた孤立波か保存による孤立波かによって違わない。

これをもとに、孤立波のダイナミクスの時間発展を孤立波が１次元離散空間の各格子で起こす事象
(自己複製、対消滅、保存)についての現象とみなすと、以下の CAモデルが定式化される。

at+1
i = ati−1 + ati+1 mod 3 (3.2)

この CAモデル*3はシェルピンスキーガスケットパターンを形成する [17]。実験的にはノイズが生
じるために剥離先端のダイナミクスに対して同様の実験的観察とモデル化を行うことは難しいと予
想されるが、実際の剥がし跡のパターン形成でもこれと似たようなメカニズムで自己相似パターン
が形成されていると推測される。つまりテープの剥離先端で状態 Bが状態 A内を伝播し、自己複
製、対消滅、保存というダイナミクスをすることで、剥がし跡に自己相似パターンが形成されてい
ると考えられる。

3.3 MBモデルとの比較
最後にMBモデルと今回提案した反応拡散モデルを比較する。まず、MBモデルは Liénard方程

式である。式 (1.1)の Φが N字型の 3次関数の場合、このモデルは Bonhoffer-van der Pol方程式
となる。Maugis and Barquins [36]は N字型の関数であることを仮定しているため、MBモデルは
Bonhoffer-van der Pol型の常微分方程式となっている。そして式 (1.4)に帰着されたMBモデルは
van der Pol型の常微分方程式となっている。
今回提案した反応拡散モデルの反応項は、負の粘性項 f = (a − c(u − d)2)dudt に含まれる u の

Lorentz型の関数を uの 2次関数に置き換えると、van der Pol方程式の非線形項に対応する。さら
に二重井戸型ポテンシャルを単井戸型のポテンシャルに置き換えると、これは van der Pol方程式
そのものとなることから、反応拡散モデルの反応項は二重井戸型のポテンシャルをもった van der

Pol型の常微分方程式とみなせる。つまり、今回提案したモデルは数理的にはMBモデルを双安定
(二重井戸型)にし、空間相互作用を与えたモデルともみなせる*4。
また、第 1章 2節の脚注*3でも触れたように、Yamazaki [27]の提案したフェーズフィールドモ

デルもMBモデルとの対応が見られる。すなわち、今回提案した反応拡散モデルとフェーズフィー
ルドモデルの間にも、相互作用の入り方などに差異があるものの一定の対応が見られる。このよう
に独立な機構のもとで提案されたモデル同士が、その背景に van der Pol型の微分方程式という数
理構造を共有している点は興味深い。

*3 mod 3を mod 2に置き換えると、この CAモデルは ECA90に相当する。ECA90もシェルピンスキーガスケッ
トパターンを示す。

*4 ただし、同じ数理的意味合いをもった各変数の物理的意味合いが異なることには注意したい。式 (1.4)に帰着された
MBモデルのダイナミクスはテープが剥がれる速度 v の時間発展を記述しているが、反応拡散モデルはテープ剥離先
端の変位 uの時間発展を記述している。
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第 4章

まとめと展望

第 I部では粘着剤という連続体が、ECA90などの離散系に現れるシェルピンスキーガスケット
に似た自己相似パターンを形成する現象について、モデル化とその解析を行った。このパターン形
成を再現する先行モデルはいくつか提案されてきているが、今回のモデル化では空間相互作用を対
称なものとした新たなメカニズムを提案し、テープの剥離先端のダイナミクスを記述する現象論的
な力学モデルを定式化した。
定式化した反応拡散モデルが示すパターンの統計的性質を調べることで、このモデルは実験結果

をよく再現することが確認された。とくに剥がし跡に現れる黒い領域の割合 ρ と V の関係から、
テープの剥がし跡の形成が DP普遍クラスに属する可能性が示唆された。より詳細な議論や実験的
な検証は今後の課題である。
さらに、テープがばねを介して引き剥がすような状況を考えるために、モデルにばねの効果を導

入した。これによりテープの剥がし跡に現れる系全体が同期したような振動パターンが再現され
た。とくにテープの剥がし跡に現れる 4通りのパターンに対して定量的な分類を考案し、この分類
をもとにしてばね定数 k とばねを引っ張る速度 V を変えて得られた反応拡散モデルのパターンに
ついての相図を描いた。この相図は実験結果から得られた相図をよく再現している。相図の境界線
の理論的導出は今後の課題である。さらにばねの引っ張りに必要な力は引っ張り速度 V に対して
N字型の関数形となることが実験的に確認されていたが、これも反応拡散モデルで再現された。こ
のように今回提案した反応拡散モデルは、テープの剥離先端のダイナミクスに関わる実験結果をよ
く再現できるモデルとなっている。
とくにフェーズフィールドモデルをベースにした議論では、テープの剥がし跡の再現には

1. 双安定性
2. 相互作用の非対称性
3. 大域的相互作用
4. ノイズ

という 4つの性質が本質的であるとされていた [27]。しかし、本研究で提案した硬い系に対する反
応拡散モデルには「相互作用の非対称性」と「大域的相互作用」が含まれておらず、これらの効果
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がなくても剥がし跡の自己相似パターンは再現できることが示された*1。また今回の数値計算では
ノイズの効果も導入したが、適当なパラメタで反応拡散モデルを数値計算すると、ノイズがなくて
も剥がし跡に似たパターンを再現できる。これは、剥がし跡の乱雑さはカオス性によることを示唆
している。
また、反応拡散モデルを Liénard系に帰着することで、シェルピンスキーガスケットパターンを
形成する反応拡散方程式との関連を示した。とくに関連づけられた Bonhoffer-van der Pol 型の反
応拡散方程式が自己相似パターンを形成するメカニズムから、剥離跡の自己相似パターンの形成に
は黒い領域が伝播する際に自己複製・対消滅・保存という性質が関わる可能性が示唆された。
さらにモデル同士の比較により、反応拡散モデルとMBモデル、フェーズフィールドモデルはい

ずれも van der Pol型の微分方程式という近い性質があることを確認した。モデル同士の各時間発
展変数の数理的意味合いと物理的意味合いは必ずしも対応しないが、それでも同様なモデルが独立
した考えのもとで定式化されており、テープの剥離先端のダイナミクスの数理的背景に van der Pol

型の微分方程式の性質があることが示唆される。
今回提案した反応拡散モデルの性質からは、以下の性質がテープの剥がし跡の再現に本質的であ

ると考えられる。

1. 黒い領域の伝播と散逸
2. 閾値発火的な性質
3. 2つの安定状態の存在とその非対称性

この推測はあくまでも現象論的なモデルをベースとしたものであり、実際にモデルに取り入れた機
構が剥離界面で生じているかどうかについては実験、または現象に一層忠実なモデルの数値計算や
解析によって明らかとなることが期待される。
また、現象の背景にある数理構造を探るためには縮約したモデルを考察することが有効である。

提案したモデルは振動的な挙動を示すことから、位相縮約などの手法で縮約されたモデルの定式化
が期待される。これにより、現象の背景にあるいっそう普遍的な数理構造を明らかにできることが
期待されるが、これは今後の課題である。

*1 シェルピンスキーガスケットに似た自己相似パターンを形成するという点に限れば、Bonhoffer-van der Pol型反応拡
散方程式が自己相似パターンを示すように、二重井戸型ポテンシャルの代わりに単井戸型ポテンシャルにしたり、ノ
イズを除いて決定論的にしたりしても自己相似パターンは形成できる。ただし、今回提案した反応拡散モデルから
テープの剥がし跡に現れる諸性質を再現するためには双安定性とノイズは必要な効果である。
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第 II部

離散系の観測量の解析



第 5章

背景

第 II部では 1次元空間パターンを形成する離散系である ECAの性質を、その観測量の時間発展
の性質を考える Koopman 作用素論の枠組みから議論する。以下が第 II 部の構成である。第 5 章
では背景として Koopman作用素と ECAを導入する。第 6章では ECAに対する Koopman作用素
の行列表現を構成し、具体例を用いてその性質を調べる。そして一般の ECA に対して Koopman

固有関数を陽に構成する。さらに、13 セルの ECA に対して網羅的に Koopman 固有解析を数
値的に行う。第 7 章がまとめである。なお、付録 B では Koopman 作用素の随伴作用素である
Perron-Frobenius作用素についても議論する。

5.1 イントロダクション
近年、非線形力学系を系の状態の時間発展の代わりに観測量の時間発展から考察する Koopman
作用素 [54–61] についての研究が盛んに行われている。Koopman 作用素は Koopman [54] と von

Neumann [55]によって同時期に考案された、Hamilton力学系 (Hamilton系)の時間発展を量子力
学と同様にヒルベルト空間中のダイナミクスとして扱おうとする試みに始まる。
Hamilton系は、系の N組の共役な変数が Hamiltonの正準方程式;

dpi
dt

= −∂H
∂qi

,
dqi
dt

=
∂H

∂pi
, i = 1, . . . N. (5.1)

を満たすような力学系であり、例えば散逸のない Newton の運動方程式は Hamilton 系に含
まれる。Koopman 作用素 K は、そのような Hamilton 系の状態を観測した量 (観測量) A =

A({pi, qi}i=1,...N )の時間発展作用素として導入される。ここで A = A({pi, qi}i=1,...N )は、スカ
ラー値の関数である。K は線形であることから、そのスペクトル解析の結果と系の物理的性質の
関連が議論されてきた [54,61]。この議論が約 20年前、Mezić [56]により散逸的な系や確率系へと
拡張された。このような系に対しても Koopman作用素の固有関数には保存量や漸近位相 (付録 C)

といった、系の解析において重要な物理量が現れる。
Koopman作用素を用いると非線形力学系を線形系として解析することができるが、Koopman作

用素は一般的に関数空間に作用する無限次元作用素となるため、厳密に固有解析を行える例は一部
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の可積分系にとどまる。とくに時空パターン形成現象とも関連する時空発展系として 1次元偏微分
方程式に対しても Koopman解析は応用されているが、解析的な結果は可積分系に対してのみ得ら
れている [62–67]。そのため、流体系のような複雑な系のダイナミクスの解析においては動的モー
ド分解 (Dynamic Mode Decomposition; DMD)のようなデータ科学的手法による解析が行われて
いる。DMDは Schmid [68]の提案した、大規模力学系に対してその時系列データから系の特徴的
な時空構造を抽出するデータ解析手法である。DMDによって抽出された時空構造と Koopman作
用素の関連が示されたこと [69]で、現在では機械学習的な解析手法とも絡み、新たな力学系の解
析手法としてさまざまな系に応用した研究が盛んに行われている [61]。
このような研究の流れのなかで、逆にシンプルな系である状態数が有限な系に対して Koopman

解析を適用した研究論文は、パターン形成系や交通流のモデルとしても扱われるエレメンタリーセ
ルートマトン (Elementary Cellular Automaton; ECA)に対する筆者らの議論 [70]が最初である。
有限状態系とは状態数が有限な系であり、たとえばセル数が有限な ECA は有限状態系である。
このような場合、Koopman作用素は有限次元の行列として陽に表現される。これにより、ECAの
ダイナミクスの性質と Koopman作用素のスペクトル的な性質の基礎的な関係を厳密に導くことが
できる。また系の大きさがあまり大きくない ECAであれば Koopman作用素のスペクトルをすべ
て数値的に得ることができる。
とくに ECAの時間発展ルールは非常にシンプルである一方で、並進解などの短周期解やカオス
を含む豊かなダイナミクスを示すことから、ECAに対する Koopman解析の結果は空間的広がりの
ある力学系の時系列データを用いた DMDと、そのさまざまな拡張手法 [58, 59, 68, 69, 71–76]のよ
いテストベッドになることが期待される。

5.2 エレメンタリーセルオートマトン
5.2.1 Wolframの分類
セルオートマトン (CA)は時間変数、空間変数、状態変数、すべてが離散化された力学系である
が、とくに ECAは 1次元格子上の CAとしては最も簡単な例の 1つである [77]。ECAの各セル
は 0か 1のいずれかの値をとり、3近傍の状態に応じて決定論的な離散時間発展をする。例として
ECA120のルールを図 5.1に示す。ここで 0は白、1は黒でそれぞれ表現されている。
次時刻の各セルの状態は 2値 3近傍のありうる状態の組み合わせに対応する 8通りから決まる
ため、ECAには全体で 22

3

= 28 = 256通りのルールが存在する。とくに、図 5.1のルールはその

0 0 0 0 1 00 0 1 1 0 00 1 1 1 1 11 1 01 0 1

0 1 01 10 10

図 5.1 ECA120のルール
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8桁を 2進数として解釈したときの 10進数が 120となるため、ECA120とよばれる。一部のルー
ルは鏡映変換などの単純な変換によって等価となるため、相互に独立なルールに限ると全部で 88

種類となる [78]。
Wolframはこれらのルールを十分に大きな系の典型的なダイナミクスの見た目から、以下の 4つ

の Classに分類した [77]。

• Class I:系は一様な定常状態へ収束する。
• Class II:系は非一様な定常状態、または短周期解に収束する。
• Class III:系はカオス的挙動*1を示す。
• Class IV:系は Class IIの秩序だった挙動と、Class IIIのカオス的な挙動の混ざった複雑な挙
動を示す。

セル数が有限な ECAの状態空間の元の数は有限なため、すべての軌道はいずれ周期的な軌道に行
きつく。もちろん Class IIIや Class IVのカオス的なダイナミクスも周期軌道の一部となるが、そ
の周期は非常に長いものとなる。
Wolframの分類は ECAの主だった性質をとらえているが、それでも本質的にその分類は時空パ
ターンの見た目という定性的なものに過ぎない。そのため、他にも定量的な ECAの分類基準がい
くつか提案されている [81,82]。本研究では ECAの Koopman作用素のスペクトル的な性質を調べ
るが、とくにWolframの分類との関連についても検討する。

5.2.2 ECAの状態空間
ECAは以下のような離散力学系とみなすことができる。

xn+1 = F (xn) (5.2)

ここで xn ∈ M は離散時刻 n における系の状態であり、写像 F : M → M が系のダイナミクス
を表す。系の大きさが N セルの場合、状態空間 M は N 次元バイナリ値ベクトルの集合、つま
り M = {x = (x1, ..., xN ) | x1,...,N ∈ {0, 1}} となる。このとき、ありうるすべての状態の数は
|M | = 2N である。
各状態 x = (x1, ..., xN ) ∈M に対して番号 q ∈ {1, ..., 2N}は

q =
N∑
j=1

2j−1xj + 1 (5.3)

のように割り振ることにする。例えば 3セルの ECAの状態 x = (0, 1, 0)の番号は q = 3である。
この番号を用いることで、系の状態を {1, ..., 2N} という 2N 個の整数で表すことができる。以下
の議論ではM における q 番目の状態を、x(q) と記載する。

*1 カオス的な性質は 2つの近い状態にある系の状態の (状態間に定義された)距離が指数的に離れていくという意味で
も特徴づけられる [79, 80]が、ここでカオスや複雑という言葉が意味するものは、あくまでもダイナミクスの見た目
である。
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系の状態間の遷移は、図 5.2 に示すような向きづけられたネットワークである状態遷移ネット
ワーク [77]で表現することができる。ここでは、3セルの格子上に周期境界条件 (左端と右端のセ
ルが隣接するとき)を課した ECA120の状態遷移ネットワークを示した。ネットワークのノードは
系の状態と対応しており、向きづけられたリンクが系の時間発展における状態遷移を表している。
x = (1, 1, 0)、 (1, 0, 1)、(0, 1, 1)は他のいかなる状態からも遷移してくることができない状態で
あり、エデンの園状態 [81, 83]とよばれる (これはセルフループを除く湧出点に相当する)。エデン
の園状態がない ECAは可逆となることが知られている [81]。つまり写像 F は全単射となり、す
べての状態 x ∈ M に対して x = F−1(F (x)) = F (F−1(x))を満たすような F−1 というルール
が存在する。
図 5.2に例を示すように、ECAの状態遷移ネットワークはいくつかの弱連結成分に分けられる。
各連結成分には周期軌道 (周期 1の定常状態を含む)が 1つだけ含まれる。そして、周期軌道に含
まれない状態は部分ネットワークの木構造に属しており、その根が周期軌道上の状態となる。そし
て部分ネットワークの葉 (端のノード)がエデンの園状態に対応する。例えば図 5.2には 2つの連
結成分 Aと Bが存在する。それぞれには (A)周期 3または、(B)周期 1の周期軌道が 1つだけ含
まれており、Bの成分には周期 1の軌道の他に木構造とエデンの園状態が含まれている。2つ以上
の周期軌道が 1つの連結成分に含まれないのは、ECAのルールが決定論的であり、かつ各状態か
ら外に出るリンクが 1つしかないためである。
周期軌道上に含まれない状態は、同じ連結成分に含まれる周期軌道に有限ステップで収束する。

なぜなら、系が仮に周期軌道をもっていないと仮定しても 2N ステップより長い時系列を用意する
と、鳩ノ巣原理から必ずその時系列には重複した状態が存在するためである。つまり周期軌道はア
トラクターであり、ネットワークの連結成分はアトラクターの吸引領域となっている。

0 0 0 1 1 1

0 1 0

0 0 1

1 1 0

0 1 1

1 0 1

1 0 0

𝐴

𝐵

図 5.2 周期境界条件を課した 3セルの ECA120の状態遷移ネットワーク。
2つの連結した部分ネットワーク Aと B から構成される。状態 (0, 1, 1)、(1, 0, 1)、(1, 1, 0)が
エデンの園状態である。
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第 6章

ECAの Koopman固有解析

本章では ECAに対して Koopman作用素を導入し、その性質について議論を行う。第 6章 1節
では ECAに対して Koopman作用素を導入する。第 6章 2節では状態遷移ネットワークの隣接行
列から Koopman 作用素の行列表現を構成し、第 6 章 3 節では具体例として ECA120 の解析を行
う。第 6章 4節で一般の ECAに対する Koopman固有関数についての議論を行い、第 6章 5節で
は 13セルの ECAの独立なすべてのルールに対して Koopman固有解析を数値的に行う。第 6章 6

節で考察を述べる。

6.1 ECAの Koopman作用素
それでは ECA に対して Koopman 作用素を導入する。観測関数 G : M → C は、系の状態

x ∈M を観測量 G(x) ∈ Cに写す関数である。Koopman作用素 K̂ は観測関数 Gの時間発展を与
えるもので、次のように定義される。

(K̂G)(x) = G ◦ F (x) = G(F (x)) (6.1)

ここで xはM の元であり、◦は関数の合成を表す。式 (6.1)は x → F (x)という系の時間発展を、
状態 x の代わりに観測関数 G を用いて G(x) → G(F (x)) のように観測した結果を表している。
これにより、系のある状態 xは固定されているとして、代わりに Gが G(x) → (K̂G)(x)という
時間発展をしているともみなすことができる。
連続値の系では観測関数の空間は無限次元となりえた。しかし N セルの ECA では全状態数が

2N である。つまり第 6章 2節で示すように、Koopman作用素は有限次元の 2N × 2N 行列で表現
することができる。
Koopman作用素の線形性は定義から容易に示される。実際、

{K̂(aG+ bH)}(x) = aG(F (x)) + bH(F (x))

= a(K̂G)(x) + b(K̂H)(x) (6.2)

は任意の観測関数 GとH、そして任意の複素数 aと bに対して成立する。したがって F というダ
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イナミクスが非線形であっても対応する観測関数の時間発展は線形であり、系のダイナミクスの特
徴の解析に線形系に対するスペクトル解析を用いることができる。
とくに K̂ (離散スペクトルしかもたないとする。有限な N の ECAはこの場合に相当する)の固

有値方程式
(K̂Φ)(x) = λΦ(x) (6.3)

を解くことで固有値とそれに対応する固有関数の集合 {λα, Φ(α)}α=1,...,2N を得ることができる。
あとで説明するように系は一般に 2N 個の独立な固有関数をもたない。そのため、私たちはさらに
(K̂ − λÎ)m+1Φ(x) = 0と (K̂ − λÎ)mΦ(x) ̸= 0を満たすような高次の一般化固有関数を考える必
要がある。ここでm+ 1 ≥ 2は次数であり、Î は単位作用素である。
Koopman 固有関数は非線形力学系の Koopman スペクトル解析において本質的に重要な役割を
もっており、保存量といった系の物理的な情報を表している [56–60,64]。たとえば、固有値 1に対
応する Koopman固有関数 Φ(x)は

(K̂Φ)(x) = Φ(F (x)) = Φ(x) (6.4)

を満たすことから、任意の n ≥ 0に対して Φ(xn) = (K̂nΦ)(x0) = Φ(x0) = const.という式を満
たす。つまり、系の保存量 (不変量)*1に対応している。

6.2 Koopman作用素の行列表現
以下では Budišić, Mohr and Mezić [57]によってなされた巡回群に対する議論を応用する。まず、

2N 個の指示関数 bq :M → {0, 1};

bq(x) =

{
1 x = x(q),

0 x ̸= x(q).
(6.5)

を導入する。ここで q = 1, ..., 2N は系の状態の番号である。これは系の状態の、いわゆる one-hot

表現を与えている。すなわち、状態 xが q 番目の状態 x(q) であるとき、{b1(x), ..., b2N (x)}のな
かで bq(x)だけが 1という値をとり、r ̸= q である他のすべての指示関数 br(x)は 0となる。
これらの指示関数もまた系の観測関数であり、その時間発展は

(K̂bq)(x) = bq(F (x)) =
2N∑
r=1

Aqrbr(x), q = 1, ..., 2N . (6.6)

という形で記述できる。ここで K̂ は Koopman 作用素であり、系の状態に対する隣接行列 A ∈
{0, 1}2N×2N が導入された。Aの各要素は q, r = 1, ..., 2N に対して

Aqr =

{
1 系の状態が r から q に時間発展するとき,
0 その他. (6.7)

*1 ここで考えている保存量とは一般的な保存量であり、ECAの統計力学的アプローチにおける加法的保存量 [84,85]に
限らない。
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のように決定される。この隣接行列 Aは図 5.2で示した系の状態遷移ネットワークを表している。
例えば系の状態 xn が時刻 nに p番目の状態にあるとき、つまり xn = x(p) であり bp(xn) = 1、

r ̸= pに対して br(xn) = 0となっているとき、時刻 n + 1に系の状態が q 番目の状態に遷移する
と仮定しよう。つまり、xn+1 = F (xn = x(p)) = x(q) であり、Aqp = 1となるときを考える。こ
のとき bq(xn+1) = 1、そして r ̸= q に対して br(xn+1) = 0となる。ここで Aの各列が 1つの成
分にしか 1をもたず他の成分が 0であるのは、ECAが決定論的なためである。
可逆な系の時間逆向きのダイナミクスは、状態遷移ネットワークのリンクの向きをすべて逆にす

ることで実現できる。これは写像 F が全単射となることから可能である。したがって Aの逆は、
その転置行列として得られる。つまり、Tで行列の転置を表すと A−1 = AT となることから、

(AAT)qs =

2N∑
r=1

AqrA
T
rs =

2N∑
r=1

AqrA
−1
rs = δqs (6.8)

となる。Aは実行列であるので、∗でエルミート随伴を表すことにすると AT
rs = A∗

rs も成立する。
したがって、可逆な系の Aはユニタリー行列となる。
指示関数は観測関数の空間の基底を張るため [57]、一般の観測関数 G(x)は指示関数を用いて

G(x) =
2N∑
q=1

gqbq(x) (6.9)

のように分解できる。ここで係数 gq ∈ Cは、x = x(q) (q = 1, ..., 2N )であるときに観測される量
を表している。観測関数 Gの時間発展は指示関数を用いて以下のように表現できる。

(K̂G)(x) =

2N∑
q=1

gq(K̂bq)(x) =

2N∑
q=1

gq

 2N∑
r=1

Aqrbr(x)


=

2N∑
q=1

 2N∑
r=1

AT
qrgr

 bq(x) (6.10)

したがって、観測関数 Gの時間発展の行列表現は以下のようになる。

K

 g1
...

g2N

 =

 A1,1 · · · A2N ,1
...

...
A1,2N · · · A2N ,2N


 g1

...
g2N

 (6.11)

ここで K は、観測関数 G の係数ベクトル g = (g1, ..., g2N )T の時間発展を与えている。つまり、
隣接行列 Aの転置行列 AT が Koopman作用素 K̂ の行列表現K を与えている。今後の議論におい
てはK を Koopman行列とよぶこととする。
Koopman固有値 λに対応する Koopman固有関数 Φ(x)を

Φ(x) =
2N∑
q=1

ϕqbq(x) (6.12)
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と置いて固有値方程式 (6.3) に代入すると、行列 K に対する固有値方程式が以下のように得ら
れる。

K

 ϕ1
...

ϕ2N

 = λ

 ϕ1
...

ϕ2N

 (6.13)

上述の方程式を解くことで、Koopman 固有値と Koopman 固有ベクトルの集合を {λα, ϕ(α) =

(ϕ
(α)
1 , ..., ϕ

(α)

2N
)T}のように求められる。そして Koopman固有関数 Φ(α) を、求めた Koopman固有

ベクトル ϕ(α) から構成できる。系が可逆なとき、Koopman行列K = AT は式 (6.8)に示したよう
にユニタリーとなるため、K のすべての固有値は、複素平面の単位円周上に現れる。
さて、一般的に行列 K は対角化できず、式 (6.13)を満たすような 2N 個の独立な固有ベクトル

を得ることはできない。このようなとき、基底として 2N 個の線形独立なベクトルの集合を得るに
は、(K − λαI)

m+1ϕ(α,m+1) = 0と (K − λαI)
mϕ(α,m) ̸= 0を満たすm+ 1 ≥ 2次の一般化固有

ベクトルも考える必要がある。このような場合には固有値 λα は縮退する。なお、I は単位行列で
ある。K̂ の一般化 Koopman固有関数も前述したように (K̂ − λÎ)m+1Φ(α,m+1)(x) = 0を満たし、
対応する一般化 Koopman固有ベクトルを用いて Φ(α,m+1)(x) =

∑2N

q=1 ϕ
(α,m+1)
q bq(x)のように構

成することができる。
以上で Koopman作用素と、観測関数の行列表現が導出された。ここで系の状態空間は N 次元 2

値ベクトルの集合から、one-hot表現の導入によって 2N 個の整数で番号づけられた 2N 次元空間
にリフトされたということを述べておく。これにより、系のダイナミクスの線形表現は式 (6.7)の
隣接行列 Aで特徴づけられ、観測関数の線形な時間発展は式 (6.11)の Koopman行列 K で表現さ
れたことになる。

6.3 具体例: 3セルの ECA120

簡単な例として、図 5.2 に示した 3 セル周期境界条件の ECA120 を解析する。図 6.1 の行列
K は、図 5.2に示した ECA120の状態遷移ネットワークから得られた ECA120の Koopman行列
K = AT である。この図では行列の零成分は空白にして、1の成分だけ表示した。K は行と列を
図 6.1に示すように並び替えることで、以下のようにブロック対角化することができる。

K̃ =

(
KA 0
0 KB

)
(6.14)

KA、KB はそれぞれKA ∈ {0, 1}3×3 、KB ∈ {0, 1}5×5 の行列である。これは図 5.2に示すよう
に状態遷移ネットワークが 2つの独立な連結成分、つまり状態 {2, 3, 5}に対応する部分ネットワー
ク Aと状態 {1, 4, 6, 7, 8}に対応する部分ネットワーク B に分割されており、異なる連結成分 (部
分ネットワーク)に属する状態の時間発展が独立なためである。つまり、私たちはそれぞれの部分
ネットワークを別々に解析することができる。
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0 0 1

図 6.1 ECA120の Koopman行列K と、それをブロック対角化した行列 K̃。

6.3.1 部分ネットワーク A

まず図 5.2の部分ネットワークAを考えてみよう。図 6.2 (a)に示すように、系は 3つのKoopman

固有値; λ1 = 1、 λ2 = e2πi/3、そして λ3 = e4πi/3 を有している。これら 3つの固有値は複素平面
の単位円周上にあり、これらは図 5.2 における x = (1, 0, 0)(q = 2) → (0, 1, 0)(3) → (0, 0, 1)(5)

という 3周期軌道に対応している。

図 6.2 周期境界条件を課した 3セルの ECA120の Koopman固有値分布。
(a)部分ネットワーク Aからの固有値。 (b)部分ネットワーク B からの固有値。 (c)ネットワー
ク全体の固有値。

今回のケースでは部分ネットワーク A に対応する Koopman 部分行列 KA が対角化できる。ま
ず λ1 = 1に対応するKA の Koopman固有ベクトルは、以下のように構成できる。

ϕ
(1)
A = (ϕ

(1)
2 , ϕ

(1)
3 , ϕ

(1)
5 )T = (1, 1, 1)T (6.15)

そして他の 2つの固有値 λ2 = e2πi/3 と λ3 = e4πi/3 に対応する固有ベクトルも

ϕ
(2)
A = (ϕ

(2)
2 , ϕ

(2)
3 , ϕ

(2)
5 )T = (e

2iπ
3 , e

4iπ
3 , 1)T

ϕ
(3)
A = (ϕ

(3)
2 , ϕ

(3)
3 , ϕ

(3)
5 )T = (e

4iπ
3 , e

2iπ
3 , 1)T (6.16)
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として構成できる。これら 3つのベクトルの集合 {ϕ(1)
A ,ϕ

(2)
A ,ϕ

(3)
A }は図 5.2の 3周期軌道に対応

している。図 5.2に示すように、この部分ネットワークにはエデンの園状態は含まれていない。

6.3.2 部分ネットワーク B

図 5.2の部分ネットワーク B については対応する Koopman部分行列KB を対角化できない。そ
のため、図 6.2 (b)に示すように 5つの Koopman固有値が λ4 = 1、λ5,6,7,8 = 0 (代数的重複度 4)

の形で得られる。各固有値に対応するKB の 1次の固有ベクトルは以下のように 4つ構成できる。

ϕ
(4)
B = (ϕ

(4)
1 , ϕ

(4)
4 , ϕ

(4)
6 , ϕ

(4)
7 , ϕ

(4)
8 )T = (1, 1, 1, 1, 1)T

ϕ
(5)
B = (ϕ

(5)
1 , ϕ

(5)
4 , ϕ

(5)
6 , ϕ

(5)
7 , ϕ

(5)
8 )T = (0, 1, 0, 0, 0)T

ϕ
(6)
B = (ϕ

(6)
1 , ϕ

(6)
4 , ϕ

(6)
6 , ϕ

(6)
7 , ϕ

(6)
8 )T = (0, 0, 1, 0, 0)T

ϕ
(7)
B = (ϕ

(7)
1 , ϕ

(7)
4 , ϕ

(7)
6 , ϕ

(7)
7 , ϕ

(7)
8 )T = (0, 0, 0, 1, 0)T (6.17)

加えて 2次の一般化固有ベクトルも以下のように構成できる。

ϕ
(8)
B = (ϕ

(8)
1 , ϕ

(8)
4 , ϕ

(8)
6 , ϕ

(8)
7 , ϕ

(8)
8 )T = (0, 0, 0, 0, 1)T (6.18)

固有値 λ4 = 1に対応する 1次の固有ベクトル ϕ
(4)
B は x = (0, 0, 0) (q = 1)という定常状態に対

応している。そして他のすべての状態 x = (1, 1, 0)、 (1, 0, 1)、 (0, 1, 1)と (1, 1, 1) (q = 4, 6, 7, 8)

は定常状態の吸引領域に含まれている。つまり、固有値 1の固有ベクトルは x = (0, 0, 0)を含む連
結成分 q ∈ {1, 4, 6, 7, 8}に対応する成分に 1という値をとるベクトルとなっている。
3つの 1次固有ベクトル {ϕ(5)

B ,ϕ
(6)
B ,ϕ

(7)
B }は固有値 λ5,6,7 = 0 に対応している。これらはそれ

ぞれ x = (1, 1, 0)、(1, 0, 1)、(0, 1, 1) (q = 4, 6, 7) という 3 つのエデンの園状態に対応しており、
その状態に対応する成分に 1という値が入っている。残る 1つの 2次の一般化固有ベクトル ϕ

(8)
B

は、エデンの園状態と定常状態を結びつける木構造の部分の状態 x = (1, 1, 1)に対応している。

6.3.3 全系のネットワーク
部分ネットワーク Aと B の解析から、系全体の Koopman行列 K は 8個の固有値 λ1,4 = 1 (重
複度 2)、 λ2 = e2πi/3、 λ3 = e4πi/3、 λ5,6,7,8 = 0 (重複度 4)を有しており、対応する固有ベクト
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ルは 7つの 1次の固有ベクトル

ϕ(1) = (0, ϕ
(1)
A,1, ϕ

(1)
A,2, 0, ϕ

(1)
A,3, 0, 0, 0)

T = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0)T

ϕ(2) = (0, ϕ
(2)
A,1, ϕ

(2)
A,2, 0, ϕ

(2)
A,3, 0, 0, 0)

T = (0, e
2iπ
3 , e

4iπ
3 , 0, 1, 0, 0, 0)T

ϕ(3) = (0, ϕ
(3)
A,1, ϕ

(3)
A,2, 0, ϕ

(3)
A,3, 0, 0, 0)

T = (0, e
4iπ
3 , e

2iπ
3 , 0, 1, 0, 0, 0)T

ϕ(4) = (ϕ
(4)
B,1, 0, 0, ϕ

(4)
B,2, 0, ϕ

(4)
B,3, ϕ

(4)
B,4, ϕ

(4)
B,5)

T = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1)T

ϕ(5) = (ϕ
(5)
B,1, 0, 0, ϕ

(5)
B,2, 0, ϕ

(5)
B,3, ϕ

(5)
B,4, ϕ

(5)
B,5)

T = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)T

ϕ(6) = (ϕ
(6)
B,1, 0, 0, ϕ

(6)
B,2, 0, ϕ

(6)
B,3, ϕ

(6)
B,4, ϕ

(6)
B,5)

T = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)T

ϕ(7) = (ϕ
(7)
B,1, 0, 0, ϕ

(7)
B,2, 0, ϕ

(7)
B,3, ϕ

(7)
B,4, ϕ

(7)
B,5)

T = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)T (6.19)

と、それに加えて 1つの 2次固有ベクトル

ϕ(8) = (ϕ
(8)
B,1, 0, 0, ϕ

(8)
B,2, 0, ϕ

(8)
B,3, ϕ

(8)
B,4, ϕ

(8)
B,5)

T = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)T (6.20)

となっている。
λ1 = 1 と λ4 = 1 という 2 つの Koopman 固有ベクトルから式 (6.12) のように構成される

Koopman 固有関数は、系の 2 つの保存量に対応する。さらに、固有値 1 に対応する各 Koopman

固有ベクトルの 1の成分は、図 5.2の状態遷移ネットワークにおける連結成分を表している。
さて、ここまでの議論における発見は以下のようにまとめられる。

1. 固有値 1の固有ベクトルは状態遷移ネットワークの連結成分を表す。そして、固有値 1の重
複度がネットワークの連結成分の数を表す。

2. 固有値は各連結成分中の周期軌道の周期を反映する。
3. 固有値 0の重複度は周期的あるいは定常的な状態ではない状態の数に対応する。
4. もし系が固有値 0を一切もたないならば、系はエデンの園状態をもたず可逆である。

第 6章 4節では、Koopman固有ベクトルを陽に構成することで、この観察を正当化する。

6.4 Koopman固有関数の陽な構成
6.4.1 Koopman固有値と固有ベクトル
第 6 章 2 節で説明したように可逆な ECA の Koopman 行列はユニタリーとなり、すべての

Koopman 固有値は複素平面の単位円周上に現れる。一方で第 6 章 3 節で具体例として議論した
ECA120のような不可逆な ECAでは単位円の内側に Koopman固有値 0が現れる。
より一般には、以下の補題がいえる。

補題 1. 有限サイズの ECAの Koopman固有値は、複素平面の単位円周上 (1を含む)か 0となる。

Proof. 固有値 λに対応する観測関数 Φは、(KnΦ)(x) = Φ(F n(x)) = λnΦ(x)という時間発展に
従う。つまり、もしも単位円の内側に 0ではない固有値 λ、0 < |λ| < 1が存在した場合、対応す
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る観測関数 Φは周期軌道や定常状態における値に収束するまで無限回のステップを必要とするこ
とになる。そして、もしも単位円の外側に |λ| > 1となる固有値 λが存在する場合、対応する固有
関数 Φは発散してしまう。
しかし有限サイズの ECAは有限ステップで周期軌道や定常状態に収束することから、いずれの

ダイナミクスも許されない。つまり、ありうる Koopman 固有値は複素平面の単位円周上 (1 を含
む)か 0のいずれかである。

本節ではこれらの Koopman固有値に対する Koopman固有関数を陽に構成し、可逆性や系の保
存量の数との関連を議論する。

6.4.2 固有値 0

エデンの園状態に対応する指示関数に対して、以下の補題がいえる。

補題 2. 系の u ∈ {1, ..., 2N}番目の状態 x(u) ∈ M がエデンの園状態であったとする。このとき、
指示関数 bu(x)は固有値 0の Koopman固有関数である。つまり、

(K̂bu)(x) = bu(F (x)) = 0 (6.21)

を満たす。

Proof. x(u) はエデンの園状態であるため、どの状態 x からも x(u) へ遷移することはできない。
つまり、任意の x ∈ M に対して F (x) ̸= x(u) である。これより、任意の x ∈ M に対して
bu(F (x)) = 0となることが示された。

対応する K の固有ベクトルは ϕ = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T となる。このベクトルは u 番目の成分
でのみ 1という値をとり、他のすべての成分は 0である。これは状態遷移ネットワークの隣接行列
Aの性質からも確認できる。すなわちどのリンクも uへは向かないので、Aの u行目 (K = AT の
u列目)の成分はすべて 0である。つまり、上記の ϕは K を作用することで Kϕ = 0となり、零
ベクトルとなる。
もしも系が k 個の異なるエデンの園状態をもっているとき、系は少なくとも k 個の Koopman固

有値 0をもつ。そして、もし系が 0固有値を 1つももたないならば、系はエデンの園状態をもたな
い。つまり、系は可逆となる。

上記の補題 2は以下のように一般化できる。

補題 3. 系の q ∈ {1, ..., 2N}番目の状態 x(q) ∈M が、どの周期軌道 (定常状態を含む)にも含まれ
ていないとする。このとき、指示関数 bq(x)は固有値 0のm+1次一般化 Koopman固有関数であ
る。つまり、

(K̂m+1bq)(x) = bq(F
m+1(x)) = 0 (6.22)
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を満たす。ここでm ≥ 0は、x(q) の存在する木構造に含まれるエデンの園状態までの x(q) からの
距離のうち、最大の値である。x(q) がエデンの園状態ならばm = 0である。

Proof. 状態 x(q) の属する木構造の根は周期軌道に含まれ、葉はエデンの園状態である (第 5 章 2

節)。つまり、もしも x(q) と同じ木構造に含まれるエデンの園状態のうち x(q) から最も遠いものま
での距離を mとすると任意の x ∈ M に対して Fm+1(x) ̸= x(q) である。すなわち x ∈ M に対
して bq(F

m+1(x)) = 0である。

q 番目の成分のみ 1という値をとるベクトル ϕ = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T はK の 0固有値に対応す
るm+ 1次の一般化固有ベクトルであり、Km+1ϕ = 0を満たす。系のすべての一般化 Koopman

固有関数の次数のうちで最大のものは、系のある状態が同じ連結成分中の周期軌道に収束するまで
にかかるステップ数のうち、最大のもので与えられる。

6.4.3 固有値 1

孤立した定常状態に対応する指示関数について、以下の補題がいえる。

補題 4. s ∈ {1, ..., 2N} 番目の状態 x(s) ∈ M が系の孤立した定常状態であったとする。つまり
F (x(s)) = x(s) かつ任意の x ̸= x(s) について F (x) ̸= x(s) であるとする。このとき指示関数
bs(x)は以下の固有値方程式を満たしており、固有値 1の Koopman固有関数である。

(K̂bs)(x) = bs(F (x)) = bs(x) (6.23)

Proof. もし x ̸= x(s) ならば、bs(x) = bs(F (x)) = 0であり、また bs(x) = bs(F (x)) = 1となる。
したがって、式 (6.23)の固有値方程式は任意の x ∈M に対して成立する。

対応する Koopman固有ベクトルは ϕ = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T である。ここで、このベクトルは s

番目の成分にのみ 1という値をとり、他の成分は 0である。

上記の補題 4は状態遷移ネットワークの連結成分 (部分ネットワーク)へ一般化できる。

補題 5. S ⊆ M を状態遷移ネットワークのある連結成分に含まれる状態の集合とし、QS ⊆
{1, ..., 2N}を S に含まれる状態の番号の集合とする。このとき、観測関数 c(x);

c(x) =
∑
q∈QS

bq(x) (6.24)

は以下の固有値方程式を満たしており、固有値 1に対応する Koopman固有関数である。

(K̂c)(x) = c(F (x)) = c(x) (6.25)

Proof. もし x ∈ S ならば、F (x) ∈ S と c(x) = c(F (x)) = 1 がいえる。もし x /∈ S ならば、
F (x) /∈ S と c(x) = c(F (x)) = 0がいえる。よって式 (6.25)の固有値方程式は、任意の x ∈ M

で成立する。
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対応する固有ベクトル ϕ = (ϕ1, ..., ϕ2N )T の各成分は、q ∈ QS 番目の成分については ϕq = 1、
q /∈ QS 番目の成分については ϕq = 0となっている。

6.4.4 複素単位円周上の固有値
さらに、孤立した周期軌道に対して、複素平面の単位円周上の固有値に対応する固有関数も構成

することができる。仮に系が x(P0) → x(P1) → ... → x(PT−1) → x(PT ) = x(P0) という周期 T の
孤立した軌道を有していたとする。ここで P0, ..., PT−1, PT = P0 は周期軌道に沿った状態の番号
である。この状態の集合を χとする。χに含まれない状態は決して χにはたどり着けない。つま
り x /∈ χならば、F (x) /∈ χである。
ここで以下のような観測関数を考えてみる。

c(x) =
T−1∑
q=0

cqbPq
(x) (6.26)

この観測関数に対して c0, ..., cT−1 は非零な係数、c(x)を固有値 λの固有関数であると仮定する。
つまり以下の固有値方程式の成立を仮定する。

K̂c(x) = λc(x) (6.27)

まず、もし x /∈ χならば K̂c(x) = c(F (x)) = 0と c(x) = 0であることから、式 (6.27)の固有
値方程式は λによらずに成立する。次に x = x(Pj) ∈ χ ( j = 0, ..., T − 1 )という状態について

c(x) =
T−1∑
q=0

cqbPq
(x) = cj (6.28)

そして

K̂c(x) = c(F (x)) =
T−1∑
q=0

cqbPq
(F (x)) = cj+1 (6.29)

が成立する。ここで F (x(Pj)) = x(Pj+1) を用い、j + 1は T の剰余をとるとした。
これより cが式 (6.27)の固有値方程式を満たすためには cj+1 = λcj、つまり cj = λjc0 が必要

である。ここで cj = λjc0、cj+T = cj であることから、固有値 λは λT = 1を満たさなければな
らない。
以上の議論において一般性を失わずに c0 = 1と仮定できることから、以下の補題を得る。

補題 6. bP0
(x), ..., bPT−1

(x)を孤立した周期軌道 x(P0) → ... → x(PT−1)(→ x(P0))に関する指示
関数とする。このとき、以下の観測関数は固有値 λ = exp(2πik/T ) (k = 0, 1, ..., T − 1)に対応す
る Koopman固有関数である。

c(x) =

T−1∑
q=0

λqbPq (x) (6.30)
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したがって、T 周期軌道に対して T 個の独立な固有関数を構成することができた。とくに k = 0

のとき、λ = 1と c0 = c1 = ... = cT−1 = 1を得るが、これは補題 4で議論した固有値 1の固有関
数に相当する。
以上の議論は孤立していない周期軌道へ拡張できる。前に導入したとおり、χ =

{x(P0),x(P1), ...,x(PT−1)} を T 周期軌道に含まれる状態の集合とし、さらに状態遷移ネッ
トワーク中の χ を含む連結成分を S = {x(P0),x(P1), ...,x(PT−1),x(t1),x(t2), ...,x(ts)} とする。
ここで t1, ..., ts は、S に含まれるが χに含まれない状態の番号である。

補題 7. 状態遷移ネットワーク中の χを含む連結成分を S ⊆M とし、 QS = {P0, P1, ..., PT−1,

t1, t2, ..., ts} ⊆ {1, ..., 2N} を S に含まれる状態に対応する番号の集合とする。ここで
{t1, t2, ..., ts}は χに含まれない状態の番号である。このとき以下の観測関数は、λ = exp(2πik/T )

(k = 0, 1, ..., T − 1)という固有値の Koopman固有関数である。

c(x) =
∑
q∈QS

λ−Dqbq(x) (6.31)

ここで Dq は状態遷移ネットワークにおいて x(q) から x(P0) ∈ χへの向きづけられた経路の距離
である。

Proof. もし x /∈ S ならば、F (x) /∈ S であり、c(x) = c(F (x)) = 0となる。したがって式 (6.27)

の固有値方程式は成立する。もし x ∈ S であれば、D を xから x(P0) への距離として

c(x) =
∑
q∈QS

λ−Dqbq(x) = λ−D (6.32)

が成立し、

K̂c(x) =
∑
q∈QS

λ−Dqbq(F (x)) = λ−D+1 (6.33)

となる。これは F (x)という状態が xという状態よりも 1ステップ分だけ x(P0) に近い、つまり
F (x)から x(P0) への距離がD− 1となるためである。よって、この場合も式 (6.27)の固有値方程
式は成立する。
ここで xが χに含まれた状態であるとし、x = x(P0)を仮定すると T 周期性から c(x(P0)) = 1 =

c(x(PT )) = λ−T が成立する必要がある。つまり固有値 λは λ = exp(2πik/T ) (k = 0, 1, ..., T − 1)

を満たす必要がある。

孤立した周期軌道の場合と同様に、連結成分が T 周期軌道を有しているならば T 個の独立した
固有関数を構成できる。なお、固有ベクトルの非零成分には周期軌道上に存在しない状態も含まれ
る。補題 6の結果は補題 7で軌道が孤立した周期軌道になっている場合、すなわち χ = S のとき
に再現される。また k = 0の場合が、補題 5で議論した状態遷移ネットワークの連結成分に対応
する固有値 1の固有関数に相当する。
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6.4.5 独立な固有関数の数
それではここまで構成してきた固有関数のうち独立なものの数を考えていく。まず、状態遷移

ネットワークに含まれる連結成分として、T 周期軌道 (T 個の状態)と周期軌道に含まれない状態
(U 個の状態)で構成された、大きさ T + U の連結成分を考える。第 5章 2節で述べたように、1

つの連結成分には 1つしか周期軌道が含まれないので、どの連結成分もこのような構成の連結成分
となっている。
固有値 0について、周期軌道に含まれない状態 bq(x)の指示関数 bq(x)は (一般化)固有関数で
あった。つまり系は U 個の独立な固有関数を有している。そして周期軌道に対応する複素平面の
単位円周上の T 個の固有値 (1を含む)に対しても、相互に独立な T 個の固有関数を得た。つまり
T + U 個の独立な固有関数がネットワークサイズ T + U の連結成分に対して得られた。以上によ
り、考えている連結成分に対する観測関数の空間を張ることができる固有関数の完全系を構成でき
た。とくに式 (6.24)を満たす固有値 1に対応する固有関数が、連結成分ごとに 1つ得られる、こ
の議論は他のすべての連結成分に対しても適用できるので、全状態遷移ネットワークに対する観測
関数の空間を張る固有関数の完全系を得られたことになる。
以上の結果から、次の定理が得られる。

定理 1. 固有値 0の代数的重複度は、どの周期軌道にも含まれない状態の数に対応している。とく
に固有値 0をもたない系は可逆な系となる。

定理 2. どの連結成分に対しても固有値 1の固有関数が 1つだけ構成される。つまり固有値 1の重
複度は、状態遷移ネットワーク全体に含まれる連結成分の数 (そして、独立な保存量の数) に対応
する。

注釈 2. 第 5章 2節で述べたように固有値 1の固有関数 c(x)は系の保存量となっており、系のダ
イナミクスを特徴づける重要な役割をもつ。もし 2つ以上の固有値 1の固有関数が存在するなら、
それらの固有関数の線形結合もまた、保存量となる。たとえば ECA184は黒いセルの数を保存す
ることが知られているが、これに対応する Koopman固有関数 cblack(x)は、

cblack(x) =

N ′∑
s=1

Nscs(x) (6.34)

のように表現することができる。ここで N ′ は状態遷移ネットワーク中の連結成分の数であり、す
なわち固有値 1に対する {c1, c2, ..., cN ′}という独立な固有関数の数である。そして Ns は、cs と
いう固有関数に対応する連結成分に含まれる状態に共通する、黒いセルの数である。
CAの保存量を系統的に求める方法は課題とされている [81]が、Koopman作用素から固有関数

として保存量を構成する方法は一つの解決策になりうる。ただし、式 (6.34)のような保存量を構成
するためには ECA184のように黒いセル数が保存するということを事前情報としてもっていない
限り難しい。物理的意味のわかりやすい保存量の構成については付録 Aで議論する。
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注釈 3. Koopman固有値 λ = exp(2πi/T )に対応する式 (6.31)で表された Koopman固有関数 c(x)

を用いることで、連続力学系に対してよく知られている漸近位相 (付録 C)という概念を ECAに導
入することができる。連結成分中の x(P0) ∈ χまでの経路長が Dq である状態 x(q) ∈ S の漸近位
相は、固有関数 c(x)を用いて次のように表現される。

θ(x(q)) = i log(c(x(q))) = i log λ−Dq = i log(exp(−2πiDq/T )) ∈ [0, 2π) (6.35)

ここで対数は主値をとることで、θ は [0, 2π)の範囲に値をとる。すると、任意の x(q) ∈ S に対
して θ(F (x(q)))− θ(x(q)) = 2π/T という性質を得られる。つまり系の時間発展における各時間ス
テップにおいて、漸近位相は常に一定の周波数 2π/T だけ増大する。

注釈 4. Perron-Frobenius作用素 P̂ についても、K̂ と同様にスペクトルの性質を議論することがで
きる。詳細には付録 Bで議論する。

6.5 13セルの ECAに対する Koopmanスペクトル解析
6.5.1 セットアップ
それでは、周期境界条件下で 13セルの格子上で時間発展する ECAの Koopman作用素を全ルー
ルに対して数値的に解析する。Wolfram の分類は大規模系に対するものであるから、数値解析に
おいてもセル数の大きな系を用いることが望ましい。しかし系の状態数 2N はセル数 N に対して
指数的に増大するため、Koopman行列の数値的解析はすぐに困難になる。本節では、周期境界条
件を課した 13 セルの系を用いる。N = 13 は、2N × 2N 行列の固有解析を 16 GB のメモリのコ
ンピュータで実行することのできた N のうち、最大の素数である*2。この場合に独立な 88種類の
ECAに対する状態遷移ネットワークから Koopman行列を構成し、その Koopman行列のすべての
Koopman固有値を数値的に解析する。

6.5.2 Koopman固有値に対して期待される性質
図 6.3 は Wolfram の 4 つの Class に含まれるルールの典型的な状態遷移ネットワークとして、

ECA8 (Class I)、ECA25 (Class II)、ECA30 (Class III) と ECA54 (Class IV) を図示した。ネット
ワークのトポロジーからも各 Classの特徴的な性質をみてとることができる。ただし N = 13の状
態遷移ネットワークは可視化するにはノードが多すぎるため、この図は N = 10の場合である。こ
の先のスペクトルの数値解析は N = 13の場合を実行した。
各 Classの漸近的な挙動の性質から、Koopman固有値には以下のような性質が期待される (ただ

し固有値 0は可逆な ECAには現れない)。

• Class I:系は一様定常状態に収束するので、Koopman固有値は非常に大きな重複度をもった

*2 ECAのサイズに依存した特異的なダイナミクスをなるべく避けるためN は素数となるようにした
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固有値 0か、小さい重複度の固有値 1となる。
• Class II:系は短周期の周期軌道に収束するため、周期 T に対応した exp(2πik/T )という T

個の Koopman固有値が単位円周上にあらわれる。ここで、k = 0, 1, ..., T − 1である。実際
には異なる周期の軌道がいくつも存在しうるため、単位円周上の固有値は必ずしも均等な間
隔で分布しない。大きな重複度をもった固有値 0も現れうる。

• Class IIIと IV:系はカオスや複雑な挙動を示す。その軌道は周期軌道ではあるが、その周期
は Class IIに比較すると典型的に遥かに長くなる。そのため大量の Koopman固有値が単位
円周上に現れる。一般的に異なる周期の軌道が存在するため、その分布は均等にはならな
い。固有値 0も大きな重複度のもとで現れる。

図 6.4は全 256種類 (実際には独立な 88種類)の ECAに対して 13セル周期境界条件のもとで数
値的に求めた Koopman固有値を複素平面上に図示したものである。ECAのルール {15, 85}、51、
204、{154, 166, 180, 210}、{170, 240}、{45, 75, 89, 101}、105、150は、固有値 0をもたないた
め可逆である。これは de Brujinグラフによる任意のサイズの系に対する可逆性の議論 [86]で示さ
れた結果のうち、13セルの場合に整合している。
Koopman固有値の分布には例外はあるものの、期待された固有値の性質をある程度確認できる。
一部の例外は Koopman行列が系の非典型的なダイナミクスを含むダイナミクス全体の情報を有し
ている一方で、Wolframの分類が系の典型的なダイナミクスを対象にしていること、それから数値
解析における系が小規模であることに由来する。それでは次に各 Classに対して、その典型的なダ
イナミクスと固有値分布の定性的な性質について述べていく。

Class I
(Rule8)

Class II
(Rule25)

Class III
(Rule30)

Class IV
(Rule54)

図 6.3 ECAの 4つの Classに対応する典型的な状態遷移ネットワーク。
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[A]
B,C,D,E

[0,255]
I,8191,1,1

[8,64,239,253]
I,8191,1,1

[32,251]
I,8191,1,1

[40,96,235,249]
I,8152,4,1

[128,254]
I,8190,2,2

[136,192,238,252]
I,8190,2,2

[160,250]
I,8190,2,2

[168,224,234,248]
I,7670,42,2

[1,127]
II,7670,261,0

[2,16,191,247]
II,8048,12,1

[3,17,63,119]
II,6695,60,0

[4,223]
II,7671,521,521

[5,95]
II,6695,768,39

[6,20,159,215]
II,7905,12,1

[7,21,31,87]
II,7943,11,0

[9,65,111,125]
II,8112,4,0

[10,80,175,245]
II,7671,41,1

[11,47,81,117]
II,7657,22,0

[12,68,207,221]
II,7671,521,521

[13,69,79,93]
II,8151,40,39

[14,84,143,213]
II,7606,26,1

[15,85]
II,0,316,0

[19,55]
II,7670,261,0

[23]
II,7670,261,0

[24,66,189,231]
II,8048,12,1

[25,61,67,103]
II,7943,9,0

[26,82,167,181]
II,6488,27,1

[27,39,53,83]
II,6695,60,0

[28,70,157,199]
II,7957,118,1

[29,71]
II,5434,1379,0

[33,123]
II,7670,261,0

[34,48,187,243]
II,7671,41,1

[35,49,59,115]
II,6656,63,0

[36,219]
II,8048,144,144

[37,91]
II,8060,66,0

[38,52,155,211]
II,7229,38,1

[42,112,171,241]
II,5435,213,1

[43,113]
II,7150,61,0

[44,100,203,217]
II,8048,144,144

[46,116,139,209]
II,8048,12,1

[50,179]
II,7671,261,1

[51]
II,0,4096,0

[56,98,185,227]
II,7632,44,1

[57,99]
II,8112,7,0

[58,114,163,177]
II,8061,8,1

[62,118,131,145]
II,7554,187,1

[72,237]
II,8048,144,144

[73,109]
II,7176,209,13

[74,88,173,229]
II,7645,26,1

[76,205]
II,5435,2757,2757

[77]
II,7670,521,520

[78,92,141,197]
II,8152,40,40

[94,133]
II,7788,209,40

[104,233]
II,8126,66,66

[108,201]
II,6371,1171,521

[130,144,190,246]
II,8047,13,2

[132,222]
II,7670,522,522

[134,148,158,214]
II,7904,13,2

[138,174,208,244]
II,6695,117,2

[140,196,206,220]
II,7670,522,522

[142,212]
II,7150,62,2

[152,188,194,230]
II,8047,13,2

[154,166,180,210]
II,0,156,2

[156,198]
II,7956,119,2

[162,176,186,242]
II,7670,42,2

[164,218]
II,8047,145,145

[170,240]
II,0,632,2

[172,202,216,228]
II,7904,156,145

[178]
II,7670,262,2

[184,226]
II,7150,82,2

[200,236]
II,6695,1497,1497

[204]
II,0,8192,8192

[232]
II,7670,522,522

[18,183]
III,7905,29,1

[22,151]
III,8126,14,1

[30,86,135,149]
III,6761,5,1

[45,75,89,101]
III,0,24,0

[60,102,153,195]
III,4096,6,1

[90,165]
III,4096,66,1

[105]
III,0,196,0

[122,161]
III,7905,29,1

[126,129]
III,7905,29,1

[146,182]
III,7904,30,2

[150]
III,0,392,2

[41,97,107,121]
IV,7969,7,0

[54,147]
IV,7697,42,1

[106,120,169,225]
IV,6553,46,1

[110,124,137,193]
IV,7840,2,1

図 6.4 周期境界条件を課した 13セルの ECA全 256種類に対する Koopman固有値分布。
各図の下のキャプションはそれぞれ、等価なルール、Class、固有値 1と 0の重複度。
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6.5.3 Class I

図 6.4 に示すように多くのルールにおいて、Koopman 固有値は期待された通り、重複度 1 か 2

の固有値 1と、大きな重複度の固有値 0のいずれかとなっている。一方で ECA40、168 (とそれぞ
れに等価なルール)については 0に加えて、13通りの値 (1を含む)が Koopman固有値として単位
円周上に均等な間隔で現れている。実際、これらのルールは典型的な一様状態に加えて非典型な並
進解 (周期軌道) を有している。図 6.5 には Class I から ECA8 と ECA168 のダイナミクスの一例
と固有値分布を示した。ECA168については非典型な並進解も図示した。

(a-1)

(a-2)

(b-1)

(b-2)

(b-1’)

図 6.5 Class Iのルールのダイナミクス (上段)と Koopman固有値分布 (下段)。
(a) ECA8。(b) ECA168。典型的な一様状態に加えて、非典型的な並進解も示した。

6.5.4 Class II

図 6.4に示すように、多くのルールにおいて 0または単位円周上に Koopman固有値 (1を含む)

が均等な間隔で現れている。Class Iに比べて、固有値 1の重複度は比較的大きい。単位円周上の
固有値の数は 13個以下のものが多く、最大でも 104個であった。図 6.6に Class IIの 4つのルー
ルに対して得られた典型的なダイナミクスと固有値分布を示す。それぞれについて以下、簡単に述
べる。なお、可逆な系については固有値 0は現れない。

a)定常状態: 系の状態は ECA4に対する図 6.6 (a)のような空間的に非一様な定常状態に収
束し、Koopman固有値は 0か 1である。系はさまざまな定常状態 (周期 1の周期軌道)をも
つために、固有値 1の重複度は比較的大きい。
b) 振動状態: 系の状態は ECA5 に対する図 6.6 (b) のように短い周期的な挙動を示し、
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Koopman固有値は 0と単位円周上に分布する。系が異なる周期軌道 (定常状態を含む)を有
するために、固有値 1の重複度は比較的大きい。
c)並進状態: 図 6.6 (c)に示すように系のパターンが左右どちらかの向きへ、その見た目を変
化させずに並進する。これは 13周期状態に対応し、Koopman固有値は 0の他、13個の固
有値が単位円周上に現れる。
d)振動-並進状態: 系の状態は ECA26に対する図 6.6 (d)のように並進する挙動と、短周期
の振動的な挙動という 2 つのタイプの挙動が混ざったダイナミクスを示す。周期は 26 か
ら 104の間となり、比較的多くの固有値 (ECA26、154とその等価なルールの場合に最大値
104個の異なる Koopman固有値)が単位円周上に現れる。

(a-2)

(a-1) (c-1)

(d-2)

(d-1)

(b-2)

(b-1)

(c-2)

図 6.6 Class IIのルールのダイナミクス (上段)と Koopman固有値分布 (下段)。
(a) ECA4。(b) ECA5。(c) ECA184。(d) ECA26。

6.5.5 Class III と IV

図 6.4 に示すように多くのルールにおいて 13 個以上の固有値が単位円周上に現れた。多くの
ルールでは、周期の異なる比較的大きな周期の周期軌道が混在することで多くの数の固有値が単位
円周上に分布する。Class III であるにも関わらずいくつかのルールでは少ない数 (例えば ECA22

では 5個)の固有値しか単位円周上に現れていないが、これは系が小さいために短周期の振動状態
しか現れないためである。大規模系ではこれらのルールもカオス的な挙動を示す。
図 6.7に、Class IIIから ECA30と Class IVから ECA54のダイナミクスの一例と Koopman固
有値を示す。これらのルールでは (周期的だが、非常に長い周期の)複雑なパターンを系が示す。そ
のため、非常に多くの固有値が単位円周上に現れる。
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(a-2)

(a-1)

(b-2)

(b-1)

図 6.7 Class IIIと IVのルールのダイナミクス (上段)と Koopman固有値分布 (下段)。
(a) ECA30、Class III。 (b) ECA54、Class IV。

6.6 考察
6.6.1 独立な固有値の数と周期軌道の長さ
第 6章 5節では 13セルの ECAのすべての独立なルールに対して Koopman固有値を数値的に求

めた。この数値解析を異なるシステムサイズの系に対して適用した結果、得られた独立な Koopman

固有値の数とセル数 N の関係は以下のようであった。(i) Class Iと Class IIのルールでは、収束先
の状態が一様状態または非一様定常状態や、短周期の振動状態となるとき、異なる固有値は 1個か
ら高々数個しか得られない。そして並進解のような周期解があるとき、固有値の数は N に対して
およそ線形に増大する。つまり、系のダイナミクスの周期は最大でも O(N)程度である。(ii) Class

IIIや Class IVのようなカオス挙動が見られる系では、独立な固有値の数は N に対して指数的に増
大しうる。周期の最大値も速い増大を見せる。
この観察から N → ∞ の極限において、異なる固有値の集合 σ は Class I や II に対しては

card(σ) = ℵ0、Class IIIや IVに対しては card(σ) = ℵ1 となることを予想している。また N → ∞
の極限で Class IIIや IVのカオスや複雑なダイナミクスの周期は発散し、単位円周上に稠密に分布
した固有値として系が示す非周期的なカオス挙動を特徴づけられると予想している。N と独立な
固有値の数のスケーリング的な関係性からルールごとのダイナミクスの性質の違いを定量的に特徴
づけられれば、これをもとに ECAのルールを分類できることが期待される。
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6.6.2 動的モード分解 (Dynamic Mode Decomposition; DMD)

本研究では ECAの状態遷移ネットワークと等価な Koopman作用素の行列表現を構成し、その
スペクトル的な性質を議論してきた。とくに第 6章 4節では、この行列表現を参考にして任意のサ
イズの系における ECAのダイナミクスと Koopman作用素のスペクトル的な性質の関係について
の厳密な結果を得た。しかし Koopman行列の大きさは 2N × 2N となることから、スペクトル的
な性質の数値解析も N の増大とともにすぐさま実用的ではなくなる。本研究では N = 13の場合
を数値的に解析できたが、これは N が大きくなると困難となる。
動的モード分解 (DMD)とその拡張的手法は、時系列データから Koopman固有値を推定する標

準的かつ、よく知られた手法である。この手法は流体系などの空間的広がりのある系に対して活発
に適用されてきている [68, 69]。DMDの手法は ECAの Koopman固有値の推定にも用いることが
できる。最も簡単に DMDを ECAに適用する場合、これを ECAに適用した議論は O(N)×O(N)

の行列という比較的小さな行列を時系列データから構成し、解析することで Koopman固有値を推
定できる。つまりこの手法は、より大きな系に対しても適用することができる。
第 6章 5節で行った数値解析と同じ 13セルの ECAに対する動的モード分解においては、とく

に周期が N 以下のシンプルな ECAの時間発展に対して DMDが Koopman解析の結果を比較的よ
く再現することを確認しており [87]、DMDの手法は Koopman行列を直接扱わずに Koopman固
有値を推定できる手法となっている。系の最大周期が N よりも非常に長い場合は、代わりに時間
遅れの時系列データを用いた Hankel DMD [75]などの拡張的な DMDの手法を適用することで正
しい Koopman固有値を推定できる [87]。一方で、Hankel DMDでも軌道に関する Koopman固有
値をすべて再現することはできないため、その場合は Extended DMD [72]などの別の手法を適用
することが必要となる [87]。より大きな系の ECAに対する動的モード分解については、今後の論
文で報告する。
さらに DMD に加えて、状態遷移行列や Koopman 行列のスパース性を利用できれば大きな系
の Koopman 作用素を数値的に解析するための効率的な手法の開発が期待される。このようなア
プローチは ECAの Koopman作用素のいっそう詳細なスペクトル的性質の解析に役立つと考えら
れる。
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第 7章

まとめと展望

第 II部では ECAに対する Koopman解析についての議論を行った。まず ECAに対して Koop-

man作用素を導入した。とくに指示関数を用いて状態の one-hot表現を導入することで、Koopman

作用素の行列表現を構成した。さらに固有値が 0、または単位円周上 (1を含む)にのみ分布するこ
とを示し、対応する Koopman固有関数を陽に構成した。さらに全 88種類の独立な ECAのルール
に対して、周期境界条件を課した 13セルの場合についての Koopman固有値を数値的に求めた。
Koopman固有値や、その重複度は状態遷移ネットワークのトポロジーを反映しており、複素平

面の単位円周上の固有値は各連結成分に存在する周期軌道の周期を反映している。固有値 0の重複
度は系のいかなる周期軌道にも存在しない状態の数に対応しており、固有値 0 が存在するか否か
によって各ルールの可逆性を判別できる。固有値 1に対する Koopman固有関数は状態遷移ネット
ワークの各連結成分にそれぞれ対応しており、固有値 1の重複度は状態遷移ネットワークにおける
連結成分の数に対応する。そしてその数は、系の独立な保存量の数にも対応する。また、単位円周
上の固有値に対応する固有関数によって、はじめて有限状態系に漸近位相を定義した。漸近位相に
よる位相縮約は連続系に対して議論されてきたものであり、CAを位相縮約した系の解析について
は今後の課題である。さらに、ECAの独立なルールすべてに対して Koopmanスペクトルを数値的
に解析した。その結果 ECAの Koopman固有値の分布は、一部の例外はあるもののWolframの分
類にも概ね対応していることを確認した。
本研究では ECAの全状態に対する状態遷移ネットワークから構成された Koopman行列の数値

解析を行ったが、数値計算においてはセル数 N に対して Koopman行列が 2N × 2N 行列となるた
め、N の増大とともにたちまち実行できなくなる。しかし、流体系のような空間的広がりをもった
大規模系に対して応用されている DMDや、その拡張的手法 [68, 69, 72, 75]を ECAに適用する場
合は O(N)×O(N)の行列から実行することができる [87]。DMDなどのデータ科学的手法を用い
た、より詳細な ECAの解析は今後の課題である。
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第 8章

全体の総括

本学位論文では 1次元時空パターン形成現象をテーマとして第 I部で連続系、第 II部で離散系を
対象とした議論を行った。
第 I部では自己相似構造がパターン形成されるテープの剥がし跡の連続モデルを定式化し、その

性質を議論した。先行研究で提案されていた剥がし跡パターンを再現する数理モデルとは違い、今
回はテープの剥離先端の力学的なダイナミクスを記述するモデルとしての定式化を行った。このモ
デルは、数理的にはMaugis and Barquins [36]によって提案された剥離先端のダイナミクスを記述
する van der Pol型の常微分方程式に対して二重井戸型ポテンシャルと拡散項を付与する形で定式
化された双安定の van der Pol型の反応拡散系とみなせるモデルである。
さらに定式化したモデルを Bonhoffer-van der Pol型の反応拡散方程式に帰着することで、テープ
の剥がし跡に自己相似的パターンが現れるメカニズムについて考察を行い、CAモデル的に理解さ
れるテープの剥がし跡メカニズムを提示した。
第 II部ではそのようなパターン形成の定性的理解に適している離散系のパターン形成モデルと

して、ECAを題材に Koopman作用素を用いた解析を行った。とくに現在非常に盛んに研究が行わ
れている Koopman作用素による解析手法を、はじめて ECAという有限状態系に適用した。この議
論では ECAの Koopman作用素の行列表現を構成し、ダイナミクスに特徴的な物理量が Koopman

作用素の固有関数として導くことができることを示した。また、各固有値に対する固有関数を陽に
構成した。さらに 88種類の独立なルールに対する Koopmanスペクトルを数値的に求めることで、
そのダイナミクスの性質が固有値分布に現れることを確認した。
最後に連続と離散の関わりという点で、本学位論文では第 I部において連続モデルに近い挙動を

示す CAモデルから現象を理解することを試みたが、一方でテープの剥がし跡に対しては既に確率
的 CAモデルとしての現象論的なモデル化が行われている [14]。この確率的 CAモデルと反応拡散
モデルとの関連も興味が持たれる。1つの方法は今回提示した CAモデルとの比較に限らず、反応
拡散モデルに超離散化の方法を適用することで導出される CAモデルとの比較が考えられる。また
逆に、CAモデルから出発して反応拡散モデルに近い機構の連続モデルを定式化できるかどうかも
興味深い問題である。連続モデルを定式化できた場合、それを足がかりに現象へのさらなる深い理
解を得られることが期待される。
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第 II部では ECAを Koopman作用素を用いて解析したが、ここでは保存量などの系のダイナミ
クスにとって重要な物理量を Koopman作用素の固有関数として、系統的に構成できることを述べ
た。パターン形成現象をモデル化した CAモデルに対してこの解析手法を適用し、そこから得られ
た保存量や漸近位相などの情報は、連続モデルを構成する際のヒントとなることが期待される。ま
た、CAモデルのファジー化などによって現象を忠実に描写できる微分方程式モデルを構成するこ
とができれば、一般のパターン形成現象に対してもよりいっそう直感的な手順で微分方程式モデル
を作れるようになることが期待されるが、これは今後の課題である。
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付録

付録 A 一般の観測関数を基底とした ECAの Koopman作用素
付録 A.1 基底の変更
第 6章 4節では指示関数を用いて Koopman作用素の固有関数を陽に構成した。一方で指示関数

の値は状態の番号によって決まるため、ECAの各セルの状態と構成された Koopman固有関数の対
応がわかりにくい。ここでは一般の観測関数の基底をもとにした議論を行うことで、各セルの状態
との対応がわかりやすい Koopman固有関数の構成を議論する。
指示関数を基底とした場合、Koopman行列は状態遷移行列 Aの転置行列 K = AT であったた
め、その構成はわかりやすかった。しかし、一般の基底ではそのような構成ができない。そこで、
基底の変換行列を用いて K を一般の基底のものに変換する。まず、Ψ = {ψ1(x), . . . ψ2N (x)} と
いう関数系を ECAの観測関数の空間を張る新たな基底とする。指示関数 br(x)はこの基底関数を
用いて

br(x) =

2N∑
q=1

β(q)
r ψq(x) (A.1)

のように展開できる。ここで
(
β
(1)
r , . . . , β

(2N )
r

)
は係数ベクトルであり、β(s)

r は基底の変換行列 U

の Urs 成分である。もちろん ψq(x)も指示関数を用いて

ψq(x) =
2N∑
r=1

ψ(r)
q br(x) (A.2)

のように展開できる。
(
ψ
(1)
r , . . . , ψ

(2N )
r

)
は係数ベクトルであり、ψ(s)

r は、U の逆行列 U−1 の U−1
rs

成分である。指示関数の Koopman作用素は状態遷移ネットワークの隣接行列から

(K̂bq)(x) =
2N∑
r=1

Aqrbr(x) =
2N∑
r=1

2N∑
s=1

Aqrβ
(s)
r ψs(x), q = 1, ..., 2N (A.3)
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で与えられる。つまり、ψq の時間発展を考えると

(K̂ψq)(x) =

2N∑
r=1

ψ(r)
q K̂br(x) =

2N∑
r=1

2N∑
s=1

ψ(r)
q Arsbs(x)

=
2N∑
r=1

2N∑
s=1

2N∑
t=1

ψ(r)
q Arsβ

(t)
s ψt(x), q = 1, ..., 2N (A.4)

となることから、隣接行列 Aを変換行列 U で相似変換した行列 Ā = U−1AU が、新たな基底に対
する Koopman行列である。
一般の観測関数 G :M → Cは新たな関数系 Ψを用いて

G(x) =
2N∑
q=1

g′qψq(x) (A.5)

のように展開される。ここで (g′1, . . . , g′2N )は係数ベクトルである。一般の観測関数 Gの時間発展
は、Ψという基底のもとでは

(K̂G)(x) =
2N∑
q=1

 2N∑
r=1

ĀT
qrg

′
r

ψq(x) (A.6)

となる。また、Gは指示関数による展開の係数ベクトル (g1, . . . , g2N )を用いて

G(x) =

2N∑
q=1

2N∑
r=1

g′qψq(x) =

2N∑
q=1

2N∑
r=1

gqb
r
qψr(x) (A.7)

=
2N∑
q=1

2N∑
r=1

gqUqrψr(x) =
2N∑
q=1

2N∑
r=1

(UT
qrgr)ψq(x) (A.8)

とも展開できる。これより (g′1, . . . , g′2N )と (g1, . . . , g2N )は

g′q =

2N∑
r=1

UT
qrgr (A.9)

という関係にある。これより、第 6章 4節で構成した Koopman固有関数は

c(x) =

2N∑
r=1

UT
qrcrψr(x) (A.10)

のように新たな基底へ展開される。{ψr(x)}r=1,...,2N という関数系を適切に選択できれば、固有関
数を物理的意味合いがわかりやすい形で表現することができる。
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具体例:Walsh関数系
ここではセルの状態を反映した観測関数の具体例として、Walsh 関数系 [88] と関連する観

測関数系を基底とした Koopman 作用素の固有解析を議論する。ECA の状態は各セルの状態に
対するバイナリ値ベクトルで特徴づけられる。そのベクトルの成分には一般的に 0 と 1 が用
いられるが、ここでは白セルに −1、黒セルに 1 を割り当てることにする。つまり状態空間は
M = {x = (x1, ..., xN ) | x1,...,N ∈ {−1, 1}}となる。
ここでは基底となる観測関数に、各状態におけるセルの値、つまり Xi(x) = xi をもとにした以

下の関数系を用いることとする。

Wq(x) = ΠN
j=1X

α
(q)
j

j (x), q = 0, . . . 2N − 1 (A.11)

ここで α
(q)
j は 0か 1のどちらかの値をとり、q というインデックスは q =

∑N
j=1 2

jα
(q)
j を満たす。

つまり、(α
(q)
1 , . . . , α

(q)
N )は q の 2進展開である。この関数系はWalsh関数系という完全正規直交

系に関連している。
Walsh 関数系は、Rademacher 関数系から構成することができる [88]。Rademacher 関数系

{rn}n=1,2,... は完全系ではない正規直交系で、[0, 1)上で以下のように定義される。

r0(t) = 1 (A.12)

r1(t) =

{
1, t ∈ [0, 0.5),

−1, x ∈ [0.5, 1).
(A.13)

rn(t) = r1(t/2
n−1) (n > 1) (A.14)

ここで rn(t) は、r1(t) の定義域を t > 1 に周期拡張したものとして定義される。これを用いて
Walsh関数系は

wq(x) = Πj=1r
α

(q)
j

j (A.15)

で定義される。α(q)
j は上で定義したものと同様である。Rademacher 関数と Xk(x) は Xk(x) =

rk(
u(x)
2N

)という関係にある。ここで各状態 xに対するインデックス uを以下のように導入した。

u(x) =

N∑
j=1

2j−1xj + 1

2
(A.16)

このインデックスを用いて非線形関数Wk(x)は、Walsh関数を用いてWk(x) = wk(
u(x)
2N

)のよう
に表すことができる。この {Wk}k=1,...,2N という関数系は各状態におけるセルの状態を反映した
関数系であり、完全系となっているため観測関数の空間全体を張る基底として採用することがで
きる。
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たとえば 3セルの系の場合、指示関数の基底から {Wk}k=1,...,2N という基底への変換行列 U は

U =



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1


(A.17)

となる。この逆行列は U−1 = 1
23U

T = 1
23U である。

これを第 6 章 3 節で扱った ECA120 (3 セル、周期境界条件) に適用してみよう。式 (6.19) と
式 (6.20)で構成された固有ベクトルは ϕ̄ = Uϕとして

ϕ̄(1) =
1

8
(3, 1, 1,−1, 1,−1,−1,−3)T

ϕ̄(2) =
1

4
(0,−1, e

iπ
3 , e

2iπ
3 , e

5iπ
3 , e

4iπ
3 , 1, 0)T

ϕ̄(3) =
1

4
(0,−1, e

5iπ
3 , e

4iπ
3 , e

iπ
3 , e

2iπ
3 , 1, 0)T

ϕ̄(4) =
1

8
(5,−1,−1, 1,−1, 1, 1, 3)T

ϕ̄(5) =
1

8
(1,−1,−1, 1, 1, 1, 1, 1)T

ϕ̄(6) =
1

8
(1, 1,−1, 1,−1, 1, 1, 1)T

ϕ̄(7) =
1

8
(1,−1,−1, 1,−1, 1, 1,−1)T

ϕ̄(8) =
1

8
(1,−1,−1,−1,−1,−1,−1, 1)T (A.18)

へと変換される。とくに保存量に対応する固有値 1 の 2 つ固有ベクトル ϕ̄(1) と ϕ̄(4) について
式 (A.10)にならって Koopman固有関数を作ると

c1 = 3W0 +W1 +W2 −W3 +W4 −W5 −W6 − 3W7

c4 = 5W0 −W1 −W2 +W3 −W4 +W5 +W6 + 3W7 (A.19)

という 2 つの独立な保存量が構成される。ここで右辺はわかりやすいよう 8 倍した。これを整理
すると

c′1 =W0

c′2 =W1 +W2 −W3 +W4 −W5 −W6 − 3W7 (A.20)

となり、自明な保存量である定数関数 c′1 =W0 = 1と非自明な保存量 c′2 が構成される。とくに c′2

の右辺のWk を各セルの値に対応した表式に置き換えて整理すると

c′2 = X1 +X2 +X3 −X1X2 −X2X3 −X3X1 − 3X1X2X3, (A.21)
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となる。これは新たな基底のもとで表現された保存量である。
ECA120 の非自明な保存量 c′2 はセルの状態に対応しているものの物理的意味合いはわかりづ

らい。そこで、第 6 章 4 節の注釈 2 で触れた ECA184 に対しても同様に保存量を求めてみる。
ECA184に対して固有値 1に対応する固有関数を求め、適当に整理すると以下の 4つの独立な保存
量を構成できる。

c′′1 =W0 = 1

c′′2 =W1 +W2 +W4 = X1 +X2 +X3

c′′3 =W3 +W5 +W6 = X1X2 +X1X3 +X2X3

c′′4 =W7 = X1X2X3 (A.22)

これらのうち、c′′2 は第 6章 4節の注釈 2で述べた黒セル (または白セル)の数という保存量である。
さらに c′′3 は 2次保存量とよばれる保存量に対応しており黒セルと白セルの境界の数が保存するこ
とを表している。このように新しい関数系を採用することで、ECAの (非自明な)保存量を物理的
意味合いがわかりやすい形で構成することができた。

付録 A.2 ファジーエレメンタリーセルオートマトン
Koopman行列を用いて ECAの連続値への拡張モデルを構成できることを述べる。式 (A.4)で導

入された ψq(x)の時間発展方程式を見ると、これは系の状態 xの時間発展にともなう ψq という観
測量の時間発展を、Ψという関数系の基底の線形和で定義しているともみなせる。つまり、ψq の定
義域を {0, 1}から [0, 1] ∈ Rへ拡張し、ECAの状態を表すベクトルをx = (x1, x2, . . . xN ) ∈ [0, 1]N

へと拡張できるならば

ψq(xn+1) =

2N∑
r=1

Āqrψr(xn), q = 1, ..., 2N (A.23)

は、ECAを連続値のダイナミクスとしてとらえなおしたものとみることができる。とくに、ある
N 個の番号 {P(1), . . . , P(N)} ⊂ {1, ..., 2N}に対応する観測関数の基底関数 ψs が、ψP (s) = Xs(x)

という s番目のセルの状態を表す量に対応しているならば

Xq(xn+1) =

2N∑
r=1

Āqrψr(xn), q = 1, ..., 2N (A.24)

という力学系は FECAの少なくとも 1つ目の定義*1を満たした力学系となる。
例えば ECA184に対して {Wq}q=1,...,N を観測関数の基底として採用すると各セルの時間発展は

Xn+1
i = 0.5Xn

i−1 + 0.5Xn
i+1 − 0.5Xn

i−1X
n
i + 0.5Xn

i X
n
i+1 (A.25)

*1 緒言: 離散と連続を参照。
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のように定義できる。ここで Xn
i は時刻 nにおいて観測関数 Xi がとる値、つまり時刻 nにおけ

る i番目のセルの値である。実のところ ECA184から作った式 (A.25)は真理値表から構成された
FECA184 [25]の各セルの値を 2Xi − 1 → Xi と変換したものに相当するが、{Wq}q=1,...,N 以外に
観測関数の基底をさまざまにとることで、この方法は容易に ECAの連続値拡張を構成できる 1つ
の手法となっている。

付録 B Perron-Frobenius 作用素
Koopman 作用素の随伴作用素である Perron-Frobenius 作用素 [89] について考察する。ECA の

Perron-Frobenius作用素 P̂ は、

(P̂ g)(x) =
∑

y∈F−1(x)

g(y) (B.1)

のように定義される。ここで関数 g は g : M → Cであり、y ∈ F−1(x)は F (y) = xを満たす状
態の集合 {y}である。指示関数 bq(x) (q = 1, ..., 2N )に対して P̂ を作用する場合は、x(p) を ECA

の p番目 (p = 1, ..., 2N )の状態とすると以下のようになる。

(P̂ bq)(x
(p)) =

∑
y∈F−1(x(p))

bq(y) =
2N∑
r=1

bq(x
(r))Apr = Apq =

2N∑
r=1

Arqbr(x
(p)) (B.2)

ここで Aは状態遷移行列 (もし F (x(r)) = x(p) ならば Apr = 1、その他の場合は Apr = 0 )であ
り、bq(x(r)) = δq,r (δ は Kroneckerデルタ)である。これが任意の q, r ∈ {1, ..., 2N}に対していえ
るので、

(P̂ bq)(x) =
2N∑
r=1

Arqbr(x) = bs(x) (B.3)

が成立する。ここで、sは x(q) の時間発展した先の状態の番号である。一般の観測関数 gは以下の
ように表される。

g(x) =

2N∑
q=1

gqbq(x) (B.4)

ここで、gq ∈ Cは展開係数 (q = 1, ..., 2N )であり、g に P̂ が作用する場合は次のように表される。

(P̂ g)(x) =

2N∑
q=1

gq(P̂ bq)(x) =

2N∑
q=1

 2N∑
r=1

Arqgq

 br(x) =
2N∑
q=1

 2N∑
r=1

Aqrgr

 bq(x) (B.5)

したがって P̂ の行列表示は単純に状態遷移行列 A であり、これは Koopman 行列 K の転置行列
KT である。
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Perron-Frobenius作用素 P̂ と Koopman作用素 K̂ は、2つの関数 f, g :M → Cに対して定義さ
れる以下の内積

⟨f, g⟩ =
2N∑
q=1

f∗q gq (B.6)

に対して、それぞれがお互いの随伴となっている。つまり、

⟨K̂f, g⟩ =
2N∑
q=1

 2N∑
r=1

Kqrf
∗
r

 gq =
2N∑
r=1

f∗r

 2N∑
q=1

AT
qrgq

 =
2N∑
q=1

f∗q

 2N∑
r=1

Aqrgr

 = ⟨f, P̂ g⟩.

(B.7)

となっている。K̂ と P̂ は有限次元作用素でありお互いに随伴であることから、同じ固有値をもつ。
しかし、対応する固有関数は異なる。
以下の補題は、Perron-Frobenius作用素 P̂ の固有関数が指示関数 bq(x)を用いて表すことができ

ることを示す。最初の補題は固有値 0に対するものである。

補題 B.1. 系がいかなる周期軌道（定常状態を含む）にも含まれていない q ∈ {1, ..., 2N}という番
号の状態 x(q) ∈ M を有しているとする。このときm > 0を状態 x(q) から、その状態が吸引され
る周期軌道までの距離とする。そして、最初に到達する周期軌道上の点を x(s) = Fm(x(q)) とす
る。ここで、x(r) を同じ周期軌道上の状態のうち x(s) に m ステップで到達できる状態、つまり
x(s) = Fm(x(r))であるとする。このとき、関数

c(x) = bq(x)− br(x) (B.8)

は固有値 0のm次の一般化 Perron-Frobenius固有関数となっている。つまり、以下が成立する。
(P̂mc)(x) = 0 (B.9)

Proof. 状態 x(q) と状態 x(r) はいずれも x(s) へmステップで到達するので、式 (B.3)より

(P̂mc)(x) = (P̂mbq)(x)− (P̂mbr)(x) = bs(x)− bs(x) = 0 (B.10)

2つ目の補題は単位円周上の固有値に対するものである。

補題 B.2. 系が T 周期軌道 χ = {x(P0),x(P1), ...,x(PT−1)} ⊆ M を有していたとする。ここで、
x(PT ) = x(P0) である。このとき、関数

c(x) =
T−1∑
q=0

λ−qbPq
(x) (B.11)

は固有値 λ = exp(2πik/T ) (k = 0, 1, ..., T − 1)の Perron-Frobenius固有関数である。つまり、以
下の固有値方程式が成立する。

(P̂ c)(x) = λc(x) (B.12)
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とくに、固有値 1の固有関数は単に以下で与えられる。

c(x) =

T−1∑
q=0

bPq (x) (B.13)

Proof. q = 0, ..., T − 1について、番号 {P0, ..., PT−1}に対応する状態は T 周期軌道 χに含まれる
ことから、r = 0, ..., T − 2に対しては APqPr

= δq,r+1、r = T − 1に対しては APqPr
= δq,0 であ

る。さらに、χ内の状態は χから出られないため、q /∈ {P0, ..., PT−1}と r = 0, ..., T − 1に対し
て AqPr

= 0となっている。これらの Aの性質と P̂ の定義から、c(x)が固有値方程式 (B.12)を満
たすことを以下のように確認できる。

P̂ c(x) =
T−1∑
q=0

λ−q(P̂ bPq
)(x) =

T−1∑
q=0

λ−q
T−1∑
r=0

APrPq
bPr

(x) =
T−1∑
q=0

(
T−1∑
r=0

APqPr
λ−r

)
bPq

(x)

=

T−1∑
q=0

λ−(q−1)bPq (x) = λ

T−1∑
q=0

λ−qbPq (x) = λc(x)

(B.14)

ここで、λT = 1を使った。

上記の 2つの補題により、Koopman固有関数と同様に Perron-Frobenius作用素のすべての独立
な固有関数を構成することができた。

付録 C 位相縮約
位相縮約 [90]と Koopman固有関数の関係 [91]を簡単に述べる。位相縮約では、安定なリミッ
トサイクル軌道（散逸的な周期軌道）周りで系の時間発展を位相 θだけの 1次元的な時間発展に落
とし込み、さらに外部摂動に対する振動子の応答も位相ダイナミクスだけで議論できる形に系を縮
約する。まず、以下の力学系がリミットサイクル軌道を有しているとする。

dx

dt
= F (x) (C.1)

位相縮約においては、最初にリミットサイクル軌道へ位相を導入する。リミットサイクルが T 周
期だったとすると、リミットサイクル軌道上の位相は、ある基準点 x0 の位相を θ = 0としてその
点から時刻 tだけ時間発展した点の位相を θ = 2πt/T とおく。このようにすると周期軌道上の点
におけるダイナミクスは

dθ(x)

dt
=
dx

dt
· ∇θ = ω (C.2)

という非常に簡単な 1次元常微分方程式へ帰着される。ここで ω = 2π/T である。
次に、リミットサイクル軌道上に定義された位相をリミットサイクルの吸引領域へ拡張する。吸

引領域に存在する点 y は十分時間経過後にリミットサイクル軌道に収束するので、y を初期値と
した式 (C.1)の時間発展がリミットサイクル軌道上の点 xを初期値とした解軌道へ収束するとき、
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θ(y) = θ(x)のように位相の定義域を拡張する。こうすることでリミットサイクルとその吸引領域
を含む領域全体に式 (C.2)を満たす位相場 θ(x)が導入された。この位相は、漸近位相とよばれる。
ここで、系へ外部からのインパルス的な入力 I によって、リミットサイクル上のある点 x1 が

x2 = x+ I へとはじかれたとしよう。このとき、位相は θ(x1)から θ(x2)へと遷移する。この差、
g(θ, I) = θ(x2) − θ(x1) を位相応答関数とよぶ。とくに I が微小なときに g(θ, I) を線形近似す
ると、

g(θ, I) ∇θ|x=x1(θ) · I = Z(θ) · I (C.3)

のように近似される。ここで導入された Z(θ)を位相感受関数とよぶ。これを用いることで振動子
の外部制御や振動子間の相互作用を位相ダイナミクスに縮約したモデルによって議論することがで
きる。
さて、これが位相縮約の概略であるが、途中で導入した漸近位相がまさに Koopman作用素の固
有関数と関連づけられる。実際、漸近位相 θ を用いて exp(iθ)という観測量を考えると

d

dt
exp(iθ) = iω exp(iθ) (C.4)

となることから、
K[exp(iθ)](t) = exp(iθ(t+ τ)) = exp(iωτ) exp(iθ(t)) (C.5)

という性質を確認できる。つまり、exp(iθ)は Koopman固有関数である。
このように Koopman 作用素と位相縮約が関連づけられたことも相まって、近年では Koopman

作用素の振幅方向の固有関数も考慮した、振動子系の位相-振幅縮約も議論されている [92]。
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