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概要

物理ベースレンダリングは 1987年にKajiyaによって提案されて以降、現代に
至るまで映画・ゲーム等の映像生産分野において写実的な表現を実現するため
に必須の技術となっている。近年、この物理ベースレンダリングにおいて光輸
送問題を厳密に解く技術はリアルタイムレンダリングにも適用され、ゲーム分
野においても写実的な表現が可能となった。この研究成果は従来のオフライン
レンダリングにも応用可能であり、特にスペクトラルレンダリングのようなよ
り物理的に忠実な表現が可能であるものの莫大な計算時間がかかる手法におい
て、リアルタイムレンダリングの技術を応用することで、より高速なレンダリ
ングが可能となる。その重要性にもかかわらずこの分野の研究はほとんど行わ
れておらず、本研究ではこの分野における研究の必要性を示し、リアルタイム
レンダリングの技術を応用することでオフラインスペクトラルレンダリング
の高速化を実現する。我々は光輸送アルゴリズムの代表的な手法であるパスト
レーシングにおける再サンプリング手法をスペクトラルレンダリングに応用す
ることを提案し、その定式化と実装を行った。これにより従来のスペクトラル
パストレーシングと比較し、その品質に影響を与えることなく高速化を実現し
た。実用スペクトラルレンダリングで広く用いられている多波長サンプリング
の技術や、リアルタイムレンダリングで今も発展し続けている再サンプリング
手法をオフラインスペクトラルレンダリングに応用することでより高速なレン
ダリングを行うためには、今後もさらなる研究が必要である。



Abstract

Since its proposal by Kajiya in 1987, physics-based rendering has been an indispens-
able technology for achieving realistic image-generation in the field of image produc-
tion, such as movies and games, up to the present day. In recent years, the technique of
strictly solving the light transport problem in physics-based rendering has been applied
to real-time rendering, enabling realistic image generation in the game field as well. The
results of this research can also be applied to conventional off-line rendering, especially
in methods such as spectral rendering, which can produce more physically realistic repre-
sentations but require enormous computation time. Despite its importance, little research
has been done in this area, and this research demonstrates the need for research in this
area and the application of real-time rendering techniques to achieve faster off-line spec-
tral rendering. We propose to apply the resampling technique to spectral rendering in
path tracing, a typical method of light transport algorithms, and formulate and implement
the technique. Further research is needed to apply the multi-wavelength sampling tech-
nique widely used in practical spectral rendering and the resampling method still being
developed in real-time rendering to off-line spectral rendering for faster rendering. The
following is a brief summary of the research results of the project.
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第1章

序論

1.1 研究目的
近年、GPU進化によりリアルタイムレンダリングの世界においても、レイ

トレーシング等を用いた物理ベースレンダリングが実用の領域に達しつつ
あり、CD Project REDのCyberpunk 2077 [11] [12]やRemedy EntertainmentのAlan
Wake2 [13]などにおいて実験的ながらリアルタイムパストレーシングを導入す
るなど、この分野は急速に発展している。この背景にあるのは、GPUのハード
ウェア性能の進化やデノイザの発展、DLSSのようなNeural Netを活用したアッ
プサンプリング技術だけでなく、2020年に発表されたReSTIRアルゴリズム [6]
による、レイトレーシングによるサンプルを再利用する技術の急速な発展によ
るところが大きい。この再サンプリング技術は 2022年のGRISによってフルパ
ス空間への拡張が可能となり、Biasと引き換えに速度を追求するリアルタイム
レンダリングの世界だけでなく、映画等の高精細な映像制作においてその品質
を追求するオフラインレンダリングの世界にも応用が可能となった。
オフラインレンダリングの世界では、より高いリアリティを追求するためにレ
ンダリングの照明計算をRGBではなくスペクトルデータで行うスペクトラル
レンダリングが行われること [14]がしばしばある。再サンプリング技術は今日
でも発展を続けているが、スペクトル領域への応用に成功した研究は本論文の
執筆次点では存在せず、進行中の先行研究が 1例あるのみである。
本論文の目的はこのオフラインレンダリングにおけるスペクトラルレンダリン
グにおいて、再サンプリング技術を用いたレンダリングを行い、その品質を向
上させることである。

1.2 論文構成
第 1章で研究の目的、第 2章で本研究を支える既存技術・概念を説明する。第

3章では本研究と関連のある技術を紹介する。第 4章で本研究の提案技術を説
明し、第 5でその評価を行う。第 6では本研究の総括を述べる。
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第2章

背景

2.1 光と色の定量的な取り扱い

2.1.1 光量の測定とその単位

光の物理的伝達を定量評価するための単位とその定義について論じる。

電磁放射の測定における基本単位は放射束Φであり、その単位時間あたりの
量はWで測定される。単位面積 Aあたりの放射束、すなわち放射束の密度は放
射照度 E(dΦ/d A)で表す。放射の強さは、放射束の単位立体角あたりの密度と
して、放射強度 I(dΦ/dω)で表す。ここで立体角の単位はステラジアン srとす
る。面積と立体角双方の放射束の密度は、放射輝度 L(d2Φ/d Adω)で表す。[15]

表 2.1: 放射測定量とその単位

名前 記号 単位

放射束 Φ W
放射照度 E W/m2

放射強度 I W/sr
放射輝度 L W/m2sr

2.1.2 RGBとスペクトル

測光

放射測定では、人間の知覚を考慮せずに純粋な物理量の測定を行う。測光
は、人間の知覚を考慮した重み付けを波長毎に行う。
この重みは人間の目の、可視光領域の波長への応答を表す 555nmを中心とする
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釣鐘曲線、CIE標準比視感度V(λ)を用いて測光単位に変換する。このVはより
厳密にはCIE明所視スペクトル比感度曲線と呼ばれ、この明所所とは、3.4nit
より明るい場所を指し、網膜の錐体細胞が活動する。0.034nitでは網膜の桿体
細胞が活動し、507nmにピークをもつCIE暗所視スペクトル比感度曲線 V‘(λ)
を用いる。

図 2.1: CIE標準比視感度曲線。左が明所比視感度 V、右が暗所比視感度 V‘。
CVRL [1]より引用。

放射測定と測光の違いは、この変換曲線の存在と測定単位の違いである。
例として放射測定では、放射輝度はW/m2srで測定されるが、測光では cd/m2で
測定される。この単位の関係を以下の表に記載する。

表 2.2: 放射測定量と測光量の単位

放射測定量: 名前 放射測定量: 単位 測光量: 名前 測光量: 単位

放射束 W 光束 lm
放射照度 W/m2 照度 lx = lm/m2

放射強度 W/sr 光度 cd = lm/sr
放射輝度 W/m2sr 輝度 nit = cd/m2
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測色

様々な波長にわたる光のエネルギー分布を表したものをスペクトルパワー分
布 (SPD)と呼ぶ。この SPDと人間の色の知覚の関係を扱うのが測色である。
人間の網膜は、電磁波のうち波長およそ 380nm～780nmの可視光領域のみに反
応する。ここで網膜の錐体細胞は 3つの色受容体を持ち、この連続した波長の
光の SPDを 3つの信号に変換する。この性質により、例えば図のように典型的
な野外照明を表す SPDと、レーザー光源による SPDは、人間の目には同じ色に
見える。
CIE(国際照明委員会)により、この SPDを 3つの信号に変換する関数の特定のた
めに、RGB3つの単色光源の重み付け混合光源と任意波長の比較光源 Fが人間
の近くにおいて同等となるような重みを求めるカラーマッチング実験が行われ
た。
この実験により、RGB等色関数 r, g, bが定義されたが。この等色関数は負の値
を持つ。これは、RGB3つの単色光源のみでは等色テストを通過できず、任意
波長光源 F側に単色光源を追加する必要があったことを意味する。
負の値を持つ等色関数は直感的でなく、また計算の簡単のためや後述のメリッ
トのために、すべての可視光領域の波長において正の値を取る 3つの仮想光源
XYZが定義された。この光源の SPDは波長によっては負の値をもつ、現実には
存在しない光源である。
この仮想光源における等色関数は図 2.2のようになる。
ここで、任意の SPDs(λ)と等色関数 x̄, ȳ, z̄の内積をとることで、その SPDの

図 2.2: XYZ等色関数。CVRL [1]より引用。

XYZ値が求められる。
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X =
∫ 780nm

380nm
s(λ)x̄(λ)dλ

Y =
∫ 780nm

380nm
s(λ)ȳ(λ)dλ

Z =
∫ 780nm

380nm
s(λ)z̄(λ)dλ

(2.1.1)

この三つの３刺激値 X,Y,ZはCIE XYZ空間における色の重みを意味する。色を
輝度と色度に分けることで、色の知覚を定量的に扱うことができる。
この空間は３刺激値を X + Y + Z = 1に投影したもので、次で計算される。

x =
X

X + Y + Z

y =
Y

X + Y + Z

z =
Z

X + Y + Z
= 1 − x − y

(2.1.2)

ここで、色度座標 xと yのプロットはCIE 1931色度図と呼ばれ、図 2.3のように
なる。
この図において、色度座標 (x, y) は、波長 λ の光の色を表し、また点

x,y=(0.31271,0.32902)をCIE標準光源D65における白点と呼ぶ。
ここでD65光源は平均的な昼光を表す光源であり、図 2.4のようなSPDを持ち、
その相関色温度はおよそ 6500Kであることが知られている。
XYZ空間からRGB空間への変換は、CIE XYZ空間の 3つの基底をRGB空間の
3つの基底に変換することで行われる。色空間は、しばしば色度図上の三角形
によって表され、その基底を決めることができる。
つまり、XYZ空間とRGB空間の関係は 3x3の変換行列によって与えることがで
きる。 

X
Y
Z

 = [M]

R
G
B

 (2.1.3)

この変換行列Mは色空間ごとに決められた白点と 3つの原色の XYZ空間にお
ける座標によって決まる。
以下に代表的な色空間とその変換行列を示す。

IECが 1998年に定めた sRGB色空間は標準的な多くのディスプレイがサポー
トし、現在でも広く使われる。AdobeRGBはAdobe社が 1998年に定めた色空間
であり、sRGBよりも広い色域を持つ。
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図 2.3: CIE 1931色度図。CVRL [1]より引用。

図 2.4: D65光源のSPD

DCI-P3はデジタルシネマイニシアティブが定めた色空間であり、映画館のデジ
タルプロジェクターで使われる。Rec.2020は ITUが定めた色空間であり、HDR
映像の標準として使われる。
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図 2.5: 様々なRGB色空間。CVRL [1]より引用。

表 2.3: 色空間とその変換行列

色空間 白点 RGB to XYZ M XYZ to RGB M−1

sRGB D65


0.412391 0.357584 0.180481
0.212639 0.715169 0.072192
0.019331 0.119195 0.950532




3.240970 −1.537383 −0.498611
−0.969244 1.875968 0.041555
0.055630 −0.203977 1.056972


Adobe RGB D65


0.576669 0.185558 0.188229
0.576669 0.185558 0.188229
0.027031 0.070689 0.991338




2.041588 −0.565007 −0.344731
−0.969244 1.875968 0.041555
0.013444 −0.118362 1.015175


DCI-P3 D65


0.486571 0.265668 0.198217
0.228975 0.691739 0.079287
0.000000 0.045113 1.043944




2.493497 −0.931384 −0.402711
−0.829489 1.762664 0.023625
0.035846 −0.076172 0.956885


Rec.2020 D65


0.636958 0.144617 0.168881
0.262700 0.677998 0.677998
0.000000 0.0280727 1.060985




1.716651 −0.355671 −0.253366
−0.666684 1.616481 0.015769
0.017640 −0.042771 0.942103



RGBによるレンダリング

コンピューターグラフィックスにおいて、生成される画像の各ピクセルの値
は 3D仮想空間上にある光源 Eから発射された光が空間内の物体表面Aと作用
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し、仮想的なセンサー S に入力された放射輝度の値によって決まる。
このとき、光源 Eがもつ光の量、物体表面を定義する属性、センサーの感度を
RGB : R3空間で考えたレンダリング、すなわち光源からのRGBで表される放射
輝度を加算や乗算その他演算で構成される推定機によって計算することを考え
る。

⟨I⟩ = estimate(A|RGB, E|RGB, S |RGB) (2.1.4)

このようなレンダリング方式はRGBレンダリングである。
現在、ほとんどのゲームアプリケーションや多くの映画において、RGBレンダ
リングが用いられている。

スペクトラルレンダリング

RGBレンダリングアルゴリズムは乗算のような操作を頻繁に行う。この操作
は色空間によって結果が異なることが知られており、RGBレンダリングの問題
点である。
例えば sRGB空間において、ある輝度の値 [0, 0, 1]が、あるアルベド値 [0, 0, 1]を
もつ物体表面で反射したとき、成分ごとの乗算は [0, 0, 1] × [0, 0, 1] = [0, 0, 1]と
なる。
ここで、色空間をより広い Rec.2020 に切り替えたとき、[0, 0, 1]sRGB ,
[0, 0, 1]Rec.2020である。
このとき、[0, 0, 1]sRGB × [0, 0, 1]sRGB = [0, 0, 1]sRGB であるが、[0, 0, a]Rec.2020 ×

図 2.6: sRGB色空間における [0, 0, 1]のRec.2020色空間での対応。[2]より引用。
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[0, 0, a]Rec.2020 = [0, 0, a2]Rec.2020, a < 1となり、Rec.2020では 1 − a2ぶんの光が物体
表面で吸収されることを意味するがこの結果は明らかに不適切である。
この問題は、色の演算は可視光のスペクトル領域Λで計算し、センサーに反応
した後にRGB空間に変換することで解決できる。
すなわち、

⟨I⟩ = S pectrumToRGB(estimate(A|Λ, E|Λ, S |Λ)) (2.1.5)

とすればよい。

図 2.7: RGBによるレンダリング (左)とスペクトラルレンダリング (右)。前述の
問題により、RGBによるレンダリングでは彩度が不正な値になっていることが
確認できる。図は [2]より引用。

また、分光現象など何らかの波長依存の光学現象を考慮したい場合、RGBレン
ダリングではなくスペクトルレンダリングを行う必要があることが多い。

図 2.8: 波長依存の光学現象の例。ホイヘンスの原理による屈折物体における分
光現象の他、可視波長より微細な構造をもった物体表面でも波長依存の現象は
発生する。図は [3]より引用。
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2.2 モンテカルロ積分

2.2.1 確率分布の台、関数の台

ある確率変数 Xとその確率密度関数 pを考える。このとき、Xの台 (Random
variable support)は以下のように定義される。

定義 2.1 確率変数の台 (Random variable support)

supp(X) = {x ∈ R　 |　 p(x) > 0}

すなわち、Xの台とは、その Xが 0でない正の値を取りうる範囲のことである。
また、関数 f の台 (Function support)は以下のように定義される。

定義 2.2 関数の台 (Function support)

supp( f ) = {x| f (x) , 0}

すなわち、 f の台とは、その f が 0でない値を取りうる範囲のことである。

2.2.2 モンテカルロ法

ある関数 f : R → Rを区間 [a, b]で積分することを考える。このとき、その積
分地は以下のように表される。

I =
∫ b

a
f (x)dx (2.2.1)

また、ある連続した確率分布 pについて、関数 f の期待値は以下のように表さ
れる。

E[ f (x)] =
∫
R

f (x)p(x)dx (2.2.2)

ここで、[a, b] で一様分布するそれぞれ独立な N 次元の確率変数 x =
[x1, x2, x3, ..., xN]について、式 2.2.1,式 2.2.2から I の推定値 ⟨I⟩を求めること
ができる。

⟨I⟩ = 1
N

N∑
i=1

f (xi)
p(xi)

(2.2.3)
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このように、確率変数 xを用いて Iを推定する手法をモンテカルロ法と呼ぶ。
モンテカルロ法の推定値 ⟨I⟩は、その期待値が真値に一致する。

E[⟨I⟩] = I (2.2.4)

また、N → ∞のとき、⟨I⟩は真値 Iに収束する。

モンテカルロ法は、高次元の関数 f : Rn → Rnにも拡張できる。

⟨I⟩ = 1
N

N∑
i=1

f (x1
i , x

2
i , x

3
i , ..., x

n
i )

p(x1
i , x

2
i , x

3
i , ..., x

n
i )

(2.2.5)

2.2.3 不偏・一致推定量

ある関数 f をドメインΩで積分することを考え、その積分値を Iとする。

I =
∫ b

a
f (x)dx (2.2.6)

このとき、 f の積分値を推定するための関数 Îを考える。このとき、Îが Iの不
偏推定量であるとは、以下の式が成り立つことである。

E[Î] = I (2.2.7)

推定関数 Îの期待値と真値の間にずれ ϵ = E[Î] − Iがあるとき、それを推定関数
の偏り (Bias)と呼ぶ。
また、Îが Iの一致推定量であるとは、以下の式が成り立つことである。

lim
N→∞

Î = I (2.2.8)

2.3 物理ベースのレンダリング
物理ベースレンダリングで解くべき問題を簡潔に表現すると、画像のピクセ

ルに対応するカメラビューの方向に沿って、仮想的なセンサーに入射する放射
輝度を計算することである。この章では物理ベースレンダリングの定式化とそ
の評価手法について簡潔に述べる。
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2.3.1 物体材質とその反射の定式化

カメラに入る放射輝度は、カメラ位置を cとし、カメラビューレイの方向を
−vとすると、Li(c,−v)と書ける。
また、オブジェクト間を満たす媒質が、吸収・散乱を通じて放射輝度に大き

な影響を与える場合も考慮しない。これは、ほとんどのレンダリングではこの
媒質は比較的綺麗な空気であり、その影響を無視できるからである。この仮
定のもとでは、カメラビューレイと最初に交差するオブジェクトの交差点 p,l
の,−l放射輝度と等しくなる。

Li(c,−v) = Lo(p, v)

すなわち、ピクセルの色を決定するためには Lo(p, v)を計算しなければならな
い。また、このカメラビューレイをプライマリレイと呼ぶ。

図 2.9: カメラビューと最初の衝突点

2.3.2 レンダリング方程式

レンダリング方程式 [16]はシーン全体の大域照明についてより一般的な記述
である。
つまり、ある物体の表面上の点 pにおいて、カメラへむかうレイを vとした

13



ときの放射輝度 Loを求める上で、点 pから vに向けて放射される放射輝度を
Le(p, v)とした時の式は

Lo(p, v) = Le(p, v) +
∫

l∈Ω
fr(l, v)Li(p, l)(n, l)+dl (2.3.1)

となる。
ここで、

∫
l∈Ωはある表面上の点において、そこへ向かう全てのベクトル lすなわ

ちその点を中心として覆う半球Ωを通過して点に向かうベクトルの積分を表
す。
また、 f はBRDF、(a, b)+はmax(0, a · b)を表す。この式の視覚的な説明を図 2.10
に示す。

図 2.10: レンダリング方程式の概略図

レンダリング方程式の積分項は点 pで反射される放射輝度を表しており、
Li(p, l) = Lo(r(p, l),−l)である。r(a, {b)は点 aから方向 b向きに最も近いオブジェ
クトの点の位置を返すレイキャスト関数であり、r(p, l)は再帰的である。つま
り、この項を評価するためには図 2.11レイキャストを光源、すなわち自己発光
する物体にたどり着くまで繰り返す必要がある。
この式は、現実世界において光が物体を照らし、また衝突した物体ごとに跳ね
返ったり吸収・屈折する直感的な解釈において、光線がとる可能な全ての経路
をまとめて表している。
コンピューターグラフィックスにおいて、この光がとる経路を記述する表記ス
キームにHeckbertの記述法 [17]がある。
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図 2.11: 再帰的なレイキャスト

heckbertの記述法では、光源は L、目やセンサーは E、拡散表面にD、鏡面に S
のようにラベル付けして使用する。表 2.4に、その要約を載せる。図 2.12にその
例を示す。この、光源からカメラに到達する光の経路を、光輸送経路と呼ぶ。

表 2.4: 光輸送経路の正規表現表記

演算子 記述 例 説明

* 0以上 S* 0回以上の Specular反射
+ 1以上 D+ 1回以上のDiffuse反射
? 0または 1 S? 0回か 1回のSpecular反射
| どちらか D|SS 一回のDiffuse反射もしくは、2回のSpecular反射
() グループ (D|S)* 0回以上のDiffuse反射もしくは Specular反射
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図 2.12: 光源からカメラに到達する経路とその表記の例

2.3.3 経路積分を考慮したレンダリング方程式

3次元空間における微小面積と微小立体角を変換することを考える。
ここで、ある点 xとそれに関する微小立体角 dω、点 x′とその法線ベクトル n⃗′を
考える。
このとき、xから x′に向かう微小立体角 dωは、点 x′の微小面積が x上の微小立
体角を占める面積は距離の二乗に反比例することを考慮して以下のように表さ
れる。

dω =
|(x⃗′ − x⃗) · n⃗′|
||x⃗′ − x⃗||2

V(x′ ↔ x)dA (2.3.2)

ここで、V(x′ ↔ x)は可視性項であり、xと x′が互いに可視であるとき 1、そう
でないとき 0となる。
このとき、レンダリング方程式 2.3.1は以下のように書き換えられる。

Lo(x1 → x0) = Le(x1 → x0) +
∫
A

(
D−1∏
i=1

f (xi+1 → xi → xi−1)G(xi+1 ↔ xi)

V(xi+1 ↔ xi))Le(xD → xD−1)dx2...dxD

(2.3.3)

ここで、シーン中の全ての物体表面の集合をAとする。
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2.3.4 光輸送経路の構築と評価

レンダリング方程式 2.3.1を評価し、ピクセルごとの色を決定するための放
射輝度を計算するアルゴリズムを、光輸送アルゴリズムと呼ぶ。本節では光輸
送アルゴリズムについて、特に本研究で使用する手法を中心に解説する。

パストレーシング法

現在でも研究から実応用分野で広く使われいる光輸送アルゴリズムに、
Kajiyaの提案したパストレーシング法 [16]がある。
レンダリング方程式は再帰的なレイキャストを持ち、経路は任意の回数のバウ
ンスを取りうる。パストレーシングは、この可能な光輸送経路をカメラから光
源に向かって構築し、モンテカルロ積分によって経路の積分を評価する光輸送
アルゴリズムである。
パストレーシングが構築する光輸送経路 (以下、簡単のために光輸送経路をパ
スと呼ぶ)と、その経路積分について考えるために式 2.3.1をパス空間について
拡張する。
ここで、パスとはシーン中の全ての物体表面の集合をAとしたとき、任意の物
体表面 xi ∈ Aからなる列であり、例えばバウンス回数D − 1回のパスは以下の
ようにあらわせる。

[x0, x1, x2, ..., xD] (2.3.4)

また、パス空間とは、バウンス回数D − 1回のパスが持ちうるサーフェスの
集合をAD−1としたとき、∪∞D=2AD−1で表される積空間の和である。
このとき、式 2.3.1は微小面積に関する積分を考えることで以下のように拡張
できる。

Lo(x1 → x0) = Le(x1 → x0) +
∞∑

D=2

∫
AD=1

( D−1∏
i=1

f (xi+1 → xi → xi−1)G(xi+1 ↔ xi)

V(xi+1 ↔ xi)
)
Le(xD → xD−1)dx2...dxD

(2.3.5)

ここで、GはG(xα ↔ xβ) = |ω⃗αβ · n⃗α||ω⃗βα · n⃗β|/||xα − xβ||で表される幾何項であり、
Vは可視性項である。
式 2.3.5は、パス空間において、点 x1から点 x0に向かう放射輝度を、あるバウ
ンス回数の可能な全てのパスの積分について、全てのバウンス回数の総和を意
味する。この式をコンピューターが計算可能な形式に置き換えることを考え
る。
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図 2.13: 一本のパス

まず、パスの積分をモンテカルロ積分によって近似すると、以下の式 2.3.6が得
られる。

⟨Lo(x1 → x0)⟩ =Le(x1 → x0) +
∞∑

D=2

1
N

N∑
i=1

Thp(xi)Le(xD → xD−1) (2.3.6)

Thpは以下の形式で表されるスループット関数であり、p(α → β)は点αから
点 βをサンプリングする確率であり、モンテカルロ被積分関数のサポートのと
るサーフェスの集合において、その確率は必ず 0より大きい。

Thp(x) =
D−1∏
j=1

f (x j+1 → x j → x j−1)G(x j+1 ↔ x j)V(x j+1 ↔ x j)
p(x j → x j+1)

(2.3.7)

p(xi) , 0,∀xi ∈ supp
(
Thp(xi)Le(xD → xD−1)

)
次に無限和をロシアンルーレットによってその期待値を真値に一致させなが

ら打ち切る。
このとき、スループット関数 Thpにロシアンルーレットの確率 P jを導入し、以
下のように書き換える。

Thp(x) =
D−1∏
j=1

f (x j+1 → x j → x j−1)G(x j+1 ↔ x j)V(x j+1 ↔ x j)
p(x j → x j+1)P j

(2.3.8)
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⟨Lo(x1 → x0)⟩ = Le(x1 → x0)

+

∞∑
D=2


1
N

∑N
i=1 Thp(xi)Le(xD → xD−1) Probability of P j (Not killed yet)

0 otherwise

(2.3.9)

ここで、Le(x1 → x0)は総和に無関係であり、また式 2.3.9中の総和は入れ替え可
能なため、以下のように式を変形できる。

⟨Lo(x1 → x0)⟩ = 1
N

N∑
i=1

(
Le(x1 → x0)

+

∞∑
D=2

Thp(xi)Le(xD → xD−1) Probability of P j (Not killed yet)

0 otherwise

)
(2.3.10)

式 2.3.5から式 2.3.10の変形を、同様に微小面積に関する積分の形式について
考えると以下の式 2.3.11が得られる。

⟨Lo(x, ω⃗o)⟩ = 1
N

N∑
i=1

(
Le(x, ω⃗o)

+

∞∑
D=2


∏D−1

j=1
f (x j,ω⃗ ji,ω⃗ jo)|ω ji·n⃗ j |

p(x j,ω ji)P j
Le(xD−1, (⃗ωD−1,D)) Probability of P j (Not killed yet)

0 otherwise

)
(2.3.11)

この式 2.3.11をコンピューター上で計算する疑似コードは以下 1のように書け、
これをパストレーシング法と呼ぶ。

パストレーシング法の視覚的な説明を図 2.14に示す。
図のように、ロシアンルーレットもしくは無限遠方へのレイトレースによって
パスが終了するまで、パスの深さを一つずつ増やしながら、最終的にD個のパ
スを構築し、その評価をする。

また、式 2.3.10およびコード 1におけるモンテカルロ積分の総和上限Nは、
一般にサンプル数と呼ばれ、sppなどと書かれる。
モンテカルロ積分の性質により、推定値 ⟨Lo⟩の標準偏差は、サンプル数の平方
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struct {
float3 origin,direction,thp

} Ray
struct {

bool hit
float3 wo
Vertex x
float3 n
Bsdf bsdf

} HitResult
1 begin
2 I ←− 0.0
3 for i = 0toN do
4 ray←− getViewRay(p)
5 ray.thp←− 1.0
6 result ←− traceRay(ray)
7 while result.hit = True do
8 if result.x.hasEmission then
9 I ←− I + ray.thp ∗ Le(result.x, result.wo)

end
10 bsd f S ample←− bsd f .sample(result)
11 ray.thp←− (thp ∗ bsd f .eval(result.x, result.wo, bsd f S ample.wi) ∗

dot(result.n, bsd f S ample.wi))/bsd f S ample.pd f
12 Prr ←− russianRoulette()
13 if random() ≥ Prr then
14 break

end
15 ray.thp←− ray.thp/Prr
16 ray.origin←− result.x
17 ray.direction←− bsd f S ample.wi
18 result ←− traceRay(ray)

end
end

19 return I/N
end

Algorithm 1:パストレーシング法の疑似コード
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図 2.14: パストレーシング法の概略図

根に反比例し、これはパストレーシング法によって計算される画像のノイズ、
すなわち真値との誤差を 1

N 倍にしたいとき、サンプル数を N2倍にしなければ
ならないことを意味する。サンプル数の総和は全ての項の外にいるため、一般
に計算の処理時間もN2倍となる。
このように、パストレーシング法はサンプル数の増加に伴い、計算時間が二次
的に増加するためサンプル数を単純に増やすことが実用的に難しい場合があ
る。パストレーシング法の分散低減手法はコンピューターグラフィックスにお
ける重要な課題であり今日に至るまで多数研究されている。

Next Event Estimationによる分散低減

式 2.3.10における Thp項と Le項の積の評価について考える。
この積が 0になるとき、それは放射輝度のモンテカルロ推定値 ⟨Le⟩に寄与しな
いため無駄である。コード 1では 25行目にて、衝突点が発光していた場合、す
なわち Le項が非ゼロ値の場合にのみ計算をしているが、一般の 3Dシーンにお
いては空のような IBLを除き、発光する物体のサーフェスは少ないためできる
だけ発光しているサーフェスを評価することで分散の低減につなげることがで
きる。
そのための代表的で有用な手法としてNext Event Estimation(NEE)がある。
コード 1では新しいレイの出射方向ωiについて、BRDFのサンプリングを行っ
ている。ここで式 2.3.10の微小面積形式のレンダリング方程式に注目すると、
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これを発光するサーフェスのサンプリング、すなわち xDが必ず発光しているよ
うなサンプリングに置き換えることができるとわかる。

図 2.15: NEEの概略図

このようなサンプリングを行うことで、Le項が非ゼロ値である状況を明示的に
作ることができ、分散の低減につながる。
ただし、サンプリングした xDについてBSDF f (xD → xD−1 → xD−2)が 0の場合は
寄与が 0となり、そのサンプリングは無駄であることに注意する必要がある。
このようなケースは完全鏡面のようなBSDFにおいて簡単に発生する。また、
接続した点について可視性が認められない場合、同様にその点からの寄与は 0
となる。
すなわち、NEEではパスの構築にBSDFサンプリングを使用した上で、光源と
パスを明示的に接続して寄与を計算する。接続した点への可視性の確認には、
一般に Shadow Rayの発射と呼ばれる衝突判定結果のみを返すレイキャストを
行う。以下に、NEEを行うコード 2を示す。
また、図 2.16にNEEパストレーシングによる生成画像の例を示す。

その他の光輸送アルゴリズム

Kajiyaが提案したパストレーシング法はカメラから光源に向かってパスを構
築していく、単方向 (Uni-directional)パストレーシングだが、カメラと光源の双
方向 (Bi-directional)のパストレーシング [18]も提案されている。
双方向光輸送アルゴリズムに他に代表的なものにフォトンマッピング法 [19]が
あり、これはパストレーシングでは表現が困難なコースティクス現象の再現が

22



struct {...
} Ray
struct {...
} HitResult
struct {

float3 x,n,Le
float pdf

} LightSample
1 begin
2 I ←− 0.0
3 for i = 0toN do
4 ray←− getViewRay(p)
5 ray.thp←− 1.0
6 result ←− traceRay(ray)
7 while result.hit = True do
8 if result.x.hasEmission then
9 I ←− I + ray.thp ∗ Le(result.x, result.wo)

end
10 if bsd f .hasNonDeltaRe f lection then
11 ls←− sampleLight()
12 wi←− normalize(ls.x − result.x)
13 shadowRay←− Ray(result.x,wi, 1.0 f )
14 anyHit ←− traceS hadowRay(shadowRay)
15 if !anyHit then
16 f ←− bsd f .eval(result.x, result.wo,wi)
17 G ←− dot(result.n,wi) ∗ dot(ls.n,−wi)/dot(result.x, ls.x)
18 thp←− (ray.thp ∗ f ∗G)/ls.pd f
19 I ←− I + thp ∗ ls.Le

end
end

20 bsd f S ample←− bsd f .sample(result)
21 ray.thp←− (thp ∗ bsd f .eval(result.x, result.wo, bsd f S ample.wi) ∗

dot(result.n, bsd f S ample.wi))/bsd f S ample.pd f
22 Prr ←− russianRoulette()
23 if random() ≥ Prr then
24 break

end
25 ray.thp←− ray.thp/Prr
26 ray.origin←− result.x
27 ray.direction←− bsd f S ample.wi
28 result ←− traceRay(ray)

end
29 return I/N

end
end

Algorithm 2: NEEを行うパストレーシング法の疑似コード
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図 2.16: パストレーシングによる写実的なCG画像。左からサンプル数 1,サンプル数
10,サンプル数 1024。

容易であることが知られている。フォトンマッピング法は空間計算量がN3に比
例しメモリ消費が激しいが、これを改善したプログレッシブフォトンマッピン
グ法 [20]も過去に提案されている。
パストレーシング法の改善手法として著名なものに、Veachらが開発した
Metropolis Light Transport(MLT) [21]がある。これはメトロポリス-ヘイスティン
グス法を光輸送の問題に適用し、シーン中に存在する光源の面積が非常に少な
い、間接光の寄与が大きいシーンでもノイズに対し頑健な結果を得ることがで
きる。
近年では、光の干渉等の波動性を考慮したレンダリング方程式の拡張、
Physically Light Transportが提案されている [22]。

2.3.5 スペクトラルパストレーシング

スペクトラルパストレーシングにおいても通常のRGBパストレーシングと
同様に式 2.3.1を解くことを考える。
ただし、明示的に波長の積分を考える必要があり、式 2.3.1は以下のように拡張
される。

Lλo(p, v, λ) = Lλe(p, vλ) +
∫

l∈Ω,λ∈Λ
fs(l, v, λ)Lλi(p, l, λ)(n, l)+dl (2.3.12)

Lo(p, v) =
∫
λ∈Λ

Lλe(p, v, λ) +
∫

l∈Ω,λ∈Λ
fs(l, v, λ)Lλi(p, l, λ)(n, l)+dl (2.3.13)

経路積分方式のレンダリング方程式 2.3.5についても、同様に波長の積分につ
いて考えればよい。
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このとき、構築したパスが与える寄与は、そのパスが持つ波長の積分になる。
ゆえに、2.1.2で述べたように等色関数による畳み込みを行うことで値を得るこ
とができる。
すなわち、ピクセル jのXYZ成分は

IX, j =
1∫

Λ
fȳ(λ)dλ

∫
Λ

x̄(λ)
∫

l∈Ω
fs(l, v j, λ)Lλi(p j, l, λ)(n j, l)+dldλ (2.3.14)

IY, j =
1∫

Λ
fȳ(λ)dλ

∫
Λ

ȳ(λ)
∫

l∈Ω
fs(l, v j, λ)Lλi(p j, l, λ)(n j, l)+dldλ (2.3.15)

IZ, j =
1∫

Λ
fȳ(λ)dλ

∫
Λ

z̄(λ)
∫

l∈Ω
fs(l, v j, λ)Lλi(p j, l, λ)(n j, l)+dldλ (2.3.16)

をそれぞれ解くことによって求まる。
スペクトラルレンダリングはRGBレンダリングにおける輝度分散に加えて波
長による色分散も発生させることになる。

2.4 サンプリング
レンダリング方程式を評価する際、式 2.3.7の確率密度関数 pの評価のよう

に、ある集合から要素を取り出すサンプリング操作を行う必要がしばしば発生
する。
この章では、物理ベースレンダリングにおけるサンプリングの基礎について簡
単に解説し、また本研究の根幹をなす再サンプリングについてもここで説明
する。

2.4.1 再サンプリング

重点的サンプリングは、サンプルの生成に使用される確率密度関数 pによっ
てその有効性が大きく変わる。しかし、理想的なサンプルを生成する確率密度
関数を定式化することは一般に難しい。
また、定式化してもその確率密度関数を評価することが困難であったり実用上
無意味な場合もある。
本節ではそのような確率密度関数の定式化が困難な場合において、モンテカル
ロ積分による不偏な推定値を与えることを考える。
まずそのような確率密度関数の代替として機能する不偏寄与度重み (Unbiased
Contribution Weight)について解説し、次にその不偏寄与度重みを生成する手法
の一つである再サンプリングについて解説する。
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不偏寄与重み (UCW)

式 2.2.1で示したように、ある関数 f の積分値 Iがあるとき、

I =
∫
Ω

f (x)dx

それをモンテカルロ法を用いて近似計算した場合、その期待値は以下のように
表すことができた。

⟨I⟩ = 1
N

N∑
i=1

f (xi)
pi(xi)

しかし、光輸送アルゴリズムの複雑さゆえに、あるサンプルを生成した xにつ
いて理想的な確率密度関数 pを評価することが非常に困難な場合がある。
そのような場合でも xについて、pの逆数と期待値が一致するような確率変数
Wxがわかっていれば、不偏なモンテカルロ積分は評価することができる。この
Wxのことを不偏寄与重み (Unbiased Contribution Weight, UCW)と呼び、以下のよ
うに定義する。

定義 2.3 不偏寄与重み (Unbiased Contribution Weight, UCW)

⟨I⟩ = f (x)Wx

with　E[ f (x)Wx] = E[ f (x)/p(x)] =
∫
Ω

f (x)dx = I

再サンプリングされた重点的サンプリング (RIS)

UCWを求める手法の一つに、再サンプリングされた重点的サンプリング
(Resampled Importance Sampling, RIS) [23]がある。
Talbotによる最も基本的なRISでは、UCWを求めるために、対応する確率密度
関数の評価が困難な目標関数 p̂があるとき、まず容易に評価できる確率密度関
数 pの分布に従い候補サンプルをM個生成 x = [x1, x2, x3, ..., xM ∈ Ω]する。
次に、それぞれの候補サンプルに対し、リサンプリング重みwxiを以下のよう
に計算する。

wxi =
p̂(xi)
p(xi)

(2.4.1)

このリサンプリング重みに比例した確率で、候補サンプルから一つのサンプル
xsをサンプリングする。
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このとき、不偏寄与重みWxは以下のように計算される。

Wx =
1

p̂(xz)

( 1
M

M∑
i=1

wxi

)
(2.4.2)

このWxは評価が困難な確率密度関数の代替として機能し、M → ∞の時、Wxの
分布は目標関数 p̂に完全に比例した分布を持つ。
この基本のRISは候補サンプルが共通のドメインに属し、共通の分布から生成
されるときにのみ成り立つ。

Talbotは候補サンプルが異なる分布から生成される場合のRISも提案してい
る。本論文では Linらの精神に基づき、リサンプリングMIS重みを導入し、こ
のRISを以下のように定義する。

1. 共通のドメインΩに属する候補サンプルをM個生成 x = [x1, x2, x3, ..., xM], (xi ∈
Ω)する。

2. 全ての候補サンプルについて、

mi ≥ 0　 and　
M∑

i=1

mi(x) = 1,∀x ∈ supp( p̂)

を満たすようなリサンプリングMIS重みmi(xi)を評価する。

3. 目標関数 p̂に対し、リサンプリング重みwi = mi(xi)p̂(xi)Wxiを評価する。

4. リサンプリング重みwiに比例した確率で、候補サンプルから一つのサン
プル xsをサンプリングする。

5. 不偏寄与重みWx =
1

p̂(xs)

∑M
i=1 wxiを評価する。

このとき、モンテカルロ法を適用する被積分関数 f に対し、 p̂と pが以下の
条件

supp( f ) ⊂
(
supp( p̂) ∩ ( ∪M

i=1 supp(xi)
))

(2.4.3)

を満たすとき、RISのモンテカルロ積分の推定量 ⟨I⟩ = f (x)Wxは不偏となる。

E[⟨I⟩] =
∫
Ω

f (x)dx = I (2.4.4)

言い換えればRISの推定量を不偏に保つためには被積分関数の台、つまり 0以
上の”推定量に寄与する値をもつ範囲”は、目標関数の台と初期候補サンプルの
生成範囲双方によって完全に覆われている必要がある。
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共通のドメインΩに属する候補サンプルをM個生成するとき、容易に評価
できある分布Dに従う確率密度関数 pを用いて、p(di), (1 ≤ i ≤ M)を評価するこ
とで生成する場合、リサンプリングMIS重みのUCWであるWxiは、pが容易に
評価できることによりWxi =

1
p(xi)
となる。

このとき、リサンプリングMIS重みの定式化として以下のようなバランス
ヒューリスティックスに類似したものが提案されている。

例 1 共通ドメインからのサンプル生成時の再サンプリングMIS重み

mi(x) =
pi(x)∑M

j=1 p j(x)

また、分布Dが一様なら、mi(xi) = 1
M となる。

このとき、式 2.4.3の条件は次のように書くこともできる。

p̂(xi) > 0, p(xi) > 0,∀xi ∈ supp
(
f
)

このRISを評価する疑似コードを以下 3に示す。
このRISを使用する上で特別に注意すべき点として、先に述べた条件 2.4.3があ
る。
これが意味することは、被積分関数 f が 0より大きい値をとる領域Ωsubについ
て、目標関数 p̂が 0より大きい値をとる領域 ˆΩsubに含まれている必要がある。
またΩsubが含む全ての xは pによってサンプリングされる可能性がある必要が
ある。つまりある xをサンプルする確率が 0であるような分布は pとして不適
切であり、偏った結果をもたらす。
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struct {
Sample s
float ucw

} RISSample
Function RandomIndex(float[] w):

1 float r = random()
2 for i = 0 to M do
3 if w[i] > 0.0 f then
4 r− = w[i]/sum(w)
5 if r <= 0.0 f then
6 return i

end
end

end
7 return ∅

Function ResampliedImportanceSampling(M):
8 float[] w(M)
9 Sample[] x(M)

10 for i = 0 to M do
11 [xi, ucw]←− sampleGen()
12 x[i]←− xi

13 w[i]←− mi(xi) ∗ p(xi) ∗ ucw
end

14 RISSample　 s
15 s.s←− ∅
16 s.ucw←− 0.0 f
17 index←− RandomIndex(w)
18 if index , ∅ then
19 s.s←− x[index]
20 float wsum ←− 0.0 f
21 for i = 0 to M do
22 wsum+ = w[i]

end
23 s.ucw←− (1/p(x[index])) ∗ wsum

end
24 return s

Algorithm 3: RISの疑似コード
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RISの一般化 (GRIS)

前節でのRISは、生成する候補サンプルが共通のドメインΩに属するという
制約があった。
ここで、候補サンプルが共通のドメインに属する必要がない一般化された
RIS(Generalized Resampled Importance Sampling, GRIS)が Linらによって提案され
ている [4]。
これは、潜在的に相関のある入力サンプル列 [(xi ∈ Ω)M

i=1]を任意のソースドメイ
ンΩiからサンプリングすることを許す。このとき、各 xiについて、不偏寄与重
みWxiがあれば不偏なモンテカルロ積分の推定量を与えることができる。
この手順を以下に示す。

1. サンプル毎のドメインΩiに属する候補サンプルと、その不偏寄与重みの
組をM個用意 x = [(x1,Wx1), (x2,Wx2), (x3,Wx3), ..., (xM,WxM )]する。

2. シフト関数 Tiを用いて、各 xiを yi = Ti(xi), yi ∈ Ωとして目標ドメインΩに
写像する。

3. 全ての写像済み候補サンプル y = [y1, y2, ..., yM]について、

mi ≥ 0　 and　
M∑

i=1

mi(yi) = 1,∀y ∈ Ti(supp(x))

を満たすようなリサンプリングMIS重みmi(yi)を評価する。

4. 目標関数 p̂に対し、全ての写像済み候補サンプル yと対になるリサンプリ
ング重みwi = mi(yi)p̂(yi)Wxi |∇Ti

∇xi
|, (0 ≤ i < M)を評価する。

5. リサンプリング重みwiに比例した確率で、写像済み候補サンプルから一
つのサンプル ysをサンプリングする。

6. 不偏寄与重みWy =
1

p̂(ys)

∑M
i=1 wyiを評価する。

GRISにおけるリサンプリングMIS重みの設計として、写像後の目標ドメイン
Ωとサンプル yについて、その確率密度関数 pyiが定式化でき容易に評価できれ
ば以下のように書ける。

mi(yi) =
pyi(yi)∑M

j=1 py j(y j)
(2.4.5)

しかし実際には yi = Ti(xi)のように Tで写像したのちのサンプルについてその
確率密度関数 pyiを評価することは困難である。そこでLinらは”i番目における
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代理の p̂”を以下のように定義し、

p̂←i(y) =

p̂xi

(
T−1

i (y)
)
|∇T−1

i
∇y | if y ∈ Ti(supp(xi))

0 otherwise
(2.4.6)

GRISにおけるリサンプリングMIS重みとして、以下の提案を行っている。

mi(yi) =
p̂←i(yi)∑M

j=1 p̂← j(y j)
(2.4.7)

RISと同様にこのリサンプリングMIS重みは条件

M∑
i=1

mi(yi) = 1, (yi ∈ supp(xi)) (2.4.8)

を満たさなければならない。
また、被積分関数 f に対し、条件

supp( f ) ⊂
(
supp( p̂) ∩ ( ∪M

i=1 Ti(supp(xi))
))

(2.4.9)

を満たすとき、GRISのモンテカルロ積分の推定量 ⟨I⟩ = f (y)Wyは不偏となる。
ここで、式 2.4.6における条件は、単にある y ∈ Ωについて候補サンプル xi固有
のドメインΩiへの写像が不可能であるか xiがゼロ確率でサンプリングされる
場合に 0を返す、という意味である。推定量を不偏に保つためには条件 2.4.9を
満たす必要があるため、このときΩiへの写像は必ず可能であるため、この条件
は単に xiが評価できないならば 0を返す、という意味である。

式 2.4.8と 2.4.9に対する視覚的・直感的な解釈として、目標ドメインΩは候
補サンプルのドメインΩiの和集合であるが、重複して覆われる領域が存在す
る場合がある。このとき、重複した領域においては、その領域を覆うドメイン
全てから合計で正確に１つぶんのサンプルによってカバーされるように重み付
けをしなければならないという意味である。
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図 2.17: 式 2.4.8と 2.4.9の解釈 ( [4]より引用)。複数のドメインから不偏な統合を行う
には、重複領域のための適切な再サンプリングMIS重みが必要になる。
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第3章

関連研究

3.1 再サンプリングの照明計算への応用
この章では、2.4.1で触れた再サンプリングを光輸送問題、特にパストレーシ

ング法による直接照明と間接照明の計算に応用した研究について述べる。

3.1.1 再サンプリング手法の効率的なストリーム入力

アルゴリズム 3に示した再サンプリング手法は、全ての候補サンプルを事前
に生成しそのすべてをメモリ上に保持する必要がある。これは光輸送アルゴリ
ズムにとって、特にGPUのような並列計算環境では、メモリの使用量が大きく
効率的な計算ができない。また任意長のストリーム入力を与えることもでき
ず、実応用的な実装に厄介な問題となる。
ChaoらによるWeighted Reservoir Sampling(WRS) [24]は、1つ分のサンプルを保
持するメモリ量のみで任意長の入力ストリームから一つ以上の要素をサンプリ
ングすることができる手法である。これはRISに完全に適合する。
WRSを使用したRISの疑似コードをアルゴリズム 4に示す。

3.1.2 再サンプリングと直接照明

1回目のNEEサンプリング、つまり直接照明の計算でRISを使用し、画像の
輝度分散を低減することを考える。
直接照明は、一回バウンスのパス、すなわち x = [x0, x1, x2], x ∈ Aとなる全ての
パスに対して、そのパスの寄与を計算することで得られる。
すなわち、以下の式を画像の各ピクセルごとに評価すれば良い。

L(x1 → x0) =
∫
A

f (x2 → x1 → x0)G(x1 ↔ x2)V(x1 ↔ x2)Le(x2 → x1)dx2 (3.1.1)
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1 class {
2 int M
3 float wsum

4 float p̂
5 Sample sample
6 Function Update(Sample si, Float wi, Float p̂i , Float rand01):
7 wsum ← wsum + wi

8 if rand01 < wi
wsum

then
9 sample← si

10 p̂← p̂i

end
11 M++
12 return true
} Reservoir

13 Function WeightedReservoirSampling:
14 Reservoir r
15 r.M← 0
16 r.wsum ← 0
17 r. p̂← 0
18 Sample sample← ∅
19 for i← 0 to N do
20 Sample si, float ucw← sampleGen()
21 float p̂i ← p̂(si)
22 float wi ← m(si) p̂iucw
23 float rand01← rand()
24 bool accepted← r.Update(si, wi, p̂i, rand01)

end
25 return r.sample

Algorithm 4: WRSを使用したRIS
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ここで、頂点 x0と x1は各ピクセル毎に固定されているため、この積分は x2に
ついてのみの積分となり、またこの x2は光源サーフェスであるからこれを xeと
すると、この積分は以下のように書ける。

L(x1 → x0) =
∫
A

f (xe)dxe (3.1.2)

Talbotらは、直接照明における目標関数 p̂として以下の式を設定した。

p̂(x) = fs(x)G(x)Le(x) (3.1.3)

可視項 Vは式 3.1.1で計算時間が支配的であるため、性能上の理由からこれを
含めない。
また、RISの対象は光源サンプリングである。
候補サンプルを一様分布からサンプリングするとき、このアルゴリズムは以下
のように書ける。

1. シーンの光源サーフェスの集合 Aに属する候補サンプルをある確率密度
関数 pの分布に従ってM個生成 xe = [xe1, xe2, xe3, ..., xeM　 |　 xi ∈ A]する。

2. 全ての候補サンプルについて、リサンプリング重みwi =
1
M fs(xei)G(xei)Le(xei) 1

p(xei)

を評価する。

3. リサンプリング重みwiに比例した確率で、候補サンプルから一つのサン
プル xsをサンプリングする。

4. 不偏寄与重みWx =
1

fs(xs)G(xs)Le(xs)

∑M
i=1 wxeiを評価する。

図 3.1: RISによるサンプル再利用の図式 ( [5]より引用)
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BSDFサンプリングとNEEサンプリングの結合

前節では一様分布からのNEEサンプリングを候補サンプルの生成に使用し
たが、より複雑な例として PDFpBS DFを持つBSDF重要度サンプラーからMBS DF

個の候補を、PDFpNEEを持つNEEライトサンプラーからMNEE個の候補を生成
する場合を考える。
このとき、BSDFサンプリングに対するリサンプリングMIS重み及びリサンプ
リング重みは次の通りである。

mi(x) =
pBS DF(x)

MBS DF pBS DF(x) + MNEE pNEE(x)
(3.1.4)

wi =mi(xi) p̂(xi)Wxi

=
( pBS DF(xBS DF)

MBS DF pBS DF(xBS DF) + MNEE pNEE(xNEE)

)
p̂(xBS DF)

1
pBS DF(xBS DF)

(3.1.5)

不偏寄与重みWxは

Wxs =
1

p̂(xs)

MNEE+MBS DF∑
j=1

w j (3.1.6)

時空間サンプリング

Biterrliら [6, 2020]は、直接照明の計算においてWRSを用いて時空間方向
に再サンプリングを行い、分散を低減する手法 ReSTIR(Reservoir based Spatio-
Temporal Importance Resampling)を提案した。
これは過去フレームからのサンプル (時間方向)、現在フレームの近傍ピクセル
からのサンプル (空間方向)をWRSの対象とするものである。
過去、近傍からのサンプルは異なるピクセル、すなわち 1回バウンスパスのセ
ンサー頂点 x0、一次衝突頂点 x1が異なることに注意しなければならない。
このとき、直接照明におけるNEE時空間サンプリングでは、サンプル xeは全
ピクセルで共通のドメインAからサンプリングされ、シーンが静的であれば全
時間においても共通のドメインAからサンプリングされる。しかし、各サンプ
ルの分布は各ピクセルにおいて、センサー頂点、一次衝突頂点が異なるために
その分布は異なる。すなわち、共通のドメイン、異なる分布からのRISを適用
する必要がある。
時空間サンプルの対象となる異なるピクセル jにおけるセンサー頂点、一次衝
突頂点をそれぞれ x0, j, x1, jとすると、適切なリサンプリングMIS重みとして以
下のようなものがある。
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図 3.2: Moreauら [2019]による Dynamic Many-Light Sampling for Real-Time Ray Tracing
とReSTIRアルゴリズムの比較 ( [6]より引用)。Biterrliらは Spatial Resampling時に、Bias
を導入する代わりにより高速なMIS Weightを使用した手法も [6]で提案している。

mi(xe) =
f (xe → x1,i → x0,i)∑M

j=1 f (xe → x1, j → x0, j)

with　 f = fs ·G · Le

(3.1.7)

空間再利用:現在のピクセルの相対的な近傍、例えば現在ピクセルを中心とす
るある半径の円から適切な数のピクセルを選択し、そのピクセルからのサンプ
ルをWRSの対象とする。
相対的な近傍の選択には、例えばG-Bufferからの深度情報やラフネス情報を用
いることで類似したピクセルを選択できる。空間再利用によるサンプルで 1

M の
リサンプリングMIS重みを選択した場合、それは目標関数 p̂への収束保証を失
い、バイアスの原因となる。
時間再利用:過去フレーム、一般には現在フレームの一つ前のフレームからの
サンプルをWRSの対象とする。
現在フレームにおける対象ピクセル iに対応する前フレームのピクセル i‘を特
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定するため、Motion-VectorやOptical-Flowを用いたフレーム間移動の追跡が必
要となる。
動的シーンにおいてはリサンプリングMIS重みの計算に可視性項Vの再計算が
必要となる。

3.1.3 任意の光輸送経路の再サンプリング

直接照明だけでなく、シーン全体の大域照明についての再サンプリングを考
える。式 3.1.2を任意のパス長について考えると、それは面積測度におけるレ
ンダリング方程式、式 2.3.5についてのパス再利用となる。

Lo(x1 → x0) = Le(x1 → x0) +
∞∑

D=2

∫
AD=1

(
D−1∏
i=1

f (xi+1 → xi → xi−1)G(xi+1 ↔ xi)

V(xi+1 ↔ xi))Le(xD → xD−1)dx2...dxD

(3.1.8)

センサー頂点、一次衝突頂点が各ピクセル毎に固定されていると考えると、こ
の積分は x2から xDについての積分となり、以下の微小面積のベクトルに関す
る再サンプリングを行えばよい。

[x0, x1, x2, x3, ..., xD] (3.1.9)

このパスに対してReSTIRアルゴリズムを適用する研究は近年活発に行われ
ており、ReGIR [25, 2021]、ReSTIR GI [5, 2021]などがある。
それらの発展手法は任意のパスを扱うことが出来ず、何らかのBiasと無視でき
ないアーティファクトを発生させていたが、GRISの登場 [4, 2022]により完全な
パス再サンプリングが可能となった。

パス空間におけるパスの変換

あるパス xを、シフトマッピング関数 T を用いて別のパス yに変換すること
を考える。近年のパス再サンプリング研究の結果を踏まえ、Wymanら [2023]は
以下の考察を与えている。
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最も単純な T として、面積測度においての同一シフトがある。これは、式
3.1.2を単に任意のパスに拡張する。

T ([x0, x1, x2, x3, ..., xD]) = [x0, x1, y2, y3, ..., yD] (3.1.10)

この T は、y1から x2を適切に接続するために点 y1と点 x2のBSDF、ジオメトリ
項G、可視性項Vを評価する。そして、例えば Le(x2 → x1)を Le(x2 → y1)に再利
用できる。
Ouyangら [5, 2021]のReSTIR GIはこの戦略を利用したが、これは 2点のBSDF

図 3.3: 単純な再接続 ( [5]より引用)

ローブが鋭い、例えば完全鏡面などの場合は逆に分散を劇的に増加させる結果
となる。

低分散で不偏な結果を与える理想的なシフトマッピング関数 T について、以
下の性質が考えられる。

p̄ j(T (x))
∣∣∣∣∇T
∇x

∣∣∣∣ ≃ p̄i(x) (3.1.11)

ここで p̄kはピクセル kにおいてパス xをサンプリングする分布を与える確率密
度関数であり、iは目標ピクセル、 jは再利用されるピクセルである。
この式は、理想的な Tはシフトしたサンプルの目標 PDFを元の目標 PDFとほぼ
等しくすることを意味する。
すなわち、 p̄ j(T (x))と p̄i(x)が極端に異なる場合、Tは不適切であると言えるが、
これはまさにパス xについて接続される 2点のBSDFローブが鋭い場合に該当
する。
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図 3.4: ReSTIR GIによるパス再利用のアーティファクト ( [7]より引用)。透過マテリ
アルやGlossyマテリアルでは、偏った結果をもたらす

そのような場合はピクセル iにパスをシフトした場合、ソースピクセル iにお

図 3.5: 頂点再接続に失敗する例。[7]から引用。

ける寄与がほぼ 0になる場合が十分に考えられるためである。
また、||x2 − x1||と ||x2 − y1||が極端に異なる場合も、幾何項Gの働きにより不適
切なTを生み出す要因となる。
よって、このような単純な Tは避けるべきである。

パスシフトマッピング関数 T の詳細な研究は、勾配領域レンダリング [26]に
おいて広範囲に研究されている。これら先行研究によれば、画像の勾配の局所
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的変化がなめらかであれば、近傍ピクセルは類似した正規化係数をもつはずで
あるとされる。
この事実と目標関数が被積分関数に類似した設計をされる事実 p̂ ≃ f に注目す
れば、式 3.1.11は以下のように書ける。

f j(T (x))
∣∣∣∣∇T
∇x

∣∣∣∣ ≃ fi(x) (3.1.12)

これは、勾配領域レンダリングで使用されるのと同じ条件であり、それら分野
のシフトマッピングがパス再サンプリングにも適用できることを意味する。
Linら [4, 2022]はパス再サンプリングのためのシフトマッピング関数 T に有用
なものとして、Lehtinenら [27, 2013]の頂点コピー、多様体探索 [28, 2020], [29,
2012]、Kettunenら [30, 2015]のハーフベクトルコピー、各頂点におけるサンプ
リング乱数再利用、パス方向コピーなどを挙げている。

ReSTIR PTにおけるパスシフト戦略

Linら [2022]は勾配領域パストレーシング [2015]のシフト戦略に類似した、
パス再サンプリングのためのハイブリッドシフトマッピング戦略 (Hybrid Shift
Mapping)を提案した。
この戦略は、乱数再利用戦略と頂点コピー戦略を組み合わせたものである。パ
スの各頂点ごとに、距離条件と粗さ条件を確認し、有効であれば頂点コピーを
行う。そうでなければ乱数コピーを行い、頂点コピーを遅延する。

図 3.6: ハイブリッドシフト戦略。[4]から引用。

ここで、ベースパス xに含まれる頂点 xkと、オフセットパス yに含まれる頂
点 ykについて、
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距離条件とは、
min(||xk − xk−1||, ||xk − yk−1||) ≥ dmin (3.1.13)

を満たすことである。
粗さ条件とは、

min(αxk−1(lk−1), αyk−1(l‘k−1), αxk(lk)) ≥ αmin (3.1.14)

を満たすことである。lk−1, l‘k−1, lkはそれぞれ頂点 xk−1, yk−1, xkにおける BSDF
ローブであり、αv(l)は頂点 vにおけるBSDFローブ lについての粗さを返す。
つまり、パストレーサーによってベースパスを生成するとき、以下を満たす最
小の k(k ≥ 2)を持つ頂点 xkを頂点コピー戦略における再接続頂点として格納す
る。

min(||xk − xk−1||) ≥ dmin ∧ min(αxk−1(lk−1), αxk(lk)) ≥ αmin (3.1.15)

そして、RISによってオフセットパスを生成するとき、頂点 yk−1まて乱数コ
ピー戦略を行い、yk−1と xkを頂点コピーにより接続する。
このとき、yk−1と xkについて、

min(||xk − yk−1||) ≥ dmin ∧ min(αyk−1(l‘k−1), αxk(lk)) ≥ αmin (3.1.16)

を満たす必要がある。
ReSTIR PTはこのハイブリッドシフト戦略によるパス再サンプリングのため
に、パスの定義を拡張してサンプリングを行う。
パスサンプルは頂点と BSDFローブ l、光源サンプリングテクニックのタグ
t ∈ T を持ち、

x̄ = [x0, (x1, l1), (x2, l2), (x3, l3), ..., (xD−1, lD−1), (xt
D

)] (3.1.17)

のように表す。
この拡張パスに対する積分は可能な全てのBSDFローブ lの集合をLとし、ま
た拡張パスからローブだけを取り出したパスを l̄ = [l1, l2, ...]とすると、

I =
∞∑

D=1

∫
ΩD

f̄ (x̄)d x̄

=

∞∑
D=1

∑
l̄∈L

∫
AD

mt(x) fl̄(x)dx
(3.1.18)

となる。ここでmtはサンプリングテクニック tに対するMIS重みである。
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3.1.4 ReSTIR PTアルゴリズムによるパス再サンプリングのパス
トレーシングへの応用

この章では、GRISを用いた任意パスの再サンプリングをパストレーシング
に応用した、ReSTIR PTアルゴリズム [4, 2022]について述べる。

パスサンプルの生成

NEEパストレーシングは、パス打ち切り時のパス長さをDendとすると、最大
でDend − 1本のパスを一回のパストレーシング・ループの中で生成する。
このパスツリーの全てのパスを RISの入力とし、初期候補サンプル x =
[X1, X2, ..., XDend−1]とする。
このとき、各パス Xi = [x0, x1, x2, x3, ..., xi]について、そのモンテカルロ推定量は

⟨I⟩ = f (Xi)
p(Xi)

=

=
( i∏

j=1

fs(x j+1 → x j → x j−1)G(x j+1 ↔ x j)V(x j+1 ↔ x j)
p(x j → x j+1)P j

)
Le(xD → xD−1)

(3.1.19)

また、パスツリー xの推定量は

⟨I⟩ = f (x)
p(x)

=

=

Dend∑
D=2

( D−1∏
j=1

fs(x j+1 → x j → x j−1)G(x j+1 ↔ x j)V(x j+1 ↔ x j)
p(x j → x j+1)P j

)
Le(xD → xD−1)

(3.1.20)

となる。
生成した候補サンプル x = [X1, X2, ..., XDend−1]からRISを用いて一つのサンプル

を選択することを考える。
各サンプル毎にリサンプリング重みwiと、選択サンプル Xsに対する不偏寄与
重みWsを定式化しなければならないが、各サンプル XiはドメインA⟩+∈に属
しているのでGRISを使用した再サンプリングを行う。ここで、ターゲットド
メインAと候補サンプルのドメインAi+2について、Ai+2 ∈ Aであるからシフ
トマッピング関数は入力をそのまま返す T (X) = Xとなり、そのヤコビアンは
|JT (X)| = 1となる。

また、再サンプリングMIS重みについて、式 2.4.5、式 2.4.8、式 2.4.9より、各
サンプル Xiは部分空間Ai+2に属し、全ての部分空間Ak ∈ Aはパス長について
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図 3.7: パスツリーとパス空間・部分パス空間の関係。

互いに独立であるから、その値は 1となる。

mi(Xi) = 1 (3.1.21)

再サンプリング重みについて、目標関数 p̂を
∏

( fs ·G · V)Leとすると、サンプル
毎の不偏寄与重みWiは単にサンプル毎の確率密度関数の評価値 1

p(Xi)P j
を使えば

よく、その値は

wi =
( D−1∏

j=1

fs(x j+1 → x j → x j−1)G(x j+1 ↔ x j)V(x j+1 ↔ x j)
p(x j → x j+1)P j

)
Le(xD → xD−1) (3.1.22)

となる。
パスツリーから選択されたサンプル Xs に対する不偏寄与重みWs は、式

TODO:より

Ws =
1

p̂(Xs)

Dend−1∑
i=1

wi (3.1.23)

となる。

NEEサンプリングとBSDFサンプリングのMISによる結合

NEEパストレーシングによるパスツリーの構築時、BSDFサンプリングに
よって発射したレイが光源に到達した場合、そのパスツリーには同じパス長を
持つ異なるパス XNEE

i と XBS DF
i が存在することになる。

この 2つのパスは同じドメインAi+2に属しているので、再サンプリングMIS
重みの適切な設計が必要になる。式 3.1.4のようにバランスヒューリスティック
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図 3.8: BSDFサンプリングによって光源に到達した場合のパスツリー。

スを用いればその重みは

mi(XNEE
i ) =

p(XNEE
i )

p(XNEE
i ) + p(XBS DF

i )

mi(XBS DF
i ) =

p(XBS DF
i )

p(XNEE
i ) + p(XBS DF

i )

(3.1.24)

となる。ここで p(Xi) =
∏i+2

j=1
1

p(x j→x j+1
である。

時空間再サンプリング

初期候補サンプリングからのサンプル Xsを時空間再サンプリングする。
このとき、初期候補サンプルのドメインΩxから現在ピクセルのドメインΩyに
シフトマッピング関数 Tを用いてサンプルの変換をする必要がある。
時空間再サンプリングにおける再サンプリング重みwstについて、

wst = mi(T (Xs)) p̂(T (Xs))|
∇T
∇Xs
|Wxs

= mi(T (Xs))
( D∏

j=1

fs ·G · V
∣∣∣∣∇T
∇x j

∣∣∣∣)WXs

= mi(T (Xs))
( D∏

j=1

fs ·G · V
∣∣∣∣∇T (ω j)
∇ω j

∣∣∣∣)WXs

(3.1.25)

GRISではシフトマッピング関数 T とサンプル xに対するヤコビアン
∣∣∣∇T (x)
∇x

∣∣∣を
再サンプリング重みの評価に必要とした。パスサンプルとヤコビアンについて
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図 3.9: 異なるドメインからのパス再利用

の定式化に、シフトマッピング戦略と同様に勾配領域パストレーシング [2015]
の定式化を用いることができる。
Kettunenら [2015]はベースパス x、xについて異なる測度への再パラメーター化
を行ったパスを x̂、オフセットパス y = T (x)についても同様に ŷとしたとき、そ
のヤコビアンを |T ‘|を書くことにすると、

|T ‘| =
∣∣∣∣∇y
∇x

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∇y
∇ŷ

∣∣∣∣∣∣∣∣∇ŷ
∇x̂

∣∣∣∣∣∣∣∣∇x̂
∇x

∣∣∣∣ (3.1.26)

と、3つの項に分解できることを示した。
このとき頂点コピー戦略における再接続では、パス

x̄ = [x0, (x1, l1), (x2, l2), ..., (xk−1, lk−1), (xk, lk), ..., (xD−1, lD−1), (xt
D

)]

をパス

ȳ = [y0, (y1, l
y
1
), (y2, l

y
2
), ..., (yk−1, l

y
k−1

), (xk, lk), ..., (xD−1, lD−1), (xt
D

)]

に、現在ピクセルについての立体角測度に再パラメーター化する。
微小面積と微小立体角の関係は式 2.3.2で示した通りである。このとき頂点コ
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ピーシフト関数 Treconnectionにおけるヤコビアンは、

|Treconnection‘| =
∣∣∣∣∇ωy

k−1

∇ωx
k−1

∣∣∣∣
=
|cos(ϕy

k)|
|cos(ϕx

k)|
||xk − xk−1||2
||xK − yk−1||2

(3.1.27)

となる。ここで、ϕy
kと ϕ

x
kはベクトル xk − yk−1と xk − xk−1が xkの法線 nkとのなす

角である。

図 3.10: 頂点コピー戦略におけるヤコビアンの幾何的な意味。サンプル点は立体角に
おけるBSDFサンプリングで生成され、その確率密度はピクセル毎に異なるという事
実を考慮したものである。

Linら [2022]は、シフトマッピングを Primary Sample Space [31, 2002]で行うこ
との有用性を示した。
PSSでは、パスの積分値は以下のように表せる。

I =
∞∑

D=1

∫
UD

F(ū)dū

with　 F(ū) =
f̄ (X(ū))
p(X(ū))

(3.1.28)

ここで、UDは D次元の単位超立方体で、ūはその中の点であり、これは長さ
D + 1のパスを生成するのに適した乱数の列である。
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また、X(ū)は拡張パスサンプル 3.1.17を乱数から生成する関数であり、 f̄ はそ
のパスの寄与である。
pはそのパスを発生させる確率密度関数である。
ハイブリッドシフト戦略では乱数再利用戦略はこの PSSで行う。ハイブリッド
シフト戦略は頂点接続を行う xk−1と xkで乱数の変更を行うため、そのヤコビア
ンは ∣∣∣∣∇ūy

∇ūx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∇ūy
1

∇ūx
1

∣∣∣∣...∣∣∣∣∇ūy
k−1

∇ūx
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∇ūy
k

∇ūx
k

∣∣∣∣...∣∣∣∣∇ūy
D−1

∇ūx
D−1

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∇ūy

k−1

∇ūx
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∇ūy
k

∇ūx
k

∣∣∣∣ (3.1.29)

となる。ここで、
∣∣∣∣∇ūy

D
∇ūx

D

∣∣∣∣は、点 xDがパスの終端であるため、その項は削除され

ることに注意する。
このときLinらは ∣∣∣∣∇ūy

k−1

∇ūx
k−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∇ūy
k−1

∇ωy
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∇ωy
k−1

∇ωx
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∇ωx
k−1

∇ūx
k−1

∣∣∣∣
=

p(ω,l)y
k−1

(yk)

p(ω,l)x
k−1

(xk)

∣∣∣∣∇ωy
k−1

∇ωx
k−1

∣∣∣∣ (3.1.30)

となることを示した。
ここで、p(ω,l)x

k−1
(xk)は

p(ω,l)x
k−1

(xk) = pωx
k−1

(xk) · plx
k−1

(xk) (3.1.31)

で表される確率密度関数の積であり、パス x上のBSDFサンプリングローブ lと
方向ωの、立体角測度における確率密度関数を意味する。
注意点として、ωx

k = ω
y
kかつ lx

k−1 = ly
k−1であったとしてもセンサー頂点が異なる

ため、その確率密度関数は異なる。

GRISにおけるReSTIR PTのためには、パスサンプルが保持すべきデータが
複雑になる。Wymanら [7, 2023]はReSTIR PTのためのリザーバー実装として、
以下の設計 5を提案している。

ここで Jはヤコビアン計算のためのキャッシュであり、その値は

J = pBS DF(xk−1, ⃗wk−1,k) ·
|cos(ϕx

k)|
||xk − xk−1||2

· pBS DF(xk, ⃗wk,k+1) (3.1.32)

とする。
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1 struct {
2 struct {
3 float3 dir // Incident Direction
4 float3 radiance // Incident Radiance
5 int idtriangle // Triangle ID on current vertex

6 float2 barycentrics // Barycentric Coordinates on current vertex
7 BSDFLobe lprev // BSDF Lobe on previous vertex

8 BSDFLobe lcurrent // BSDF Lobe on current vertex

} RcVertex
9 RcVertex rcv // Reconnection-able Vertex

10 float randprev // Random seed for BSDF Sampling on previous vertex

11 float randcurrent // Random seed for BSDF Sampling on current vertex

12 int current // Current Path vertex index K
13 float J // Cache for jacobian
} Sample
class {

14 Sample y
15 float UCW
16 float wsum

17 float c
18 Function init :
19 y = ∅
20 UCW = 0.0f
21 wsum = 0.0f
22 c = 0.0f
23 Function Update(Sample T (si), Float wi, Float T ( p̂i) , Float rand01):
24 wsum ← wsum + wi

25 if rand01 < wi
wsum

then
26 sample← T (si)
27 p̂← T ( p̂i)

end
28 M++
29 return true
} Reservoir

Algorithm 5: ReSTIR PTにおけるWRSのReservoir
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図 3.11: 点 xk−1における BSDFローブと xkに向けてサンプリングされた方向
ωx

k−1。p(ω,l)x
k−1

(xk)はこの状況における重点的サンプリングの確率である。

このリザーバーを使用し、時空間方向にGRISによるフルパス再サンプリン
グを行った結果は以下のようになる。

図 3.12: Veach Doorと Zero DayにおけるReSTIR PTの結果 ( [4]より引用)。左より、単
方向パストレーシング、頂点コピー戦略のみの再サンプリング、ハイブリッドシフト
戦略による再サンプリング、リファレンス画像。
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3.2 スペクトラルレンダリングのサンプリング効率化
ここでは、本研究の基礎となっているスペクトラルレンダリングのサンプリ

ング効率化に関する研究について述べる。

3.2.1 代表波長によるスペクトラルサンプリング

スペクトラルレンダリングが可能なモンテカルロ積分を利用したパストレー
サーの最も単純な形式は、サンプリングされたパスごとに一つの波長を使用す
ることであるが、パスにスペクトル依存性が無い場合、そのパスは全ての波長
で有効であるため非常に無駄が多い。
スペクトルの次元を分離することで、より効率よくモンテカルロ積分を行うこ
とができる。

⟨I⟩ = 1
N

1
C

N∑
i=1

C∑
j=1

f (xi|λ j
i )

p(xi|λ j
i )

(3.2.1)

ここで、xi ∈ Aはサンプリングされたパスであり、λ ∈ Λはサンプリング波長一
個、 f は寄与放射輝度推定関数、pは、パスと波長のペア xi|λ j

i をサンプリング
する確率である。
Nはパス次元におけるモンテカルロ積分のサンプル数を意味し、Cはスペクト
ル次元におけるモンテカルロ積分のサンプル数を意味する。
Wilkieら [8, 2014]は、パスの”代表波長”と”従属波長”を用いた多波長推定関数
を提案し、これはHero Wavelength Spectral Sampling(HWSS)と呼ばれる。
HWSSでは、パスの経路構築には代表波長を用い、パスの寄与評価では従属波
長を含む複数の波長を用いる。
従属波長はランダムサンプリングせずに、可視光領域Λを均等にカバーする

図 3.13: HWSSの効果 ( [8]より引用)。Subsurface Scatteringを引き起こす肌のシーンに
て、左下が単波長によるレンダリング、右下がHWSSによるレンダリング。画像上側
は 1024サンプルによるリファレンス画像。
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図 3.14: HWSSによるスペクトルパスのイメージ。[3]より引用。

ような回転関数 r jを用いて生成する。

λ j = r j(λ0)

= (λ0 − λmin +
j

C
(λmax − λmin))mod(λmax − λmin) + λmin

(3.2.2)

ここで、λ0は代表波長、λ jは従属波長、 jは従属波長のインデックス、Cは従
属波長と代表波長の合計数、λmin, λmaxは可視光領域の最小波長、最大波長であ
る。
これの具体的な例として、パス経路構築では代表波長によるBSDFサンプリン

図 3.15: HWSSの回転関数の図示。代表波長と従属波長が等間隔となるように決定さ
れる。

グを行い、モンテカルロ積分によるパスの寄与評価では、”相乗り”している従
属波長を含めたすべての波長のセットについて計算をするということである。

結合サンプル密度

あるパス x = [x1, x2, ..., xD]について、複数の波長 λ = [λ1, λ2, ..., λC]を用いて寄
与を計算する場合、パス上の各頂点 xi, (1 ≤ i ≤ D)を複数の波長で再利用する。
xiを生成したサンプリングが波長依存であるとき、それぞれの波長についての
サンプルペア [xi; λ

j
1], [xi; λ

j
2], ..., [xi; λi

C]に対して異なる確率になる。xiは λについ
て固定されているため、[xi; λ

j
i ], (1 ≤ i ≤ C)をサンプリングする確率は

p(xi, λ
j
i ) =
∑C

k=1 p(λk
i )p(xi|λk

i )
C

(3.2.3)
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となる。ここで、p(λ)は波長 λをサンプリングする確率、p(xi|λ)は波長 λにおけ
る頂点 xiをサンプリングする確率である。
頂点 xiにおいてスペクトル依存性が無い場合、この確率は次のように書ける。

p(xi, λ
j
i ) = p(λ j

i )p(xi|λ j
i ) (3.2.4)

波長のMIS重み

HWSSにおいて、代表波長と従属波長についてのMIS重みを考える。この重
みは複数のパスサンプリング技術を結合する際に必要となる。
あるサンプリング技術 sがあるとき、HWSSによるC個の波長についてのMIS
重みは次のように書ける。

ws(x, λ) :=
p(x|r−1

s (λ))p(r−1
s (λ))∑C

k=1 p(x|r−1
k (λ))p(r−1

k (λ))

=
p(x|λ0

i )p(λ0
i )∑C

k=1 p(x|λk
i )p(λk

i )

(3.2.5)

ここで、r−1
s (λ)は、サンプリングテクニック sにおいて使用する λを発生させた

元の代表波長 λ0,sを返す。
また、モンテカルロ積分推定量は

⟨I⟩ = 1
N

N∑
i=1

C∑
s=1

ws(xs
i , λ

s
i )

f (xs
i , λ

s
i )

p(xs
i |r−1

s (λs
i ))p(r−1

s (λs
i ))

=
1
N

N∑
i=1

C∑
s=1

ws(xs
i , λ

s
i )

f (xs
i , λ

s
i )

p(xs
i |λ0

i )p(λ0
i )

(3.2.6)

となる。
式 3.2.5、 3.2.6より、複数のサンプリング技術におけるHWSSによるMIS重み
は次のように書ける。

⟨I⟩ = 1
N

N∑
i=1

C∑
s=1

p(xi|λ0
i )p(λ0

i )∑C
k=1 p(xi|λk

i )p(λk
i )

f (xi, λ
s
i )

p(xi|λ0
i )p(λ0

i )

=
1
N

N∑
i=1

C∑
j=1

f (xi, λ
j
i )∑C

k=1 p(xi|λk
i )p(λk

i )

(3.2.7)
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複数のサンプリング手法の結合

式 3.2.5を用いることで、NEEサンプリングやBSDFサンプリングなどのサン
プリング手法を結合することができる。
ある技術 tによるパスサンプリング確率を ptとし、パス構築に用いる tの集合
をT とする。このとき、技術 ttにおけるMIS重みは

wtt(xi, λ
tt
i ) :=

ptt(xi|λ0
i )p(λ0

i )∑
tu∈T
∑C

k=1 ptu(xi|λk
i )p(λk

i )
(3.2.8)

となる。

3.2.2 スペクトラルレンダリングにおける再サンプリング

HWSSを用いたスペクトラルパストレーシングにおいて、ReSTIR DIアルゴ
リズムを適用し、間接照明寄与を与えるパスと不偏な結合を行うことを考え
た、Wētā Digitalによる成果 [9, 2022]をここで紹介する。なお、この研究は進行
中のものであり、適切な実用シーンで十分な検証が行われていないプロトタイ
プであることに注意されたい。
我々の知る限り、スペクトルレンダリングにおける再サンプリングの適用につ
いては、この研究が初めてである。

図 3.16: 左:スペクトラルパストレーシング、右:再サンプリングを結合したスペクトラ
ルパストレーシング。[3]より引用。
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スペクトラルレンダリングにおける直接照明NEE再サンプリング

ReSTIR DIと同じように、直接照明に寄与するNEEサンプルを再サンプリン
グの対象とする。

候補サンプルの生成: M個の初期サンプル xe = [xe1, xe2 , ..., xeM ]を確率密度関
数 pに従って生成する。初期サンプルの生成過程ではHWSSによる代表波長を
λ0 ∈ Λとして固定する。すなわち、一つのパスにつき一つの代表波長を選択
し、代表波長は可視光ドメインΛよりサンプリングされる。
このとき、各候補サンプル xeiに対応するリサンプリング重みは

wi =
1
M

p̂(xei → x1|λ0)
p(xei)

with　p̂(xei → x1|λ0) = ToRGB(G(xei ↔ x1)Le(xei → x1|λ0)
(3.2.9)

とする。
スペクトル領域への応用の検証を目的とするため、BSDF項 fsを目標関数 p̂
に含めない。また、目標関数 p̂は再利用するサンプルが含む任意の代表波長
λ0 ∈ ΛのドメインΛ全域に対して評価出来る必要がある。

図 3.17: 初期サンプルの生成 ( [9]より引用)。パスの構築についてはReSTIRアルゴリ
ズムと同等であるが、その再サンプリング重みは波長サンプリングを考慮しなければ
ならない。

時間再利用: 時間方向再サンプリングにおいて、過去フレームからのサンプ
ルをGRISを用いたドメイン変換を行うことで、過去フレームのサンプルを現
在フレームのサンプルに変換することができる。
照明計算が進行している現在のパスが保持する代表波長を λ0

i、一次衝突頂点を
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x1,iとし、対応する過去フレームパスが保持する代表波長を λ0
j、一次衝突頂点

を x1, jとする。このとき、現在フレームからの新鮮なサンプル xe,iに対応するリ
サンプリング重みは

wi = mi(xe,i) p̂(xe,i → x1,i|λ0
i )Wi (3.2.10)

with　mi(xe,i) =
p̂(xe,i → x1,i|λ0

i )

p̂(xe,i → x1,i|λ0
i ) + p̂(xe,i → x1, j|λ0

j)
∣∣∣∣ ∇T−1

i

∇x1,i |λ0
i

∣∣∣∣　,
Wi =

1
p̂(xe,i → x1,i|λ0

i )

M∑
k=1

wk

となる。新鮮なサンプルが他のサンプリング領域 x1, j|λ0
jで評価できることに注

意する。彼らの実験ではヤコビアンの値は
∣∣∣Ji→ j

∣∣∣ = 1となったが、これはヒー
ロー波長の変化によるパスの確率密度の変化が無いためと推察する。
過去フレームから再利用するサンプル xe, jに対応するリサンプリング重みは

w j = m j(xe, j) p̂(xe, j → Ti(x1, j|λ0
j))W j

∣∣∣∣ ∇Ti

∇x1, j|λ0
j

∣∣∣∣ (3.2.11)

with　m j(xe, j) =
p̂(xe, j → x1, j|λ0

j)

p̂(xe, j → x1, j|λ0
j) + p̂(xe,i → Ti(x1, j|λ0

j))
∣∣∣∣ ∇Ti

∇x1, j |λ0
j

∣∣∣∣　,
Wi =

1
p̂(xe, j → x1, j|λ0

j)

M∑
k=1

wk

となる。

図 3.18: 異なるピクセルからのサンプルを表した図 ( [9]より引用)。
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空間再利用: 時間方向再サンプリングと同様に、現在フレームの近傍ピクセ
ルからサンプルの再サンプリングを行う。彼らのプロトタイプでは、時間方向
再サンプリング後に、近傍から 3つのサンプルを現在のリザーバーに入力し
た。この際、サンプルされたサンプリングドメインに関する全ての情報、すな
わち代表波長・法線・位置・時間などを保持することで空間再サンプリング後
のリザーバーを次の進行に利用できるとした。

直接照明NEE再サンプリング寄与度の重み付け

再サンプリングされたサンプル xNEE
e を使用し、最終的なNEEによる放射輝

度の寄与度 f Wを評価することを考える。ここで、 f = fs ·G · Leであり、Wは
xNEE

e のUCWである。
注意すべき点として、 f は代表波長 λ0に依存し、それを評価した値は代表波長
と従属波長の個数Cの大きさをもつベクトル ⟨I⟩ ∈ RCである。
3.2.5 より、あるパス x = [x0, x1] から NEE サンプリングしたパス xNEE =

[x0, x1, xNEE
e ]におけるHWSSの波長毎MIS重みは

wNEE(xNEE, λk) =
p(x|λ0)p(xNEE

e |λ0)p(λ0)∑C
k=1 p(x|λk)p(xNEE

e |λk)p(λk)
(3.2.12)

となるが、p(xNEE
e |λk)p(λk)は、リサンプリングされた頂点 xNEE

e に対する確率で
あり、その確率密度 pは難解であるから計算し評価することができない。
しかしその不偏寄与重みWλk

xNEE
e
は評価できるためこの pを近似することができ、

p(xNEE
e |λk)p(λk) = pNEE(x1 → xNEE

e , λk) ≃ 1

Wλ0

xNEE
e

p̂(xNEE
e →x1 |λ0)

p̂(xNEE
e →x1 |λk)

≃ p̂(xNEE
e → x1|λk)

Wλ0

xNEE
e

p̂(xNEE
e → x1|λ0)

(3.2.13)

.　　　　 ≃ p̂(xNEE
e → x1|λk)∑M

q=1 wq
(3.2.14)

となる。この近似値はUCWの性質から、偏りのない pの代替として機能する。
式 3.2.14の分母はRIS進行ごとに更新され、その値は単にRIS重みの総和であ
る。目標関数 p̂ = 0となるような波長 λinvalidについて、その場合 xNEE

e はサンプ
リングできない。
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直接照明NEE再サンプリング寄与と単方向パスからの間接照明寄与の結合

式 3.2.8より、BSDFサンプリングによるサンプル xBS DF
e と再サンプリングさ

れたNEEサンプル xNEE
e におけるMIS重みは

wt(xt , λi
t) :=

pt(xt |λ0
t )p(λ0

t )∑
j∈[BS DF,NEE]

∑C
k=1 p j(xt |λk

t )p(λk
t )

with　 pNEE(X|λ) = pBS DF(x0, w⃗01, λ)pNEE(x1 → xe, λ)

　　　 pBS DF(X|λ) = pBS DF(x0, w⃗01, λ)pBS DF(x1, w⃗12, λ)

(3.2.15)

となる。ここで、tはBSDFサンプリングとNEEサンプリングを選択するイン
デックスである。
また、pNEE(x1 → xe, λ) = p(xNEE

e |λ)であることに注意すると、 3.2.15の pNEEは、
式 3.2.14で代替することができる。
報告によると、リザーバーに 0でないサンプルが少ないRIS進行初期の段階で
は、式 3.2.15のNEEウェイトは 0に近い値をとるため、推定量の分散が大きく
なる可能性がある。
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第4章

提案手法

4.1 スペクトラルパス再サンプリング

4.2 初期候補サンプルの生成
この節では再サンプリングの初期候補となる、波長データを含むパスを生成

について述べる。

4.2.1 パスツリーの構築

RGB ReSTIR PTと同様に、NEEパストレーシングを用いてパスツリーの構築
を行う。また、一回のNEEパストレーシングにおいて、代表波長 λ0 = λ ∈ Λと
して固定する。
このとき、パス空間 Aをパス長ごとに分割したパス部分空間 AD−∞,A =
∪∞D=2AD−1についての積分だからその推定量は、

⟨I⟩ = ⟨
∫
A

f (x)dx⟩

=

∞∑
D=2

( D−1∏
j=1

fs(x j+1 → x j → x j−1, λ)G(x j+1 ↔ x j)V(x j+1 ↔ x j)
p(x j → x j+1, λ)P j

)
Le(xD → xD−1, λ)

(4.2.1)

となり、最大でDend − 1本のパスツリーを生成する。
このパスツリーの全てのパスを RISの入力とし、初期候補サンプル x =
[X1, X2, ..., XDend−1]とする。
また、それぞれのサンプルは式 3.1.17を単に代表波長について拡張した以下の
定式化を用いて定義される。

x̄ = [λ, x0, (x1, l1), (x2, l2), (x3, l3), ..., (xD−1, lD−1), (xt
D

)] (4.2.2)
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4.2.2 再サンプリング重みの定式化

サンプル毎の再サンプリング重み、不偏寄与重みGRISの定式化を波長 λに
ついて拡張する。
一回の初期候補サンプル生成で波長が λに固定されていることを考えると、そ
の再サンプリングMIS重みは式 3.1.24をそのまま使うことができる。

mi(XNEE
i ) =

p(XNEE
i )

p(XNEE
i ) + p(XBS DF

i )

mi(XBS DF
i ) =

p(XBS DF
i )

p(XNEE
i ) + p(XBS DF

i )

(4.2.3)

ここで p(Xi) =
∏i+2

j=1
1

p(x j → x j+1,λ)P j
となる。

このとき各サンプル毎の再サンプリング重みは式 3.1.22より、代表波長 λ = λ0

についてパスの構築を行っていることに注意して

wi =
( D−1∏

j=1

fs(x j+1 → x j → x j−1, λ
0)G(x j+1 ↔ x j)V(x j+1 ↔ x j)

p(x j → x j+1, λ0)P j

)
Le(xD → xD−1|λ0)

(4.2.4)
となる。また、代表波長 λ0に対する不偏寄与重みは式 3.1.23より、

Wλ0

s =
1

p̂(Xs|λ0)

Dend−1∑
i=1

wi (4.2.5)

となる。

4.2.3 初期候補サンプル生成におけるスペクトル的側面

NEEパストレーシング時に波長を固定することで、パス空間についての積
分のみの問題となることから、初期候補サンプルのプロセスはRGBレンダリ
ングにおけるパス再サンプリングのプロセスと完全に同等になる。しかし、
HWSSのような多波長サンプリングによるパスの構築を行った場合、パスの確
率は波長毎に異なることから、サンプルされたパスの不偏寄与重みが波長に依
存することに注意する必要がある。
これは半透明物体の分光現象などがわかりやすい例である。
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図 4.1: 分光現象によるパス確率の変化の例。左図では、センサー・光源間に波
長依存の頂点が存在しないが、右では屈折物体が存在するため青と緑の従属波
長はその確率が 0になる。

4.3 時空間再サンプリング

4.3.1 シフトマッピング戦略

RGB ReSTIR PT [4]では頂点コピーによる再接続戦略と乱数再利用による再
生戦略のハイブリッドシフト戦略によって時空間のパス再サンプリングを行っ
た。これをスペクトラルパストレーシングに応用するには、パス構築に関わる
波長依存の光学現象を考慮してシフトマッピング戦略を再設計する必要があ
る。
そのようなシフトマッピングとそのヤコビアンについて Petitjeanらによるスペ
クトル勾配領域パストレーシング [10]において定式化が行われている。
Petitijeanらは屈折による分光を引き起こすパス頂点についてハーフベクトルコ
ピー戦略を適用してパスの再構築を行い、スペクトル非依存な頂点にてパスの
再接続を行う戦略を提案している。
我々はこのハーフベクトルコピー戦略 [10]と Linらによるハイブリッドシフ

ト戦略 [4]を組み合わせた拡張ハイブリッドシフト戦略を提案する。
拡張ハイブリッドシフト戦略では、屈折による分光を引き起こす頂点について
乱数再生戦略を適用し波長非依存の頂点で再接続を行う。それ以外の頂点につ
いては Linらのハイブリッドシフト戦略を適用する。すなわち、パスの各頂点
ごとに、距離条件と粗さ条件を確認し、有効であれば頂点コピーを行う。そう
でなければ乱数コピーを行い、頂点コピーを遅延する。そして、頂点コピー後
は光源にたどり着くまで分光条件を確認する。分光が発生すれば乱数コピーを
行い、粗さ条件と分光条件によって次の頂点コピーを行うかを決定する。これ
をパスが光源にたどり着くまで繰り返す。
各条件について、式 4.2.2の拡張パス

x̄ = [λ, x0, (x1, l1), (x2, l2), (x3, l3), ..., (xD−1, lD−1), (xt
D

)] (4.3.1)
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図 4.2: ハーフベクトルコピー戦略によるスペクトルシフトの概念。図は [10]より引
用。

図 4.3: 拡張ハイブリッドシフト戦略の概念図。

において、ここで距離条件とは

min(||xk − xk−1||, ||xk − yk−1||) ≥ dmin (4.3.2)

をみたすことである。
粗さ条件とは、

min(αxk−1(lk−1), αyk−1(l‘k−1), αxk(lk)) ≥ αmin (4.3.3)

を満たすことである。
また、分光条件とは

Dispersive(lk−1) + Dispersive(lk) + Dispersive(l‘k−1) = 0 (4.3.4)
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を満たすことである。ここでDispersiveは、屈折による分光を引き起こす頂点
について 1、それ以外の頂点について 0を返す関数である。
lはBSDFローブ、t ∈ T は光源サンプリングテクニックのタグ、λはパスごとに
固定された波長である。

4.3.2 時空間パス再サンプリングにおける再サンプリング重みの

定式化

あるピクセル pにおいて、異なるピクセル qから波長 λqで再サンプリングさ
れたパス Xqを用いて、波長 λpにおけるパス Xpに対するパス再サンプリングを
行うことを考える。
このとき再サンプリング重みwpqは、式TODO:より

図 4.4: 時空間スペクトラルパス再サンプリングの簡単なイメージ図。積分の対
象となるドメインがパス空間の側面、スペクトル的側面双方で異なることに注
目されたい。

wpq = mp(Tp(Xq|λq)) p̂(Tp(Xq|λq))Wp

∣∣∣ Tp

Xq|λq

∣∣∣ (4.3.5)

となる。ここで、Tpはパス Xq|λqをパス Xp|λpに変換するシフトマッピング関数
である。すなわち T (Xq|λq) = Xp|λp。
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また、リサンプリング重みmpは Linらが提案した式 2.4.5に従い、再サンプ
リングされた各パスのUCWは初期候補サンプルのウェイトから求めることが
できる。

ヤコビアンの定式化

各シフトマップ戦略におけるヤコビアンは以下のように定式化される。

再接続戦略（頂点コピー）: 頂点コピーは波長に依存しない頂点で行われるの
で、[27]や [4]と同様の定式化を行うことができる。
式 3.1.27より、

|Treconnection‘| =
∣∣∣∣∇ωy

k−1

∇ωx
k−1

∣∣∣∣
=
|cos(ϕy

k)|
|cos(ϕx

k)|
||xk − xk−1||2
||xK − yk−1||2

(4.3.6)

となる。
乱数再生戦略 (乱数コピー): 乱数コピーは分光条件を満たす頂点でも行われる
がそのヤコビアンは 1となり、Linらの式 3.1.30と同様に頂点再接続時のヤコビ
アンをサンプリング確率の比で表すことができる。

∣∣∣∣∇ūy
k−1

∇ūx
k−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∇ūy
k−1

∇ωy
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∇ωy
k−1

∇ωx
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∇ωx
k−1

∇ūx
k−1

∣∣∣∣
=

p(ω,l)y
k−1

(yk)

p(ω,l)x
k−1

(xk)

∣∣∣∣∇ωy
k−1

∇ωx
k−1

∣∣∣∣ (4.3.7)

ここで、p(ω,l)x
k−1

(xk)は

p(ω,l)x
k−1

(xk) = pωx
k−1

(xk) · plx
k−1

(xk) (4.3.8)

で表される確率密度関数の積であり、パス x上のBSDFサンプリングローブ lと
方向ωの、立体角測度における確率密度関数を意味する。

最終的なヤコビアンの値は、

|T ‘| =
p(ω,l)y

k−1
(yk)

p(ω,l)x
k−1

(xk)
|cos(ϕy

k)|
|cos(ϕx

k)|
||xk − xk−1||2
||xK − yk−1||2

p(ω,l)y
k
(yk+1)

p(ω,l)x
k
(xk+1)

(4.3.9)

となり、これを頂点再接続時のシフトマッピング関数の補正値として使用
する。

64



第5章

評価

5.1 評価手法
評価に使用したハードウェアを以下に示す。

表 5.1: 評価に使用したハードウェア

GPU CPU Memory OS GAPI

AMD Radeon 7900 XTX AMD Ryzen9 3900X 64GB Windows11 23H2 DirectX12

また、実験はNVIDIA Falcorフレームワーク [32]をスペクトラルレンダリング
のために拡張したもの [33]を使用した。

実験は一パスごとに単一の波長を割り当て、標準的なNEEパストレーサー
および再サンプリングパストレーサーを用いて 1サンプルレンダリングの結果
とGTのRMSE、実行時間を比較する。

5.2 評価結果
図 5.1に評価結果を示す。左から標準パストレーサー、再サンプリングパス

トレーサー、GTである。サンプル数の平方に比例してノイズが減少すること
を考慮すると、1サンプルあたりおおよそ 1.9倍から 4.1倍の性能向上が見られ、
また複雑な経路をとるシーンほどそのノイズ削減効果が高いことがわかる。
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5.3 考察
1パス 1波長の再サンプリングパストレーサーによるスペクトラルレンダリ

ングの実装と評価を行った。
再サンプリングによって分散低減の効果が確認されたが、多波長サンプリング
では先行研究の定式化が機能しなくなる興味深い現象が確認された。HWSSに
よる多波長サンプリングを行った場合、直接照明のみの再サンプリングでは推
定器の一致性が確認されたが、Reservoirの再サンプリング数が十分でない (1
～8程度)では図 5.2に示すように顕著な色の偏りが確認された。これはWētā
Digitalによる、従属波長の波長MIS重みは代表波長の不偏寄与重みによって決
定される確率変数となり、その分散が代表波長のMIS重みより激しいという報
告 [9, 2022]と一致する。
しかしながらフルパス空間において多波長サンプリングを行った場合、図 5.3
に示すように従属波長における積分推定値に誤りが生じることが確認された。
これにより本来の結果よりも彩度が失われた結果になり、これはフルパス空間
におけるパス再サンプリングでは、多波長サンプリング時の波長MIS重みは先
行研究の定式化では誤った結果に収束することを意味する。
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図 5.1: 評価結果。左から標準パストレーサー、再サンプリングパストレー
サー、GT。
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図 5.2: 多波長サンプリングにおける、低い再サンプリング数における色分散。
左上が 1sppの標準パストレーサーによる直接照明、右上が 1spp、リザーバーサ
イズ 8の再サンプリングパストレーサーによる直接照明、下がGT。

図 5.3: 多波長サンプリングにおける従属波長における積分推定値の誤り。左が
再サンプリングパストレーサーによる結果、右が標準パストレーサー、中央が
10倍差分の絶対値。
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第6章

結論

リアルタイムの物理ベースレンダリングを目的として開発されたReSTIRアル
ゴリズムが、オフラインレンダリングの世界、特にスペクトルレンダリングに
おいても有効であることを示した。
本手法はスペクトラルパストレーシングにおける積分推定の分散を有効に低減
し、また複雑な実シーンでは特にその効果が発揮された。また、パストレーシ
ングと比較してその処理時間は 1.5倍から 2倍ほどに収まっており、処理時間へ
の影響も限定的である。
第 5で議論したように、本手法はまだ多くの課題を含んでいる。最も重要なの
は多波長サンプリング時における従属波長のMIS重みの不偏推定であり、これ
はHWSSのような多波長マルチサンプリングの強力な分散低減効果を得る上で
重要な要素である。またほかの興味深い方向として、[34, 2023]のような再サ
ンプル間の相関の低減や条件付き再サンプリング [35, 2023]は、再サンプリン
グ時初期に現れる色分散を大幅に低減させる可能性がある。
スペクトラルレンダリングにおける勾配領域パストレーシングもRGBレンダ
リングと比較すると、まだ未知の領域であり多様体探索のような手法によって
波長領域のよりよいシフトマッピング戦略が開発される可能性がある。
ReSTIRアルゴリズムは現在、リアルタイムパストレーシング実現のために非
常に盛んに研究されており、そしてGRISによってその成果はオフラインレン
ダリングに十分に応用可能であることは本研究で示されたため、その領域の成
果をさらに適用することで、より高速なスペクトルレンダリングが実現される
可能性がある。
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