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1

第1章 序論

1.1 研究背景

与えられたデータから次に発生するデータを予測する問題は，様々な工学分野に

おける本質的な問題の一つである．例えば，株価予測や需要予測などの時系列デー

タに対する予測の他にも，手書き文字認識や音声認識などのパターン認識や，信号

処理の分野における信号推定，情報理論におけるデータ圧縮など，予測問題と捉え

られる問題は多岐にわたる．そのため，従来から様々な分野で予測問題は取り扱わ

れてきた．これらを統一的に捉え，より広い視点から体系化することは非常に重要

である．

予測問題は，n個の時系列データが与えられたもとで n+1番目のデータを予測す

る問題や，n組の説明変数と目的変数の組と n+ 1番目の説明変数が与えられたもと

で，n + 1番目の目的変数を予測する問題などが含まれる．また，情報理論や制御理

論などでは，n個の時系列データが与えられたもとで n+ 1番目のデータの出現する

確率分布や，n個のデータが出現した確率分布を推定する問題が扱われている．本

研究ではこれらも同様に予測問題として扱う．

予測問題の評価基準としては，予測値と真の値との誤差を表す損失関数があげら

れる．損失関数はデータの関数として得られるため，与えられたデータにより値が

変わる．そのため，損失関数をデータの出現確率で期待値を取ったリスク関数が評

価基準として用いられることも多い．従来から様々な予測問題に対し，提案された

予測法についてこれら損失関数やリスク関数により予測性能の評価が行われている．
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また，確率モデルを用いた予測法として，ベイズ決定理論に基づく予測法（以下

ベイズ予測）がある．ベイズ予測は，ベイズ基準のもとで損失を最小にする予測法

である．近年，学習理論や情報理論において注目を集めており，その有効性が示さ

れている．ベイズ基準のもとで最適とは，リスク関数を確率モデルにおける未知パ

ラメータの事前分布で期待値をとったベイズリスク関数を考え，そのベイズリスク

関数を最小にするという意味である．ベイズ予測の値は，定義された損失関数によ

り異なる．しかし，多くの損失関数に対しベイズ予測は，予測分布と呼ばれる確率

分布の関数として与えられる．そのため，ベイズ予測を行うには，予測分布の計算

が中心的な役割を果たす．一般の確率モデルに対し，この予測分布の計算は積分が

含まれ解析的に解けない，和計算の計算量が膨大になる，などの問題点があること

が知られている．そのため，ベイズ予測を実用化するには何らかの計算量削減アル

ゴリズムが必要となる．また，ベイズ予測はベイズ基準のもとで損失を最小にする

ことを保証するが，一般の確率モデルに対し，ベイズ基準以外の評価基準における

予測性能は保証されるとは限らない．そのためベイズ予測を実用化するにあたって，

ベイズ基準以外の視点から予測性能を評価する必要がある．従来，学習理論や情報

理論の分野では，損失やリスクの漸近評価により予測性能を評価する研究が多く行

われている．本研究では，これらベイズ予測を実用化するにあたっての課題に着目

する．

他方，予測問題に用いる確率モデルとして，マルコフモデルや隠れマルコフモデル

など，離散時間で状態遷移が起きる確率モデルが学習理論・情報理論を中心に用いら

れており，実用的にも有効性が示されている．本研究ではこれら離散時間で状態遷移

の起きる確率モデルを状態遷移モデルと呼ぶ．状態遷移モデルは状態が連続であるか

離散であるか，状態遷移が既知であるか未知であるかで様々なモデルに分類すること

ができる．例えば，状態が離散で状態遷移系列が既知のモデルとしては，マルコフモ

デルやパターン認識で用いられる決定木モデル，情報理論で用いられるContext Tree
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モデルなどがある．また，状態が離散で状態遷移系列が未知のモデルとしては，隠れ

マルコフモデルや混合分布モデルなどがある．さらに，状態が連続のモデルとしては，

情報理論で用いられている i.p.i.d.(independent piecewise-identically-distributed)情

報源モデルなどがある．

1.2 研究の目的と構成

本研究では，状態遷移モデルに含まれるいくつかのモデルに対しベイズ予測を適

用することを目的とする．そのもとで，ベイズ予測の実用化に伴う前述の課題に対

し，計算量削減アルゴリズムの提案とリスクの漸近評価を行う．

以下第 2章以降の構成を示す．

第 2章では，準備として，予測問題の分類及びベイズ予測の定式化と，状態遷移

モデルについて定義する．また，ベイズ予測に関する従来研究につい述べる．

第 3章では，離散状態の状態遷移モデルで状態遷移が未知の場合に対し，計算量を

削減した近似ベイズ予測アルゴリズムを提案する．この場合の状態遷移モデルにお

けるベイズ予測は，取り得る全ての状態遷移のパターンについて事後確率の重み付

け和を計算することで求められる．状態遷移のパターンは状態数のデータ数乗のパ

ターンが存在する．そのため，事後確率の重み付け和の計算には，データ数に対し指

数オーダの計算量がかかり計算量的に困難である．そこで提案アルゴリズムは，全

ての状態遷移のパターンを重み付けるのではなく，事後確率の高い状態遷移パター

ンを近似的にいくつか求め，それらについての重み付け計算を行うことで計算量を

削減する．また，従来外れ値解析で用いられていた外れ値を含む回帰モデルに提案

アルゴリズムを適用し，シミュレーションにより評価を行う．ここで言う外れ値と

は，解析対象とする母集団以外から発生したデータのことを表す．外れ値は少量で

もデータに含まれると解析結果に大きな影響を与えることが知られており，従来よ

り外れ値の取り扱いに関する研究が数多くなされている．外れ値の発生にはモデル
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を仮定する場合と，仮定しない場合の研究があるが，外れ値を含む回帰モデルは前

者の外れ値の発生にモデルを仮定した場合のモデルのひとつである．また，外れ値

解析の目的は，外れ値の検出や，パラメータ推定，予測などが考えられるが，外れ

値を含む回帰モデルに対し予測を目的とした研究は行われていない．そこで，本研

究では外れ値を含む回帰モデルに対し，予測を目的とした解析法として，計算量を

削減した近似ベイズ予測アルゴリズムを適用する．シミュレーションによる評価の

結果として，最適なベイズ予測の計算量がデータ数 nに対しO(2n)の計算量が必要

であったのに対し，提案アルゴリズムは計算量をO(n2)に削減しつつ，予測性能の

劣化が少ないアルゴリズムであることを示す．また，一般的なベイズ予測の近似ア

ルゴリズムであるＭＣＭＣ (Markov Chain Monte Carlo)法や変分ベイズ法との予測

性能を比較し，提案アルゴリズムは従来近似アルゴリズムよりも予測性能が高くな

ることを示す．

第 4章と第 5章では，連続状態の状態遷移モデルである，i.p.i.d.情報源モデルを

扱う．i.p.i.d.情報源モデルとは，情報理論におけるデータ圧縮に用いられる非定常

な確率モデルである．従来データ圧縮の分野において，i.p.i.d.情報源に対する予測

アルゴリズム（圧縮アルゴリズム）が提案されているが，ベイズ予測を適用した研

究はあまりなされていない．そこで本研究では i.p.i.d.情報源モデルにベイズ予測を

適用した場合の効率的なアルゴリズムの提案とリスクの漸近評価を行う．

第 4章では，i.p.i.d.情報源モデルに対し状態遷移が未知である場合の効率的なベ

イズ予測アルゴリズムを示す．状態遷移が未知の i.p.i.d.情報源に対するベイズ予測

は，状態遷移の全てのパターンについての重み付け和の計算を行うことから，O(2n)

の計算量が必要であった．そこで，状態遷移がベルヌーイ分布に従って起きるとい

う仮定を置くことで，ベイズ最適性を保持したまま計算量をO(n2)に削減したアル

ゴリズムを提案する．その結果，状態遷移が未知の i.p.i.d.情報源に対し，計算量と

メモリ量の観点からベイズ予測が実用可能であることを示す．
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第 5章では， i.p.i.d.情報源モデルに対し，ベイズ予測のリスクの漸近評価を行う．

従来 i.p.i.d.情報源モデルにおける予測アルゴリズムを漸近評価する場合には，クラ

スに一部制約をおいたモデルに対し評価が行われている．そこで，本研究では，状

態遷移が既知であり，データ数 nが無限になるとき状態遷移も無限回起きるという

i.p.i.d.情報源モデルのクラスを考える．このとき，任意の予測法に対し，リスクと

ベイズリスクが漸近的に一致することから，ベイズ予測が漸近的にリスクを最小に

することを示す．

最後に第 6章では，以上の結果の結論として，まとめと今後の展望について述べる．
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第2章 準備

本章では準備として，ベイズ予測の定式化とその課題について述べ，状態遷移

モデルを定義する．また，状態遷移モデルに対するベイズ予測の適用について述べ，

従来研究について整理する．そのもとで，本研究の位置づけを示す．

2.1 確率モデルを用いた予測

2.1.1 予測問題の定式化

予測問題は統計学のみならず，学習理論，データマイニング，パターン認識，情報

理論など，様々な工学分野で扱われている基本的な問題のひとつである．また，予

測対象に確率モデルを仮定することで，多くの予測手法が開発されている．本研究

では様々な予測問題を統一的に捉え，予測問題の定式化を行う．

いま，i番目の説明変数を xi ∈ X，目的変数を yi ∈ Y とする．1番目から n番目

までの n個の説明変数を xn = (x1, x2, · · · , xn) ∈ X nとし，同様に 1番目から n番目

までの n個の目的変数を yn = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Ynと表す．本研究では予測問題を，

説明変数と目的変数の n個の組 (xn, yn)と n + 1番目の説明変数 xn+1が与えられた

もとで，xn+1に対応する目的変数 yn+1を推定する問題として扱う．また，yn+1の値

を予測する場合に以外にも，情報理論（情報源符号化）や制御理論では，yn+1の出

現する確率分布を推定する問題や，(xn, yn)が出現する確率分布を推定する問題など

が考えられ，本研究ではこれらも同様に予測問題として扱う．さらに，時系列デー
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タの予測は上記定式化における特殊な場合と考えられ，説明変数 xiが yi−1である場

合に相当する．

X ,Y は離散集合，連続集合いずれの場合も考えられる．回帰分析ではX ,Y とも
に連続集合として扱っている，判別分析やパターン認識ではX を連続集合，Yを離
散集合として扱っている．また，情報理論における情報源符号化（情報源符号化）

ではX ,Yともに離散集合として扱っている．本研究ではX ,Yについては離散集合，
連続集合どちらの場合においても同様の議論が可能であるが，以下本章では，特に

断りが無い限りX ,Yについてはいずれも連続集合として説明を行う．
また，yiは確率分布 p(yi|xi, θ)に従い発生すると仮定する．ここで，θ ∈ Θは確率

分布の未知パラメータとし，分布系は既知であると仮定する．Θについても連続集

合の場合と離散集合の場合が考えられるが，以下本章では特に断りが無い限り連続

集合として説明する．また，以降真のパラメータを θ∗と表記する．

2.1.2 予測に対する評価基準

予測に対する評価基準として，予測の誤差を損失関数Lossとして定義する．損失関

数は対象とする予測問題によって様々な場合が考えられる．yn+1の予測値を (xn, yn)

と xn+1の関数として ŷn+1(x
n, yn, xn+1)と表記する．例えば，回帰モデルにおける予

測や学習理論などでは以下の二乗誤差損失が考えられる．

Loss(ŷn+1(x
n, yn, xn+1), yn+1) = (yn+1 − ŷn+1(x

n, yn, xn+1))
2. (2.1)

また，yn+1の出現確率で期待値を取った平均二乗誤差損失なども考えられる．yn+1

と (xn, ynが独立に生起している場合，平均二乗誤差損失は以下で与えられる．

Loss(ŷn+1(x
n, yn, xn+1), θ

∗) =

∫

Y
(yn+1 − ŷn+1(x

n, yn, xn+1))
2p(yn+1|xn+1, θ

∗)dyn+1,

(2.2)
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さらに，判別分析やパターン認識のように Yが離散集合の場合には以下の 0-1損失

を考える場合が多い．

Loss(ŷn+1(x
n, yn, xn+1), yn+1) =





0 yn+1 = ŷn+1

1 yn+1 6= ŷn+1

. (2.3)

その他にも，データ圧縮などの確率分布を推定する場合には，対数損失などが考える

場合もある．yn+1の確率分布の推定値を p̂とすると，対数損失は以下で与えられる．

Loss(p̂(yn+1|xn+1, x
n, yn), θ) = log p(yn+1|xn+1, θ

∗)− log p̂(yn+1|xn+1, x
n, yn). (2.4)

また，ynの分布の推定値を P̂ とすると，同様に対数損失は以下で定義される．

Loss(P̂ (yn|xn), θ) = log P (yn|xn, θ∗)− log P̂ (yn|xn). (2.5)

これら損失関数はいずれも得られた n個のデータ (xn, yn)の関数である．そのた

め，実際に得られたデータの実現値によって損失の値が変わってしまい評価しにく

い．そこで，損失関数をデータの出現確率で期待値を取ったリスク関数（危険関数）

を評価基準とする事も考えられる．例えば，(2.2)式の平均二乗誤差を損失関数とし

た場合，リスク関数Riskは以下で与えられる．

Risk(ŷn+1, θ
∗) =

∫

Yn

∫

Xn

Loss(ŷn+1(x
n, yn), θ∗)P (yn|xn, θ∗)P (xn)dyn dxn. (2.6)

ここで v(xn)は xnの出現する事前分布である．

一般に予測問題では，これらの損失関数やリスク関数を予測に対する評価基準と

している．しかし，損失関数やリスク関数は θ∗の関数として与えられており，有限

時点で任意の θ∗に対し損失関数やリスク関数を最小化する予測法が存在するとは限

らない．
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2.1.3 ベイズ予測

そこで，ベイズ決定理論ではリスク関数に対し，未知パラメータ θの事前分布w(θ)

1で期待値を取った，ベイズリスク関数を考える．例えば，(2.2)式の平均二乗誤差

を損失関数とした場合，ベイズリスク関数BRは以下で与えられる．

BR(ŷn+1) =

∫

Θ

Risk(ŷn+1, θ)w(θ)dθ. (2.7)

このベイズリスク関数を最小にする予測を，ベイズ基準の基で最適な予測（ベイズ

予測）とする．

ベイズ予測は近年，特に学習理論や情報理論（データ圧縮）の分野でその有効性

が示されており注目を集めている．

2.1.4 ベイズ予測の計算

ベイズリスクの最小化は，損失関数により異なるが，多くの場合以下の予測分布

の計算が重要である．Θが連続集合の場合の予測分布は以下で与えられる．

p̂∗(yn+1|xn+1, x
n, yn) =

∫

Θ

p(yn+1|xn+1, θ)w(θ|xn, yn)dθ. (2.8)

また，Θが離散集合の場合の予測分布は以下で与えられる．

p̂∗(yn+1|xn+1, x
n, yn) =

∑
Θ

p(yn+1|xn+1, θ)w(θ|xn, yn). (2.9)

例えば，(2.2)式の平均二乗誤差を損失関数とした場合，ベイズ予測は予測分布の

期待値となり，次式で与えられる．

ŷ∗n+1 =

∫

Yn

yn+1

∫

Θ

p(yn+1|xn+1, θ)w(θ|xn, yn)dθdyn+1. (2.10)

1θが連続のとき，正確には w(θ)は事前密度関数を表すため，θが連続であるか離散であるかで事

前分布の表記を変えるべきである．しかし本稿では特に混乱の無い場合，thetaが連続，離散に関わ

らず事前分布を w(θ)と表記することとする．
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このように，ベイズ予測を実現するには予測分布の計算ができれば，中心的な課題

は解決する．しかし，一般にこの予測分布の計算は容易ではない．Θが連続集合の

場合，p(yi|xi, θ)が指数型の分布であれば，自然共役な事前分布を仮定することで，

(2.8)式の積分を解析的に解く事ができるが，少し複雑な分布系になると解析的に解

けず，MCMC法や変分ベイズ法などの近似計算が必要となる．また，Θが離散集合

の場合 (2.9)式の計算は |Θ|回の和計算が必要となる．|Θ|が大きい場合には予測分
布の計算が，計算量的に困難になるため，計算量を削減した効率化アルゴリズムや

近似アルゴリズムが必要となる．

2.1.5 ベイズ予測の課題

ベイズ予測の課題のひとつとしては，前述の予測分布の計算が挙げられる．ベイ

ズ予測を実用化するためには，現実的な計算量でベイズ最適を達成する効率的な予

測アルゴリズムや，計算量を削減した精度の高い近似アルゴリズムなどの開発が必

要である．本研究ではこの点に着目し，ベイズ予測の計算量削減方法について議論

する．

また，ベイズ予測はベイズ基準の基で損失を最小化する予測法であるが，一般に

他の基準や評価方法の基ではその性質は明らかではない．そのため，ベイズ基準以

外の評価基準を考えた場合，ベイズ予測がどのような性質を持つか調べることも重

要な課題のひとつである．従来より学習理論や情報理論の分野では，予測アルゴリ

ズムに対し損失やリスクの漸近評価を行う事が多い．これは，学習理論や情報理論

では得られるデータ数が非常に多い場合が想定され，漸近評価の結果が実用的な状

況と合致するためである．これらの分野ではいくつかのモデルに対し，ベイズ予測

についても漸近的な損失やリスクの評価が行われており，その有効性が示されてい

る．そこで本研究ではこの点に着目し，従来評価が行われていないモデルに対しベ

イズ予測の漸近的なリスクの評価を行う．
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その他の重要なベイズ予測の課題としては，事前分布の設定方法の明確化が挙げ

られる．前述のようにベイズ予測においては，未知パラメータの事前分布w(θ)を仮

定したもとで議論が行われている．ベイズ予測を実用化する際，事前分布をどのよ

うに設定するかは，予測精度にも関わってくることから非常に重要な問題であると

言える．しかし，一般にこの問題は非常に難しく，従来より数多くの議論がなされ

ているが根本的な解決はいまだなされていない．しかしながら，情報理論や学習理

論では事前分布の設定についてあまり議論されていない．その理由として，情報理

論では対象となるデータの構造がある程度事前に分かっている場合が多い事や，ア

ルゴリズムの構成のしやすさから自然共役事前分布を仮定する場合が多い事などが

挙げられる．また，学習理論ではデータの事前情報が全く無い状況を想定される事

から，暗に一様分布を仮定している事が多い．本研究では，情報理論や学習理論と

同様の立場をとり，事前分布は既に設定されているものとし詳細な議論については

特に行わないこととする．

2.2 状態遷移モデル

2.2.1 確率モデルの定義

次に本研究で対象とする確率モデルを定義する．マルコフモデルや隠れマルコフ

モデルなど，状態遷移を用いた確率モデルは，従来より様々な分野で用いられてお

りその有効性が示されている．本研究では離散時間で状態遷移の起きる確率モデル

を状態遷移モデルと呼び統一的に扱う．

いま，i時点における状態を si ∈ S とし，1時点から n時点までの状態遷移系

列を sn = (s1, s2, · · · , sn)とする．また，各状態 s ∈ S のもとで従う確率分布のパ

ラメータを θs ∈ Θsとし，1時点から n時点までのパラメータベクトルを，θsn =

(θs1 , θs2 , · · · , θsn) ∈ Θn
s とする．以降，θs ∈ Θsは連続パラメータとする．このとき，
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以下の確率分布に従いデータが発生するモデルを状態遷移モデルと定義する．

P (yn|xn, θsn , sn) =
n∏

i=1

p(yi|xi, θsi
). (2.11)

また，i時点 (i = 1, 2, · · · )における状態 siには，i− 1時点の状態 si−1によって定ま

る状態遷移確率 v(si|si−1)に従い遷移すると仮定する．以降，この状態遷移確率につ

いては既知であるとする．

2.2.2 モデルの分類

状態遷移が確率的に起きると仮定した場合，状態遷移モデルは状態が離散状態か

連続状態かによってモデルを分類する事ができる．

離散状態のモデル

状態集合 Sが離散集合の時，特に状態集合が有限の場合は，状態は有限の状態集

合のなかで遷移を繰り返す．そのため，ある状態から他の状態へ遷移した後，再び

同一の状態に戻ってくる可能性がある．パラメータベクトル θsn は同一のパラメー

タ θsが複数回含まれるので，確率モデルは以下のように表記することができる．

P (yn|xn, θsn , sn) = P (yn|xn,θS, sn). (2.12)

ここで，θS = {θs|s ∈ S} ∈ ΘS である．状態遷移系列が既知の場合，上記モデル

に含まれるモデルとしては，i.i.d.モデルやマルコフモデル，情報理論で用いられる

Context treeモデル，パターン認識で用いられる決定木モデルなどが挙げられえる．

また，状態遷移系列が未知の場合では，隠れマルコフモデルや混合分布モデルなど

が上記モデルに含まれる．



第 2章 準備 13

連続状態のモデル

状態集合 Sが連続集合の場合で特に，ある状態から他の状態へ遷移した後，再び

同一の状態に遷移しないモデルを考える．ある snのもとで j回目の状態遷移が起き

た時点を ts
n

j とし遷移時点の集合を Tsn = {tsn

0 , ts
n

1 , · · · , ts
n

Csn}とする．ここで，Csn

は snにおける状態遷移の回数とする．また，θts
n

j
を j回目の遷移から j +1回目の遷

移が起きるまでに従う確率分布のパラメータとし，θTsn
= {θt|t ∈ Tsn}とする．こ

のとき，状態遷移モデルを次のように書き換える事ができる．

P (yn|xn,θsn , sn) = P (yn|xn,θTsn
, Tsn). (2.13)

上記で表現される状態が連続の場合のモデルとしては，情報理論におけるデータ圧

縮で用いられる i.p.i.d.(independent piecewise-identically-distributed)情報源モデル

が挙げられる．また，制御理論等で用いられれるカルマンフィルタは状態遷移系列

が未知の場合に相当する．

以上より，状態遷移モデルは表 2.1のように分類される．

表 2.1: 状態遷移モデルの分類

離散状態 連続状態

状態遷移既知 i.i.d.モデル i.p.i.d.情報源モデル

マルコフモデル

Context tree モデル

決定木モデル

状態遷移未知 隠れマルコフモデル i.p.i.d.情報源モデル

混合分布モデル カルマンフィルタ
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2.3 状態遷移モデルに対するベイズ予測

2.3.1 離散状態で状態遷移既知の状態遷移モデルに対するベイズ予測

効率的アルゴリズムに関する研究

離散状態で状態遷移既知の場合のベイズ予測については，情報理論における情報

源符号化において多くの研究が行われている．計算量，メモリ量の効率化に関して

は，特に [4, 10, 11]などで，自然共役事前分布やモデルの構造を利用することで，ベ

イズ最適性を保持したまま計算量やメモリ量を削減する研究が行われている．

情報源符号化では，時系列データ系列 xn = x1, x2, · · · , xnが得られたもとで，次

のデータの出現確率 p(xn+1)を推定する問題（逐次符号化），もしくはP (xn)を推定

する問題（一括符号化）が扱われている．情報源符号化で用いられる最も単純なモ

デルのひとつとして，定常無記憶情報源（i.i.d.モデル）がある．

いま，X = {0, 1, · · · , k}を離散有限集合，θを k次元パラメータベクトルとした

とき，定常無記憶情報源は以下であらわされる．

P (xN |θ) =
N∏

n=1

p(xn|θ). (2.14)

すなわち，各時点 nにおいて，xnは独立同分布に従い発生するモデルである．この

とき予測分布は，

p̂∗(xn+1|xn) =

∫

Θ

p(xn+1|θ)w(θ|xn)dθ, (2.15)

で与えられるが，パラメータの事前分布w(θ)に自然共役事前分布であるディリクレ

分布を仮定することで，上記の積分計算を解析的に次式で計算する事ができる．

p̂∗(xn+1|xn) =
ν(xn+1|xn

1 ) + β(xn+1)∑k
a=0(ν(a|xn) + β(a)

, (2.16)

但し，ν(a|xn)は時点 1から時点 nにおいて，記号 aが出現した回数とする．また，

β(a)はディリクレ分布のパラメータとする．
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このように，自然共役事前分布を仮定することで，積分計算を解析的に解くこと

ができる．しかし，自然共役事前分布は p(xn|θ)が指数型分布の場合のみ存在し，一
般の確率モデルではこのように簡単に計算することはできない．

また，情報源符号化においてベイズ予測の効率的アルゴリズムに関して，もっと

も多く研究されているモデルのひとつに Context Tree モデル（CTモデル）があ

る．CTモデルは階層モデルとして表現される状態遷移モデルのひとつである．CT

モデルは，モデルm ∈ M とモデルmの元でのパラメータ θm ∈ Θmの条件付確率

P (xn|θm,m)で定義される．モデルmとパラメータ θmが未知のとき，一括符号化で

用いられる予測分布は以下で表される．

P̂ ∗(xN) =
∑
m∈M

∫

θm∈Θm

P (xN |θm,m)w(θm|m)dθmv(m) (2.17)

ここで，w(θm|m), v(m)はそれぞれ θm, mの事前分布である．また，逐次符号化の

予測分布は，

P̂ ∗(xn+1|xn) =
∑
m∈M

∫

θm∈Θm

P (xn+1|xn, θm, m)w(θm|m,xn)dθmv(m|xn) (2.18)

で与えられる．

CTモデルに対するベイズ予測は，上記予測分布を計算することで構成されるが，

CTモデルの木の深さが未知の場合，mの数は系列長Nに対し，指数的に増大する．

そのため，(2.17),(2.18)式のmに関する和計算の計算量・メモリ量が膨大になって

しまい，そのままでは計算することができない．そこで，ベイズ予測の実用化には

何らかの計算量・メモリ量削減アルゴリズムが必要となる．

Willemsらによって提案されたCTW法は，w(θm|m), v(m)にある特定の分布を仮

定したもとでの，一括符号化の効率的アルゴリズムとしてみなすことができる．[4, 5]

これにより，計算量，メモリ量共にO(N2)程度まで削減された．

それに対しMatsushimaらは，CTW法と同時期に逐次効率化における効率的アル

ゴリズムを提案した．[11] このアルゴリズムは，CTW法で仮定されている事前分布
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w(θm|m), v(m)を含むより一般的な事前分布のクラスを仮定している．計算量，メ

モリ量ともにCTW法と同等のアルゴリズムである．

CTW法やMatsushimaのアルゴリズムにより，計算量，メモリ量共に大幅な削減

がなされたが，実用的にO(N2)のメモリ量では直ぐにメモリオーバフローを起こす

場合がある．そこで野村らは，重み付けるmの数を制限することで，メモリ量を削

減した近似ベイズ予測アルゴリズムを提案した．[26] このアルゴリズムは，メモリ

量を定数オーダに削減した近似アルゴリズムであるが，漸近的には正確なベイズ予

測と損失が一致するという性質をもつ．また中野らにより，CTモデルの木表現を変

更することで，近似なしでメモリ量をO(N)まで削減するアルゴリズムが提案され

ている．[27]

漸近評価に関する研究

損失関数やリスク関数の漸近評価に関しても同様に情報源符号化の分野で多く研

究されており，ベイズ予測の様々な有効性が示されている．

i.i.d.モデルに対して，Clarkらによりベイズ予測のリスク関数の漸近評価が行わ

れている．Clarkらは，最尤推定量の漸近正規性を用いることで，充分大きなN に

対し次式が成り立つことを示した．[9]

Risk(P̂ ∗(xN), θ∗) =
k

2
log

N

2πe
+ log

√
det I(θ∗)
w(θ∗)

+ o(1). (2.19)

CTモデルに対しても，Gotohらにより同様の評価が行われている．[12]

2.3.2 離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデルに対するベイズ予測

近似アルゴリズムに関する研究

前述のように，ベイズ予測は損失関数によらず予測分布の計算が中心的な役割を

果たす．そこで，離散状態で状態遷移が未知の場合の状態遷移モデルについて予測



第 2章 準備 17

分布を示す．

まず，状態遷移が未知である場合の予測問題について考える．Sを離散集合とし，

モデルの表記は (2.12)式の表記を用いる．状態遷移系列 snが未知である場合，予測

対象となる yn+1の状態 sn+1も未知であるとする．各 i時点（1 ≤ i ≤ n + 1）での状

態 siは，1時点前の状態 si−1に依存する状態遷移確率 v(si|si−1)によって確率的に定

まると仮定する．以降この状態遷移確率は既知であるとする．ここで，長さ nの状

態遷移系列の出現確率を v(sn)とし，状態遷移遷移確率を用いて以下で計算される

とする．

v(sn) = v(s1)
n∏

i=2

v(si|si−1). (2.20)

ここで v(s1)は初期状態 s1の事前確率とし既知であるとする．また，状態 sn+1の出

現確率は以下で計算される．

v(sn+1) =
∑

sn∈Sn

v(sn+1, s
n) =

∑
sn∈Sn

v(sn+1). (2.21)

yn+1の発生する確率分布は，以下のように表される．

p(yn+1|xn+1,θS) =
∑

sn+1∈S

v(sn+1)p(yn+1|xn+1, θsn+1). (2.22)

また，w(θS)を θSの事前分布として仮定すると，予測分布は次式で表される．

p̂∗(yn+1|xn+1, x
n, yn) =

∫

ΘS

p(yn+1|xn+1,θS)w(θS|xn, yn)dθS. (2.23)

ここで，w(θS|xn, yn)は θSの事後分布である．snが与えられたもとでの θSの事後

分布をwS(θS|xn, yn, sn)とすると，w(θS|xn, yn)は次式で計算される．

w(θS|xn, yn) =
∑

sn∈Sn

v(sn|xn, yn)wS(θS|xn, yn, sn). (2.24)
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いま，Γs(s
n) = {i|si = s, i = 1, 2, · · · , n}とする．xΓs(sn)，yΓs(sn)をそれぞれ，Γs(s

n)

に含まれる時点 iにおけるデータ xi, yiを全て並べたベクトルとする．すると，

P (yn|xn,θS, sn) =
n∏

i=1

p(yi|xi, θsi
)

=
∏
s∈S

∏

i∈Γs(sn)

p(yi|xi, θs)

=
∏
s∈S

P (yΓs(sn)|xΓs(sn), θs), (2.25)

となる．また，w(θS) =
∏

s∈S w(θs) を仮定し，sn と θS は独立であると仮定し，

wS(θS|sn) = w(θS)とすると，

wS(θS|xn, yn, sn) =
wS(θS|sn)P (yn|xn,θS, sn)∫

ΘS
wS(θS|sn)P (yn|xn,θS, sn)θS

=
∏
s∈S

w(θs)P (yΓs(sn)|xΓs(sn), θs)∫
Θs

w(θs)P (yΓs(sn)|xΓs(sn), θs)dθs

=
∏
s∈S

w(θs|xΓs(sn), yΓs(sn)), (2.26)

となる．よって，(2.24),(2.26)式を用いて，(2.23)式の予測分布は以下で展開される．

p̂∗(yn+1|xn+1, x
n, yn)

=

∫

ΘS

p(yn+1|xn+1,θS)
∑

sn∈Sn

v(sn|xn, yn)
∏
s∈S

w(θs|xΓs(sn), yΓs(sn))dθS.

=
∑

sn∈Sn

v(sn|xn, yn)

×




∑
sn+1∈S

v(sn+1)

∫

Θs

p(yn+1|xn+1, θsn+1)w(θsn+1|xΓsn+1 (sn), yΓsn+1 (sn))dθsn+1



 .

(2.27)

いま，p(yn+1|xn+1, θs)が指数型の分布族である場合，自然共役な事前分布 w(θs)が
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存在し，上式の
∫

Θs
p(yn+1|xn+1, θs)w(θs|xΓs(sn), yΓs(sn))dθsの積分部分は解析的に求

められることが知られている．

以上より，離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデルの予測分布は (2.27)式で解析

的に求められることが分かった．しかし，一般に (2.27)式の計算には全ての sn ∈ Sn

に対する重み付け和の計算をする必要がある．2 そのため計算量はO(|S|n)となり，

データ数に対し指数的に増大してしまいベイズ予測の実用は困難である．

離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデルに対して，予測分布を効率的に計算す

ることは難しい．そこで従来，この場合の状態遷移モデルにベイズ予測を適用する

際，(2.27)式の近似計算を用いる手法が用いられている．予測分布を近似する一般

的な手法としては，MCMC（Markov Chain Monte Carlo）法や変分ベイズ法が知ら

れている．[23]

MCMC法では確率的なサンプリングを行うことで，予測分布を近似する．比較的

簡単にアルゴリズムを構成することができる反面，精度の高い近似をするにはサン

プリング数を多くする必要があり計算量がかかる．

変分ベイズ法は，予測分布を直接的に計算するのではなく，真の分布とのダイバー

ジェンスを最小にするような，変分分布と呼ばれる比較的計算が容易な分布を求める

ことで近似する．比較的計算量は少なくすむが，アルゴリズムの導出が複雑である．

漸近評価に関する研究

離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデルに対するベイズ予測の漸近評価は，前

述の状態遷移既知の場合に比べて複雑になる．状態遷移既知の場合については最尤

推定量の漸近正規性を用いることで，損失やリスクの評価を行っていたが，一般に，

離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデルに対しては，最尤推定量の漸近正規性が

2状態遷移確率の確率構造によっては，重み付ける sn の個数を削減するなど，効率的に計算する

ことができる場合もある．
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成り立たない．これは，離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデルが特定不能性を

持つからである．特定不能性とは，ある確率モデルをそれに対して過大なパラメー

タ数を持つモデルで表現したとき，パラメータと分布の一対一対応が成り立たない

という性質を指す．このような特定不能性を有する確率モデルに対するベイズ予測

については，宅味らによりある特定の条件のもとでの損失およびリスクの漸近評価

が行われている．[28]

2.4 本研究の位置づけ

本研究では，第 3章で離散状態・状態遷移未知のモデルを対象とし，近似ベイズ

予測アルゴリズムを提案する．また，第 4章，第 5章では連続状態を持つモデルの

中で i.p.i.d.情報源モデルに注目し，第 4章では状態遷移未知の場合の計算量を削減

した効率的なベイズ予測アルゴリズムを提案，第 5章では状態遷移既知の場合のベ

イズ予測についてリスクの漸近評価を行う．
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第3章 離散状態・状態遷移未知の場合

の近似ベイズ予測アルゴリズム

本章では,離散状態で状態遷移が未知の状態遷移モデルに対し，ベイズ予測を適

用する際の近似アルゴリズムを提案する．そのもとで，外れ値解析で用いられるモ

デルに対し，提案アルゴリズムを適用しシミュレーションにより評価を行う．

3.1 計算量を削減した近似ベイズ予測アルゴリズムの提

案

離散状態で状態遷移が未知の場合の状態遷移モデルにベイズ予測を適用する場合，

2章で示したように (2.27)式を計算することとなる．この計算にはO(|S|n)の計算量

が必要であった．

そこで，計算量を削減し近似的に (2.27)式を求めるアルゴリズムを提案する．和

計算を減らす方法として，重み付ける snの集合を，Snからそれより小さい何らか

の集合に制限するという方法が考えられる．最も単純な方法としては，事後確率

v(sn|xn, yn)が最大となる snのみを用いて近似する方法や，v(sn|xn, yn)の高い順に

いくつかの snだけを重み付けて近似する方法が考えられる. しかし，v(sn|xn, yn)を

求めるにも指数オーダの計算量が必要となる．

他方，(2.12)式で表される確率モデルのパラメータ推定法として EMアルゴリズ

ムが知られている．[21] EMアルゴリズムは尤度関数の極大値を求めるアルゴリズム



第 3章 離散状態・状態遷移未知の場合の近似ベイズ予測アルゴリズム 22

で，特に状態数の少ない場合，パラメータの推定精度が高い事が知られている．そ

こで，EMアルゴリズムより求められたパラメータの推定値 θ̂Sを利用した近似アル

ゴリズムを提案する．

EMアルゴリズムより求められたパラメータの推定値 θ̂Sを用いて，v(si|xi, yi, θ̂S)

という分布を計算する．これは，パラメータの推定値が与えられたもとで，i番目の

データが状態 si ∈ Sから出現した確率を表した分布になっており，良いパラメータ

の推定値が与えられれば，v(sn|xn, yn)の高い snを見つける指標になると考えられ

る．また，v(si|xi, yi, θ̂S)は，EMアルゴリズムの反復計算の中で計算され，簡単に

求める事ができる．提案近似アルゴリズムを以下に示す．

提案近似ベイズ予測アルゴリズム

step1: EMアルゴリズムを用いて v(si|xi, yi, θ̂S)を求める．

step1-1: パラメータの初期値 θ
(0)
S = (θ

(0)
s |s ∈ S) を設定する．

step1-2: 以下の E-stepとM-stepを θ
(l)
S が収束するまで繰り返す．

E-step: l回目の反復において，次式を計算する．

Q(θS|θ(l−1)
S ) =

n∑
i=1

∑
si∈S

v(si|xi, yi,θ
(l−1)
S ) log p(yi|xi, θS, si).

(3.1)

ここで，

v(si|xi, yi,θ
(l−1)
S ) =

v(si)p(yi|xi,θ
(l−1)
S , si)∑

si∈S v(si)p(yi|xi,θ
(l−1)
S , si)

, (3.2)

である．

M-step: v(si|xi, yi,θ
(l−1)
S )を重みとした，重み付き最小二乗法を用いて

Q(θS|θ(l−1)
S )の最大化を行い，

θ
(l)
S = arg max

θS∈ΘS

Q(θS|θ(l−1)
S ), (3.3)
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とする．

step1-3: 収束した θ
(l)
S を θ̂S とし，(3.2)式から v(si|xi, yi, θ̂S)を全ての i =

1, 2, · · · , nについて求める．

step2: ŝiを i = 1, 2, · · · , nについて次式で求め，

ŝi = arg max
si∈S

v(si|xi, yi, θ̂S) (3.4)

確信度 ri = v(ŝi|xi, yi, θ̂S)を計算する．

step3: i = 1, 2, · · · , nについて，ri が何番目に小さいかを表す関数を η(ri)とし，

ΩA = {i|η(ri) ≤ A, i = 1, 2, · · · , n}とする．この時，以下の集合を求める．

S̃n(A) = {(s̃1, s̃2, · · · , s̃n)|s̃i ∈ S̃i(A), i = 1, 2, · · · , n}. (3.5)

但し，

S̃i(A) =





S i ∈ ΩA,

{ŝi} otherwise,
(3.6)

とする．

step4: 次式で予測分布を計算．

p̃(yn+1|xn+1, x
n, yn)

=
∑

sn∈S̃n(A)

ṽ(sn|xn, yn)

×




∑
sn+1∈S

v(sn+1)

∫

Θs

p(yn+1|xn+1, θsn+1)w(θsn+1|xΓsn+1 (sn), yΓsn+1 (sn))dθsn+1



 .

(3.7)
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但し，

ṽ(s̃n|xn, yn) =
v(s̃n)

∫
Θ

P (yn|xn, θS, s̃n)wS(θS|s̃n)dθS∑
s̃n∈S̃n(A) v(s̃n)

∫
Θ

P (yn|xn, θS, s̃n)wS(θS|s̃n)dθS

, (3.8)

である．

□

上記近似アルゴリズムは S̃n(A)を求める所のみにEMアルゴリズムを用いている．

具体的には，step3において，確信度の低いA個の siに対しては ŝiの値が誤ってい

る可能性が高いと考え，全ての si ∈ Sのパターンを重み付ける集合に入れ，それ以

外の siに対しては ŝiの値に固定している．また，予測値自体は (3.7)式のように，θ̂S

を使わず計算している．そのため，ベイズ最適な予測値との違いは，重み付ける sn

の集合を Snから S̃n(A)に制限している部分のみである．

また，|S̃n(A)| = |S|Aとなるので，近似アルゴリズムでは |S|A個の snを重み付け

ている事になる．そのため，仮にA = nとすると，近似アルゴリズムによる予測値

とベイズ最適な予測値は一致するという特徴がある．

3.2 外れ値を含む回帰モデルへの応用

3.2.1 外れ値解析

提案近似ベイズ予測アルゴリズムの性能評価を行うため，外れ値解析で用いられ

ているモデルに提案アルゴリズムを適用する．

統計解析を行う際，得られたデータの中に外れ値が含まれることが多々ある．外

れ値は転記ミスのようにデータに例外的な事象が含まれてしまう場合や，何らかの

理由で別の母集団から発生したデータが混入してしまう場合など様々な要因によっ

て発生する．外れ値は少量であっても解析結果に大きく影響を与えることがあるた
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め，従来から外れ値を含むデータに対する解析手法が数多く研究されている．解析

手法は主に，外れ値の発生に確率モデルを仮定する場合と仮定しない場合とに分け

ることができる．[14] 本研究では前者の外れ値の発生に確率モデルを仮定する場合

を扱う．

従来，線形回帰モデルに対し混合分布を用いて外れ値の発生をモデル化する研究

が行われている．Boxらは，正常値の発生する分布と外れ値の発生する分布の混合

分布を用いることで外れ値の発生をモデル化した．[15] 同様のモデルに対し様々な

研究が行われているが，いずれの研究も外れ値の検出や混合分布のパラメータ推定

を目的としている．[16, 17, 18, 19] そのため，予測を目的とした研究はあまりない．

本研究では，外れ値データの発生を含む回帰モデルに対して，外れ値の検出では

なく予測を解析の目的とし，提案した近似予測アルゴリズムを適用，アルゴリズム

の評価を行う．

3.2.2 外れ値を含む回帰モデル

i番目のデータの説明変数をxi = (1, xi1, . . . , xip−1)
t，目的変数を yiとする．但し，

tは行列の転置を表す事とし，xij, yi ∈ Rとする．また，β0, σ
2
0をそれぞれ正常値の

従う p次元回帰係数ベクトルおよび分散パラメータ，β1, σ
2
1 をそれぞれ外れ値の従

う p次元回帰係数ベクトルおよび分散パラメータとする．さらに，外れ値の発生す

る確率を αとした時，yiは確率 1 − αで正規分布N(xt
iβ0, σ

2
0)に従い発生し，確率

αで正規分布N(xt
iβ1, σ

2
1)に従い発生すると仮定する．以降，正常値の分布のパラ

メータを θ0 = (β0, σ
2
0) ∈ Θ0，外れ値の分布のパラメータを θ1 = (β1, σ

2
1) ∈ Θ1で表

記し，全体の分布のパラメータを θ = (β0,β1, σ
2
0, σ

2
1) ∈ Θと表記する．この時，yi
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の確率分布を以下で定義する．

p(yi|xi, θ) = (1− α)p0(yi|xi,θ0) + αp1(yi|xi, θ1)

= (1− α)
1√
2πσ2

0

exp

{
− 1

2σ2
0

(yi − xt
iβ0)

2

}

+ α
1√
2πσ2

1

exp

{
− 1

2σ2
1

(yi − xt
iβ1)

2

}
. (3.9)

また，xn = (x1,x2, · · · ,xn), yn = (y1, y2, · · · , yn)とする．各データは独立に生起す

るものと仮定すると，ynの確率分布は以下で表される．

p(yn|xn,θ) =
n∏

i=1

p(yi|xi,θ). (3.10)

上記モデルは，パラメータ θに制約を置くことで，外れ値データの発生する構造

を表現する事ができる．外れ値の発生する構造は，実際にデータをサンプリングす

る状況に応じて様々な場合が考えられる．Boxらは，β1 = β0, σ
2
1 = k2σ2

0（kは正の

定数で既知），という制約を置き，外れ値は正常値よりも分散が大きいというモデ

ルを表現している．[15] それに対し，Abrahamらは，σ2
1 = σ2

0という制約を置くこ

とで，平均値のみがずれるモデルを表現している．[16] 本研究では外れ値データが，

正常値データとは全く別の母集団から発生した場合を考え，θ0と θ1が独立である

事を仮定する．これは例えば，本来解析対象としたいデータサンプルに，何かしら

の要因で別の母集団から発生したデータサンプルが混ざってしまった場合などが考

えられる．また，従来研究同様，外れ値の発生する確率 αは既知，パラメータ θは

未知として扱う．

モデルとして外れ値データの発生を含む回帰モデルを仮定した場合，予測問題とし

て大きく分けて二つの問題設定を考える事ができる．一つは，予測対象となる yn+1が

p(yn+1|xn+1,θ)に従って発生すると仮定する問題と，もう一つは，p0(yn+1|xn+1, θ0)

から発生すると仮定する問題である．前者の場合，予測対象となる yn+1が外れ値の

分布から発生する可能性があり，外れ値も予測する必要が出てくる．そのため，多く
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の場合では後者の，yn+1は正常値の分布からのみ出現すると仮定する事が考えられ

る．本研究では，どちらの問題設定においても同様の議論を行う事ができるが，よ

り一般的な式展開を示すため，特に断りの無い限り前者の問題設定で議論を進める．

予測に対する評価基準として，次式の平均二乗誤差損失を仮定する．

Loss(ŷn+1(x
n, yn),θ) =

∫

R
(yn+1 − ŷn+1(x

n, yn))2p(yn+1|xn+1,θ)dyn+1. (3.11)

このとき，ベイズ予測は次式で計算される．

ŷ∗n+1 =

∫

Rn

yn+1

∫

Θ

p(yn+1|xn+1, θ)w(θ|xn, yn)dθdyn+1. (3.12)

以上のモデルを，状態遷移モデルとして表現するために，次式で表される隠れ変

数 siを導入する．

si =





0 yiが正常値の分布から発生,

1 yiが外れ値の分布から発生.
(3.13)

これは状態遷移モデルにおける状態と捉えることができる．siは通常未知であるが，

もし既知であった場合，yの分布は次式で表される．

p(yi|xi,θ, si) =





p(yi|xi,θ0) si = 0,

p(yi|xi,θ1) si = 1.
(3.14)

また，sn = (s1, s2, · · · , sn) ∈ Snとすると，

P (yn|xn, θ, sn) =
∏

i∈Γ0(sn)

p0(yi|xi,θ0)
∏

j∈Γ1(sn)

p1(yj|xi,θ1)

= p0(y
Γ0(sn)|xΓ0(sn),θ0)p1(y

Γ1(sn)|xΓ1(sn),θ1), (3.15)

となる．但し，Γ0(s
n) = {i|si = 0, i = 1, 2, · · · , n}，yΓ0(sn) = (yi|i ∈ Γ0(s

n))，同様

に Γ1(s
n) = {i|si = 1, i = 1, 2, · · · , n}，yΓ1(sn) = (yi|i ∈ Γ1(s

n))，とする．このよう

に，外れ値を含む回帰モデルは状態遷移モデルとして表記する事ができる．
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si, s
nの事前分布をそれぞれ以下で定義する．

v(si) =





1− α si = 0,

α si = 1,
(3.16)

v(sn) = (1− α)|Γ0(sn)| α|Γ1(sn)|. (3.17)

これはある時点の状態が，それより前の時点の状態に依存せず独立に決まる状態遷

移確率と捉えることができる．また，w0(θ0), w1(θ1)をそれぞれ，θ0,θ1の事前分布

とし，

w(θ) = w0(θ0)w1(θ1), (3.18)

を仮定する．このとき，(3.12)式のベイズ予測は (2.27)式と同様の展開をすること

で，次式のように書き換える事ができる．

ŷ∗n+1 =
∑

sn∈Sn

v(sn|xn, yn)

×
{

(1− α)

∫

Rn

yn+1

∫

Θ0

p0(yn+1|xn+1, θ0)w0(θ0|xΓ0(sn), yΓ0(sn))dθ0dyn+1

+ α

∫

Rn

yn+1

∫

Θ1

p1(yn+1|xn+1, θ1)w1(θ1|xΓ1(sn), yΓ1(sn), )dθ1dyn+1

}
. (3.19)

今，(3.19)式の波括弧内第一項，
∫

Θ0
p0(yi|xi,θ0)w0(θ|xΓ0(sn), yΓ0(sn))dθ0 ，は通常の

線形回帰モデルにおける予測分布である．いま，w0(θ0)に正規分布に対する自然共

役事前分布，

w0(θ0) ∝ (σ2
0)
− ν′0

2 exp{−1

2
[λ′0 + (β0 − β′0)

tC ′
0(β0 − β′0)]}, (3.20)

を仮定すると，この予測分布は t分布で表される．[1] 同様に第二項も t分布となる．

以上より，snを用いる事でベイズ最適な予測法は，t分布の期待値の混合を snの事

後確率で重み付けることで計算される事がわかる．1

1Boxらのパラメータ制約においても，同様にベイズ最適な予測値を解析的に求める事ができる

が，本稿では議論の煩雑を避けるため，パラメータの独立性を制約した場合のみ示す．
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また同様に，yn+1が正常値の分布からのみ発生すると仮定した場合でも，

p(yn+1|xn+1, θ) = p0(yn+1|xn+1,θ0), (3.21)

と書き換えることで，ベイズ最適な予測値が次式のように解析的に求まる.

ŷ∗n+1

=
∑

sn∈Sn

v(sn|xn, yn)

×
∫

Rn

yn+1

∫

Θ0

p0(yn+1|xn+1,θ0)w0(θ|xΓ0(sn), yΓ0(sn))dθ0dyn+1, (3.22)

次に，計算量を削減した近似予測アルゴリズムを適用する．

3.2.3 提案近似アルゴリズムの適用

外れ値を含む回帰モデルにおける予測にたいし，step4を以下のように置き換える

事で提案近似アルゴリズムを適用できる．

step4’: 次式で予測値を計算．

ỹn+1

=
∑

s̃n∈S̃n(A)

ṽ(s̃n|xn, yn)

×
{

(1− α)

∫

Rn

yn+1

∫

Θ0

p0(yn+1|xn+1,θ0)w0(θ0|xΓ0(s̃n), yΓ0(s̃n))dθ0dyn+1

+ α

∫

Rn

yn+1

∫

Θ1

p1(yn+1|xn+1,θ1)w1(θ1|xΓ1(s̃n), yΓ1(s̃n))dθ1dyn+1

}
.

(3.23)



第 3章 離散状態・状態遷移未知の場合の近似ベイズ予測アルゴリズム 30

また，yn+1が正常値の分布から発生すると仮定した場合には，(3.23)式を次式に置

き代える事で，同様に近似アルゴリズムを適用することができる．

ỹn+1

=
∑

s̃n∈S̃n(A)

ṽ(s̃n|xn, yn)

×
∫

Rn

yn+1

∫

Θ0

p0(yn+1|xn+1, θ0)w0(θ0|xΓ0(s̃n), yΓ0(s̃n))dθ0dyn+1. (3.24)

3.2.4 シミュレーションによる評価

近似アルゴリズムの性能をシミュレーションにより評価する．

提案アルゴリズムは，事後確率の高いいくつかの snのみを重み付けるという近似

と，事後確率の高いいくつかの snを近似的に求めるという二段階の近似を行ってい

る．そこで，実験 1では，事後確率の高いいくつかの snのみを重み付けた場合の一

段階の近似をした場合の近似精度を評価し，さらに事後確率の高い snについても近

似的に求めた二段階の近似を行った場合（提案アルゴリズム）と比較する．実験 2

では，実験 1で得られた提案アルゴリズムの挙動が，データ数の多い場合でも同様

に見られるかについて調べる．また，実験 3では提案アルゴリズムと他のベイズ予

測の近似手法との予測性能を比較する．

以下，yn+1が正常値の分布から発生すると仮定した場合についてシミュレーショ

ンを行う．

実験 1：snの重み付け数の変化による評価（データ数が少ない場合）

データ数が少ない場合には，事後確率 v(sn|xn, yn)を正確に計算する事ができる．

そこで，正確な v(sn|xn, yn)が高い順に snをいくつか重み付ける場合と比較する．

v(sn|xn, yn)が高い順に重み付ける snの数を 1, 2, · · · , 2nと増やしていった場合と，
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図 3.1: 実験 1:重み付け数の変化による平均二乗誤差 (n = 13, α = 0.1)

近似アルゴリズムによりA = 0, 1, · · · , nと S̃n(A)の集合を大きくしていった場合の

予測誤差について調べた．

データは人工データを用いた．データ数 n = 13とし, 1回の実験で 1組の θを自

然共役事前分布に従いランダムに発生させ，そのもとで 1組の学習データ (xn, yn)

と (xn+1, yn+1)を発生させた．各実験で予測値の二乗誤差を測り，30000回の実験に

ついて平均を求めた．実験結果を図 3.1,3.2に示す．縦軸に平均二乗誤差，横軸に重

み付ける snの個数を取りプロットした．図 3.1,3.2の近似アルゴリズムについての

プロットは，左からA = 0, 1, · · · , 13とAの値を増やした時の予測誤差を点で示し

ている．近似アルゴリズムと，事後確率の高い順に重み付けていった場合について

は，重み付け数 213の点は，ベイズ最適な予測値と等しい．

図 3.1,3.2の結果から正確な事後確率の高い順番で重み付けを行う場合，重み付け

数が非常に少ない段階で平均二乗誤差がベイズ最適な予測とほぼ同じ値になってい
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図 3.2: 実験 1:重み付け数の変化による平均二乗誤差 (n = 13, α = 0.05)

る．そのため，事後確率の大きい snを見つけることができれば，全ての snの重み

付けをしなくてもベイズ最適に近い予測が可能であると考えられる．また，近似ア

ルゴリズムはAがある一定の値になると平均二乗誤差が収束し，ベイズ最適な予測

に近づいている．この事から，収束した時点のAを用いることができれば，計算量

を削減したもとで精度の高い予測が可能であると言える．

実験 2：snの重み付け数の変化による評価（データ数が多い場合）

近似アルゴリズムについて，データ数が多い場合に実験 1と同様の傾向が見られ

るのかを調べた．

実験 1と同様の方法で発生させたデータに対し，データ数 n = 30, 45, 60とした

時の近似アルゴリズムの予測誤差を，実験 1と同様にプロットした．実験結果を図

3.3,3.4に示す．
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図 3.3: 実験 2:重み付け数の変化による平均二乗誤差 (n = 30, 45, 60, α = 0.1)

図 3.3,3.4の結果から，データ数の違いによらず，ほぼ同じAで平均二乗誤差が収

束している事がわかる．この事から，Aはデータ数 nによらず決める事ができ，n

が増えた場合でも，計算量を増やさずに精度の高い予測ができると考えられる．ま

た，αの値が小さい時の方が，Aが小さい段階で近似アルゴリズムとベイズ最適な

予測の差がなくなり，近似アルゴリズムの効果が高い事が分かる．外れ値がデータ

に含まれる割合は，データに対して非常に小さい割合であると考えられるため，今

回のような問題設定では，提案した近似アルゴリズムが有効であると言える．

実験 3：データ数の変化による評価

近似アルゴリズムについて，データ数が変化した場合の予測誤差の変化を調べた．

実験 1と同様の方法で発生させたデータに対し，A = 0, 2, 6, 8, 10と固定したもと

で，縦軸に平均二乗誤差，横軸にデータ数を取りプロットした．また比較のため，外
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図 3.4: 実験 2:重み付け数の変化による平均二乗誤差 (n = 30, 45, 60, α = 0.05)

れ値が全て正確に分かっていたもとでのベイズ予測，EMアルゴリズムによって求

めた推定値 θ̂を用いて，ŷ = xt
n+1β̂0と予測した場合，MCMC法の一つであるギブ

スサンプラー法による予測2 ，変分ベイズ法による予測についても実験を行った．3

実験結果を図 3.5,3.6に示す．また，図 3.7に近似アルゴリズム中に用いられる EM

アルゴリズムの平均反復回数をデータ数ごとに示した．

図 3.5,3.6より，近似アルゴリズムはA = 2以上において，他の手法よりも予測精

度が大幅に向上していることが分かる．また，ギブスサンプラー法はサンプル数が

少ないため不安定な挙動を示している．

2今回の実験では提案近似アルゴリズムにおける A = 10の場合と計算量を同等にするため，ギブ

スサンプラー法におけるサンプリング数は 210 個で固定した．
3ギブスサンプラー法と変分ベイズ法のシミュレーションについては，文献 [23]を参考にした．
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図 3.5: 実験 3：データ数の変化による平均二乗誤差（α = 0.1）

3.2.5 シミュレーションに対する考察

実験の結果からも，提案近似アルゴリズムが良い近似性能を持っている事が分かっ

たが，それ以外長所として，A = nと設定する事でベイズ最適に一致する点があげ

られる．変分ベイズ法の場合，いくら計算量をかけてもベイズ最適には一致しない．

また，ギブスサンプラー法がベイズ最適に一致するには無限の計算量が必要となる．

それに対し提案近似アルゴリズムは，計算量を多くかける事ができる場合にはベイ

ズ最適な予測が可能であり，Aを変える事で計算量と予測精度のトレードオフを簡

単に調整する事ができる．これは実用上有効な性質であると考えられる．

また，近似アルゴリズムの計算量について考察する．近似アルゴリズムはAを固

定した場合，重み付ける snの個数は nによらず一定となる．そのため step1以外に
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図 3.6: 実験 3：データ数の変化による平均二乗誤差（α = 0.05）

かかる計算量はデータ数の線形オーダとなる．また，step1におけるEMアルゴリズ

ムの反復回数は，図 3.7から，αによって違いが出てくるものの，データ数に対して

は，線形オーダより少ない増え方しかしていない事がわかる．EMアルゴリズムの

一回の反復にかかる計算量はデータ数の線形オーダとなるので，近似アルゴリズム

全体としてもデータ数の線形オーダ程度の計算量になると考えられる．

3.3 本章のまとめ

本章では，離散状態・状態遷移未知の状態遷移モデルに対するベイズ予測アルゴ

リズムを扱った．離散状態・状態遷移未知の場合，ベイズ予測はデータ数の指数オー
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図 3.7: 実験 3：データ数の変化による EM反復回数

ダの計算量がかかってしまうことから，計算量を削減した近似ベイズ予測アルゴリ

ズムを提案した．提案した近似ベイズ予測アルゴリズムを，外れ値を含む回帰モデ

ルに対し適用し，シミュレーションにより性能を評価を行った．その結果，提案ア

ルゴリズムは計算量を大幅に削減しながらも，良い近似精度を示すことがわかった．

提案アルゴリズムが良い近似精度を示した理由としては，�事後確率の高い snの

みを重み付ける，�事後確率の高い snを近似的に求める，という二段階の近似のそ

れぞれの近似精度が高かったことでが挙げられる．�の近似のみを行った場合の近

似精度は，snの事後確率が偏っている場合に高くなると考えられる．つまり，事後

確率の非常に大きい数個の snと，事後確率の非常に小さいほとんどの snに分かれ

る場合である．また，�の近似精度が高くなるには，EMアルゴリズムによる推定

値の精度が高い必要があると考えれる．EMアルゴリズムは状態数 |S|が少ない場合
のモデルに対し，推定値の精度が高くなることが知られている．つまり�の近似精

度は，状態数 |S|が少ない場合に高くなると考えられる．以上より，snの事後確率
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が偏りやすく，状態数 |S|が少ない場合について提案アルゴリズムは有効であると
考えられる．



39

第4章 連続状態・状態遷移未知の場合

の効率的ベイズ予測アルゴリ

ズム

本章では，連続状態の状態遷移モデルのひとつである，i.p.i.d.情報源モデルに

対するベイズ予測の適用について述べる．i.p.i.d.情報源は情報源符号化で用いられ

る確率モデルのひとつである．そこで情報源符号化とベイズ予測の関係について述

べた後，i.p.i.d.情報源にベイズ予測を適用する際の，計算量を削減した効率化アル

ゴリズムを提案する．

4.1 ベイズ予測と情報源符号化

4.1.1 情報源符号化

ベイズ予測に対する理論的な研究が多くなされている代表的な分野に，情報理論

における情報源符号化分野が挙げられる．情報源符号化とは情報自身がもっている

冗長性を除去することによってデータ系列をより短い系列に変換することを目的と

した符号化のことである．情報源符号化は，圧縮したデータを復元した際，完全に

もとの情報と一致する符号化「無歪み情報源符号化」と，復元した際，完全にはもと

の情報と一致しない符号化「有歪み情報源符号化」に分類される．無歪み情報源符

号化は，プログラムや文書などのテキストデータの圧縮に主に用いられている．ま
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た，有歪み情報源符号化は音声や画像などのデータに対する圧縮に用いられる．以

下では，本研究の対象となる無歪み情報源符号化について説明する．

情報源符号化では，圧縮の対象となるデータを情報源系列と呼ぶ．この情報源系

列は時系列データとして与えられる．また，情報源系列の発生に何らかの確率モデ

ルを仮定し，これを情報源モデルと呼ぶ．情報源符号化は，ある情報源モデルから

発生した情報源系列を，出来るだけ短い系列へと変換する規則（符号化と呼ぶ）を

見つける問題と言える．評価基準としては，符号長（符号化後の系列の長さ）や符

号長を情報源系列の出現確率で平均化した平均符号長などが考えられる．情報源の

確率分布が既知である場合，ハフマン符号は平均符号長を最小にする符号として知

られている．また算術符号はハフマン符号よりも符号長は若干長くなるものの，メ

モリ量や計算量を削減した符号として知られている．

4.1.2 ユニバーサル情報源符号化

情報源の確率分布が既知である場合にはハフマン符号を用いることで，平均符号

長を最小にする符号化が可能である．しかし，実用上において，情報源の確率構造

が既知であることは希である．情報源の確率分布が完全には分からない場合の問題

設定をユニバーサル情報源符号化とよび，その時の符号化をユニバーサル符号と呼

ぶ．従来，ユニバーサル符号については数多くの研究がなされており，様々な情報

源モデルに対し符号化が提案されている．

情報源の確率分布の分布型が既知で，そのパラメータが未知である場合のユニバー

サル符号を考える．今，離散集合Xを情報源アルファベットと呼び，i時点でのデータ

xi ∈ X をシンボルと呼ぶ．このとき長さNの情報源系列を xN = (x1, x2, · · · , xN) ∈
X nとし，情報源モデルを P (xN |θ) =

∏N
n=1 p(xn|xn−1, θ)とする．θ ∈ Θは情報源モ

デルの未知パラメータで，真のパラメータを θ∗と表記する．

もし，何かしらのP (xN |θ∗)の予測値を決める事ができれば，前述のハフマン符号
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等を用いることで符号化が可能となる．そのため，ユニバーサル情報源符号化の問

題は，情報源系列 xN が与えられたもとで，この P (xN |θ∗)を推定する問題に帰着さ
れる．P (xN |θ∗)の推定値を符号化確率と呼び，P̂ (xN)で表す．情報源符号化の評価

基準は，以下の個別冗長度が用いられる．

Loss(P̂ (xN), θ∗) = log P (xN |θ∗)− log P̂ (xN). (4.1)

− log P (xN |θ∗)は真の確率分布を知っていたもとでの符号長を表し，− log P̂ (xN)は

符号化確率を用いた時の符号長を表している．つまり，個別冗長度は真の確率分布

を知らなかったために伸びた符号長の増分を表している．また，個別冗長度をN で

割った，情報源シンボル 1記号あたりの個別冗長度を評価基準とする場合もある．

LossN(P̂ (xN), θ∗) =
1

N

{
log P (xN |θ∗)− log P̂ (xN)

}
. (4.2)

さらに，個別冗長度を情報源系列の真の出現確率で平均化したものを平均冗長度と

呼び，これを評価基準とする場合もある．

Risk(P̂ (xN), θ∗) =
∑

xN∈Xn

P (xN |θ∗)
{

log P (xN |θ∗)− log P̂ (xN)
}

. (4.3)

冗長度と同様に，平均冗長度をN で割った，情報源シンボル 1記号あたりの平均冗

長度を考える場合もある．

RiskN(P̂ (xN), θ∗) =
1

N

∑

xN∈Xn

P (xN |θ∗)
{

log P (xN |θ∗)− log P̂ (xN)
}

. (4.4)

従来，情報源符号化では，この 1記号あたりの平均冗長度が漸近的に（系列長を無

限にする）0になる符号を弱ユニバーサル符号と呼び，弱ユニバーサル符号を設計

する事が中心的な課題となっている．そのため，設計した符号に対し平均冗長度の

漸近的な評価が行われている．また個別冗長度と平均冗長度は，それぞれ前述の対

数損失と対数損失を仮定した場合のリスクに対応していることが分かる．
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4.1.3 ベイズ符号

ベイズ予測を用いたユニバーサル符号のことをベイズ符号と呼び，ベイズ符号の

符号化確率のことをベイズ符号化確率と呼ぶ．すなわち，ベイズ符号は (4.9)式の個

別冗長度をベイズ基準のもとで最小にする符号化確率を用いる符号である．ベイズ

符号化確率は以下で与えられる．1

P̂ ∗(xN) =

∫

Θ

P (xN |θ)w(θ)dθ. (4.5)

ここで，w(θ)は θの事前分布である．

また，上記ベイズ符号化確率は長さN の情報源系列を一括で符号化する場合を表

している．それに対し，情報源シンボル 1記号づつ符号化する逐次型のベイズ符号

も考えられる．同様の手順から，逐次型のベイズ符号化確率は以下で導出される．

p̂∗(xn|xn−1) =

∫

Θ

p(xn|xn−1, θ)w(θ|xn−1)dθ. (4.6)

一括型の符号化確率と，逐次型の符号化確率には以下の関係が成り立つ事が知られ

ている．

P̂ ∗(xN) =
N∏

n=1

p̂∗(xn|xn−1). (4.7)

すなわち，長さN の系列を一括型のベイズ符号で符号化した場合と，逐次型のベイ

ズ符号で符号化した場合とでは符号長が一致するということが言える．

従来，情報源符号化では定常無記憶情報源（i.i.d.情報源）やContext treeモデル

と呼ばれる情報源モデルに対し，ベイズ符号の効率的アルゴリズムや個別冗長度，平

均冗長度の漸近評価が行われている．

11記号あたりの個別冗長度を評価基準とした場合でも同様の符号化確率が導出される．
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4.2 i.p.i.d.情報源モデル

連続状態を持つ状態遷移モデルのひとつとして情報源符号化で用いられる，i.p.i.d.

(independent piecewise-identically-distributed)情報源モデルが挙げられる．第 4章，

第 5章ではこの i.p.i.d.情報源モデルに対するベイズ符号について扱う．i.p.i.d.情報

源は，非定常な情報源を表現するモデルで，i.i.d.情報源のパラメータが不連続に変

化する．ある一定の区間だけを見れば，i.i.d.情報源と見なすことができるが，複数

回のパラメータ変化が起きることで全体としては非定常な情報源とみなせる．以下，

i.p.i.d.情報源を定義する．

情報源アルファベットを xi ∈ X = {0, 1, · · · , k}，長さ N の情報源系列を xN
1 :

x1, x2, · · · , xN，また i番目から j番目までの部分系列を xj
i : xi, xi+1, · · · , xj−1, xjと

する．長さN の状態遷移系列 sN をmと表し，パラメータ変化パターンと呼ぶこと

とする．ここで，本来mはNの関数として表記されるべきだが，表記の煩雑をさけ

るため単にmと記述する．i.p.i.d.情報源はパラメータ変化パターンmと，その変

化パターンのもとでのパラメータ集合 θmによって定まる確率分布 P (xN
1 |θm,m)で

表される．

いま，ある変化パターンmにおいて j回目にパラメータの変化が起きた時点を tmj

とし，mにおける変化時点集合を，Tm = {tm0 , tm1 , · · · , tm|Tm|−1}，と表す．ただし便
宜上，任意のmに対し，t0 = 1, t|Tm| = N + 1，と定義する．次に，変化パターンm

のもとでのパラメータベクトルを，θm = (θtm0
, θtm1

, · · · , θtm|Tm|−1
) ∈ Θmとし，p(·|θ)

をパラメータ θに従う i.i.d.情報源の確率分布とする．このとき，i.p.i.d.情報源にお

ける系列 xN
1 の出現確率を以下で定義する．

P (xN
1 |θm,m) =

|Tm|−1∏
j=0

p(x
tmj+1−1

tmj
|θtmj

). (4.8)

以下，表記の簡単のため特に断りがない限り，tmj は単に tjと記述する．この時，|Tm|
はmにおける i.i.d.区間の個数を表している．
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パラメータ変化パターンmを，状態遷移モデルにおける遷移時点集合と考えると，

i.p.i.d.情報源は連続状態の状態遷移モデルの一種と捉えることができる．以下本章

では，パラメータ変化パターンm，およびパラメータ集合 θmは未知として扱う．

4.3 i.p.i.d.情報源に対するユニバーサル符号化アルゴリ

ズム

従来，パラメータ変化パターンmとパラメータ集合 θmが未知の i.p.i.d.情報源に

対して，いくつかのユニバーサル符号化アルゴリズムが提案されている．[3, 6, 7, 8]

そのなかで，ベイズ符号と関連する研究としては，[3]と [6]の研究がある．Merhav

は，|Tm|が定数で既知である場合について任意の符号化による符号長の下界を示し，
下界を達成する符号がベイズ符号であることを示した．[3] |Tm|が未知である場合に
ついては，Willemsにより一括型の符号化アルゴリズムが提案されている．[6] この

符号化法はある特殊なmの事前分布を仮定した場合のベイズ符号とみなすことがで

きる．

符号化確率を計算した後，算術符号等を用いて符号化することを考えると，ユニ

バーサル符号化では，一括型の符号化アルゴリズムより逐次型の符号化アルゴリズ

ムの方が実用上有効である．そこで，本研究ではm，θm，および |Tm|が未知であ
る i.p.i.d.情報源に対する，逐次ベイズ符号化アルゴリズムについて考える．

4.4 i.p.i.d.情報源モデルに対するベイズ符号

パラメータ変化パターンmとパラメータ集合 θmが未知の i.p.i.d.情報源に対する

ベイズ符号化確率を導出する．以下，真のパラメータ変化パターンをm∗，真のパラ
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メータ集合を θ∗m∗と表記する．損失関数として以下の個別冗長度を考える．

Loss(P̂ (xN),θ∗m∗ ,m∗) = log P (xN
1 |θ∗m∗ ,m∗)− log P̂ (xN). (4.9)

リスク関数である平均冗長度は次式で与えられる．

Risk(P̂ (xN), θ∗m∗ , m∗) =
∑

xN∈Xn

P (xN
1 |θ∗m∗ ,m∗)

{
log P (xN

1 |θ∗m∗ ,m∗)− log P̂ (xN)
}

.

(4.10)

パラメータ変化パターンをmの事前分布を v(m)，mが与えられたもとでのパラメー

タ集合 θmの事前分布をW (θm|m)とする．このとき，ベイズリスク関数は次式で与

えられる．

BR(P̂ (xN)) =
∑
m∈M

∫

Θm

Risk(P̂ (xN),θm,m)W (θm|m)dθmv(m). (4.11)

このベイズリスクを最小にする符号化確率，すなわち一括型のベイズ符号化確率は

次式で与えられる．

P̂ ∗(xN) =
∑
m∈M

∫

Θm

P (xN
1 |θm,m)W (θm|m)dθmv(m). (4.12)

同様の手順で，逐次型のベイズ符号化確率は以下のように導出される．

p̂∗(xn|xn−1
1 ) =

∑
m∈M

∫

Θm

p(xn|θm,m)W (θm|m,xn−1
1 )dθmv(m|xn−1

1 ). (4.13)

一括型，逐次型いずれの場合においても，自然共役事前分布を仮定することで，式

中の積分計算は解析的に解くことができる．しかし，全てのパラメータ変化パター

ンmに対する重み付け和を計算する必要がある．ブロック長N の情報源系列を符

号化する際，とりうる全てのmは 2N 個存在するため，このまま (4.12)，(4.13)式を

計算するには，O(2N)の計算量およびメモリ量を必要とする．そこで，最適性を保

持したまま，計算量，メモリ量を削減した逐次型ベイズ符号の効率的アルゴリズム

を提案する．
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4.5 効率的逐次ベイズ符号化アルゴリズムの提案

4.5.1 mの事前分布

アルゴリズムの効率化に際し，mの事前分布のクラスに仮定を置く．ここで n時

点目での変化パターンの集合をMn，その要素をmn ∈ Mnと改めて表記する．n時

点目の符号化確率を計算した後，mnの事後確率は，

v(mn|xn
1 ) =

v(mn|xn−1
1 )p̂∗m(xn|mn, xn−1

1 )

p̂∗(xn|xn−1
1 )

, (4.14)

によって計算される．但し，

p̂∗m(xn|mn, xn−1
1 ) =

∫

Θmn

p(xn|xn−1
1 ,θmn ,mn)W (θmn |mn, x

n−1
1 )dθmn , (4.15)

である．

　 n + 1時点目においてこの変化パターンmnは，n時点目まではmnと同じ変化

で，その後 n + 1時点目で変化が起きるma
n+1と変化が起きないmb

n+1の２つの変化

パターンに分けられる．いま，各時点で確率 αのベルヌーイ分布に従いパラメータ

の変化が起きるmのクラスを仮定する．この時，v(ma
n+1|xn

1 )および v(mb
n+1|xn

1 )は

mnの事後確率を用いて以下で計算することができる．

v(ma
n+1|xn

1 ) = αv(mn|xn
1 ). (4.16)

v(mb
n+1|xn

1 ) = (1− α)v(mn|xn
1 ). (4.17)

4.5.2 効率的アルゴリズム

変化パターンが与えられたもとでのある区間におけるパラメータ θm
tc を考える．今，

θm
tc の事前分布w(θm

tc )が，変化パターンおよび区間によらず全て等しいと仮定する．
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次に，二種類の変化パターンm′とm′′を考える．但し，m′ 6= m′′とする．m′，m′′

がそれぞれ，

m′ = {· · · , i, j, · · · }, (4.18)

m′′ = {· · · , i, j, · · · }, (4.19)

である．つまり，変化が起きていない同一の区間が存在するとする．さらに，変化

パターンmが与えられたもとでの符号化確率を，

p̂∗m(xn|xn−1
1 ,m) =

∫

Θm

P (xn|xn
1 , θm,m)W (θm|m)dθm, (4.20)

とする．この時，i ≤ n ≤ j − 1の区間において，

p̂∗m(xn|xn−1
1 ,m′) = p̂∗m(xn|xn−1

1 ,m′′), (4.21)

が成立する．

　また，時点１から nまでの間で，最後にパラメータが変化した時点を τnとする．

但し，τn = 1, 2, · · · , nである．この時，τnの事前分布 V (τn)を以下で定義する．

V (τn) =
∑

{m:τn∈Tm}
v(m). (4.22)

この時，効率的な適応的ベイズ符号化アルゴリズムを以下で示す．

【効率的アルゴリズム】

step-1.

xnを読み込む．

step-2.

符号化確率を次式で計算する．

p̂algo(xn|xn−1) =
n∑

τn=1

pτ (xn|τn, x
n−1
1 )V (τn|xn−1

1 ). (4.23)
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但し，

pτ (xn|τn, x
n−1
1 ) =

∫

Θ

p(xn|xn−1
1 , θτn)w(θτn|xn−1

1 )dθτn . (4.24)

step-3.

τn+1 = 1, 2, · · · , n + 1について V (τn+1|xn
1 )を次式で計算する．

τn+1 = 1, 2, · · · , nの時，

V (τn+1|xn
1 ) = (1− α)V (τn|xn

1 )

= (1− α)
pτ (xn|τn, xn−1

1 )V (τn|xn−1
1 )

p̂algo(xn|xn−1
1 )

. (4.25)

τn+1 = n + 1の時，

V (τn+1|xn
1 ) = α. (4.26)

step-4.

step-1へ戻る．

¤

(4.24)式については，パラメータの事前分布にディリクレ分布を仮定し，次式で

計算する．

pτ (xn|τn, x
n−1
1 ) =

ν(xn|xn−1
τn

) + β(xt|τn)∑l−1
a=0(ν(a|xn−1

τn
) + β(a|τn))

, (4.27)

によって計算される．但し，lは記号の数とし，ν(a|xn−1
τn

)は時点 τnから n− 1の区

間において記号 aが出現した回数とする．また，β(a|τn)はベータ分布のパラメータ

とする．

提案アルゴリズムは，n時点目の符号化において n個の重み付け和計算を行うこ

とから，n時点での計算量およびメモリ量はO(n)となる．よって，ブロック長N全

体の符号化には，O(N2)の計算量およびメモリ量がかかる．
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4.6 アルゴリズムの最適性

提案アルゴリズムが，(4.13)式の逐次ベイズ符号化確率を正確に計算している事

を示す．まず，(4.14)(4.22)式より，

V (τn|xn−1
1 ) =

∑

{m:τn∈m}
v(m|xn−1

1 )， (4.28)

が成立する．また，(4.8)式の定義より，

p̂∗m(xn|xn−1
1 ,m) = pτ (xn|xn−1

1 , τn). (4.29)

よって，(4.28)(4.29)式より，

p̂∗(xn|xn−1
1 ) =

∑
m

p̂∗m(xn|xn−1
1 ,m)v(m|xn−1

1 )

=
∑
m

pτ (xn|xn−1
1 , τn)v(m|xn−1

1 )

=
n∑

τn=1



pτ (xn|xn−1

1 , τn)
∑

{m:τn∈m}
v(m|xn−1

1 )





=
n∑

τn=1

pτ (xn|xn−1
1 , τn)V (τn|xn−1

1 )

= p̂algo(xn|xn−1
1 ). (4.30)

　また，(4.16)(4.22)式より，(4.25)(4.26)式の計算によりP (mn+1|xn
1 )が計算されて

いることは明らか．

　以上より，効率的アルゴリズムによる符号化確率がベイズ符号化確率と等しくなっ

ていることが示された．
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4.7 本章のまとめ

本章では，状態が連続の状態遷移モデルのひとつである i.p.i.d.情報源モデルに対

する，効率的なベイズ符号化アルゴリズムを提案した．実用上有効である逐次型のベ

イズ符号に対し，近似をすることなく，計算量およびメモリ量をO(2N)からO(N2)

に削減したアルゴリズムを示した．その結果，計算量，メモリ量の観点から，i.p.i.d.

情報源に対しベイズ予測が実用可能であることを示した．
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第5章 連続状態・状態遷移既知の場合

のベイズ予測の評価

4章に引き続き,本章では i.p.i.d.情報源に対するベイズ予測について扱う．4章

では状態遷移が未知の i.p.i.d.情報源を扱ったが，本章では状態遷移が既知である場

合の i.p.i.d.情報源を考え，ベイズ予測を適用した場合の，リスク関数の漸近評価を

行う．

5.1 i.p.i.d.情報源に対するユニバーサル符号の漸近評価

本章では，連続状態の状態遷移モデルにおけるベイズ予測に対するリスクの評価

として，ベイズ符号の平均冗長度の漸近評価を行う．

従来，i.p.i.d.情報源に対し提案されたユニバーサル符号の評価をする際，変化パ

ターンmのクラスに制約を置いたもとで，個別冗長度や平均冗長度の漸近評価を

行っている．

パラメータの総変化回数を |Tm|，j回目の変化が起きてから次の変化が起きるま

での i.i.d.区間の長さを lj = tj+1 − tj とする．Merhav[3]やWillems[6]の研究では，

|Tm|がN に依らない定数となるクラスを仮定している．このクラスでは，N →∞
のとき，lj →∞となる変化パターンを考えていることになる．また，Shamirらの

研究 [7, 8]では，ljがO(log N)となる変化パターンのクラスを仮定している．この

クラスでも同様に，N →∞のとき，lj →∞となる変化パターンを考えていると言
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える．

本研究においても変化パターンのクラスに制約を置いたもとでベイズ符号の漸近

評価を行う．具体的にはN → ∞のとき，|Tm| → ∞となるクラスを考える．ただ
し，従来研究ではmが未知である場合の符号化法について評価を行っているが，本

章ではmが既知である場合のベイズ符号に対し評価を行う．

表 5.1: 本章で制約するmのクラス

|Tm| → ∞
|Tm|定数 lj = O(log N)

m,θm未知 [3]，[6] [7]，[8]

m既知,θm未知 本章

5.2 変化パターンが既知の場合のベイズ符号

系列 xN
1 に対する任意の符号化確率をQ(xN

1 )とし，符号化確率Q(xN
1 )を用いる符

号を符号Qと呼ぶ事とする．本章では符号Qに対する評価基準として，以下の情報

系列１記号あたりの個別冗長度を用いる．

LossN(θ∗m,m,Q, xN
1 ) =

1

N
log

P (xN
1 |θ∗m,m)

Q(xN
1 )

. (5.1)

また，1記号あたりの平均冗長度は以下で表される．

RiskN(θ∗m,m, Q) =
1

N

∑

XN

P (xN
1 |θ∗m,m) log

P (xN
1 |θ∗m,m)

Q(xN
1 )

. (5.2)

以下，本研究ではこの平均冗長度についての評価を行っていく．また，ベイズ冗長

度を以下で定義する．

BRN(W (θm), Q) =

∫

Θm

RN(θm,m, Q)W (θm)dθm. (5.3)
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このベイズ冗長度を最小にする符号化確率をベイズ符号化確率呼び P̂ ∗で表す．ベ

イズ符号化確率は次式で与えられる．

P̂ ∗(xN
1 |m) =

∫

Θm

P (xN
1 |θm,m)W (θm)dθm. (5.4)

5.3 変化パターンのクラスの定義

5.3.1 クラスの定義

本研究では，以下で定義する変化パターンのクラスM ′について議論する．

定義 5.1 i.p.i.d.情報源において，N → ∞のとき，|Tm| → ∞となり，lj/l̄が期待

値 β < ∞と分散 σ2 < ∞を持つmのクラスをM ′と定義する．ただし，l̄は i.i.d.区

間の算術平均とし，以下で定義する．

l̄ =
1

|Tm|
|Tm|−1∑

j=0

lj =
N

|Tm| . (5.5)

5.3.2 ベルヌーイ分布に従いパラメータ変化が起きる場合

M ′に含まれる最も単純な変化パターンの例として，確率 0 < α ≤ 1のベルヌーイ

分布に従いパラメータの変化が起きるモデルが考えられる．このとき，ljは幾何分

布に従うため，N によらない有限の値を取る．ベルヌーイ分布に従いパラメータの

変化が起きる変化パターンのクラスをM ′
αとすると以下の補題が成り立つ．

補題 5.1 任意のm ∈ M ′
αと任意の符号Qに対し，次式が成り立つ．

lim
N→∞

RiskN(θ∗m,m, Q) > 0. (5.6)
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（証明）表記の簡単のため, x(j) = x
tj+1−1
tj と定義する．情報源の定義，および平均冗

長度の定義より，

RiskN(θ∗m,m, Q) =
1

N

∑

XN

|Tm|−1∏
j=0

p(x(j)|θ∗tj) log

∏|Tm|−1
j=0 p(x(j)|θ∗tj)∏|Tm|−1

j=0 Q(x(j))

=
1

N

|Tm|−1∑
j=0





∑

X lj

p(x(j)|θ∗tj) log
p(x(j)|θ∗tj)
Q(x(j))



 ,

(5.7)

となる．いま，上式括弧内を以下のように定義する．

r(θ∗tj , Q) =
∑

X lj

p(x(j)|θ∗tj) log
p(x(j)|θ∗tj)
Q(x(j))

. (5.8)

これは，i.i.d.情報源に対するユニバーサル符号の冗長度とみなす事ができる．i.i.d.

情報源に対しては，任意のQ , lj と ε > 0に対し次式が成り立つことが知られてい

る ([13],Theorem 1)．

r(θ∗tj , Q) ≥
(

1

2
− ε

)
k log lj. (5.9)

また，r(θ∗tj , Q)の平均を r̄とする．

r̄ =
1

|Tm|
|Tm|−1∑

j=0

r(θ∗tj , Q). (5.10)

このとき，(5.9)式より r̄ > 0である．また，

RiskN(θ∗m, m,Q) =
|Tm|

N |Tm|
|Tm|−1∑

j=0

r(θ∗tj , Q)

=
|Tm|
N

r̄. (5.11)

M ′
αの定義および大数の法則より，

lim
N→∞

|Tm|
N

= α, (5.12)
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が成り立つことから，次式が成り立つ．

lim
N→∞

RiskN(θ∗m,m, Q) = αr̄ > 0 (5.13)

¤

従来よりユニバーサル符号化の分野では，平均冗長度が漸近的に 0に収束する符号

（弱ユニバーサル性を有する符号）を設計する事が最大の目的の 1つであるが，上記

のように，M ′には弱ユニバーサル性を有する符号が存在しない情報源のクラスも含

む事が分かる．

5.4 リスクの評価

ベイズ符号の平均冗長度を評価するために，事前分布W (θm)のクラスに対し，以

下の仮定を置く．

仮定 5.1 θmにおける各 θt, t ∈ Tmは独立に同一の分布w(θt)に従うと仮定する．

W (θm) =
∏

t∈Tm

w(θt). (5.14)

また，符号のクラスQmを以下で定義する．

定義 5.2 符号化確率Q(xN
1 )が，任意の符号化確率 qj(·)を用いて，

Q(xN
1 ) =

|Tm|−1∏
j=0

qj(x
tj+1−1
tj ), (5.15)

と表す事ができ，

fQ(θ∗tj , lj) = −1

l̄

∑

X lj

p(x
tj+1−1
tj |θ∗tj) log qj(x

tj+1−1
tj ),

(5.16)

が期待値 µQ < ∞と分散Σ2
Q < ∞を持つ，符号QのクラスをQmと定義する．
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このとき，次の定理が成り立つ．

定理 5.1 仮定5.1が成り立つもとで，N →∞のとき，任意のm ∈ M ′およびQ ∈ Qm

に対し次式が成り立つ．

RiskN(θ∗m,m, Pc) ≤ RiskN(θ∗m,m,Q) (5.17)

（証明） Qmに含まれる，任意の符号化確率Q(xN
1 )の平均冗長度を考える．

RiskN(θ∗m,m, Q)

= − 1

N

∑

XN

P (xN
1 |θ∗m,m) log Q(xN

1 )−
{
− 1

N

∑

XN

P (xN
1 |θ∗m,m) log P (xN

1 |θ∗m, m)

}
,

(5.18)

となる．まず (5.18)式の右辺第 2項について考える．lj = tj+1− tjとすると,情報源

の定義より，

− 1

N

∑

XN

P (xN
1 |θ∗m,m) log P (xN

1 |θ∗m,m)

= − 1

N

∑

XN




|Tm|−1∏

j=0

p(x
tj+1−1
tj |θ∗tj) log

|Tm|−1∏
j=0

p(x
tj+1−1
tj |θ∗tj)





=
1

N

|Tm|−1∑
j=0



−

∑

X lj

p(x
tj+1−1
tj |θ∗tj) log p(x

tj+1−1
tj |θ∗tj)



 .

(5.19)
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ここで，上式括弧内はパラメータ θ∗tj に従う i.i.d.情報源のエントロピーである．パ

ラメータ θ∗tj に従う i.i.d.情報源のエントロピーをH(X lj |θ∗tj)と表記すると，

− 1

N

∑

XN

P (xN
1 |θ∗m,m) log P (xN

1 |θ∗m,m) =
1

N

|Tm|−1∑
j=0

H(X lj |θ∗tj)

=
1

N

|Tm|−1∑
j=0

ljH(X|θ∗tj)

=
|Tm|

N |Tm|
|Tm|−1∑

j=0

ljH(X|θ∗tj).

=
1

|Tm|
|Tm|−1∑

j=0

lj
l̄
H(X|θ∗tj). (5.20)

定義 5.1，仮定 5.1より，N →∞のとき |Tm| → ∞．また，lj/l̄およびH(X|θ∗tj)は
有限の期待値と分散を持つ確率変数の実現値であることから，大数の法則により次

式が成り立つ．

lim
N→∞

1

|Tm|
|Tm|−1∑

j=0

lj
l̄
H(X|θ∗tj) =

∫

Θ

βH(X|θ)w(θ)dθ. (5.21)

次に，(5.18)式の右辺第 1項について考える．情報源の定義および，Qmの定義より，

− 1

N

∑

XN

P (xN
1 |θ∗m,m) log Q(xN

1 )

= − 1

N

∑

XN




|Tm|−1∏

j=0

p(x
tj+1−1
tj |θ∗tj) log

|Tm|−1∏
j=0

q(x
tj+1−1
tj )





=
1

N

|Tm|−1∑
j=0



−

∑

X lj

p(x
tj+1−1
tj |θ∗tj) log q(x

tj+1−1
tj )





=
1

|Tm|
|Tm|−1∑

j=0

fQ(θ∗tj , lj). (5.22)
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ここで，fQ(θ∗tj , lj)はQmの定義より有限の期待値と分散を持つ．よって大数の法則

より次式が成り立つ．

lim
N→∞

1

|Tm|
|Tm|−1∑

j=0

fQ(θ∗tj , lj) = µQ. (5.23)

(5.21)，(5.23)式共に，θ∗m ∈ Θmに依存しない値であることから，漸近的に平均冗

長度は θ∗m ∈ Θmに依存しなくなる事がわかる．また，ベイズ冗長度は平均冗長度を

θmに関する期待値をとった値である．よって，任意の符号化確率Q ∈ Qmに対し漸

近的にベイズ冗長度と平均冗長度は一致すると言える．また，ベイズ符号は全ての

N に対しベイズ冗長度を最小にする事から，漸近的に平均冗長度も最小にする．以

上より定理は示された． ¤

5.5 本章のまとめ

本章では，連続状態の状態遷移モデルに対するベイズ予測の評価として，パラメー

タ変化パターン既知の場合の i.p.i.d.情報源に対するベイズ符号の平均冗長度の評価

を行った．パラメータの変化パターンのクラスに制約を置いたもとで，ベイズ符号

は漸近的に平均冗長度を最小にすることを示した．その結果，このクラスの情報源

に対するベイズ符号は，ベイズ基準に基づく最適性だけではなく，リスク関数の最

小化という観点からも漸近的に最適性を有することを示した．

従来，情報源符号化の分野では，リスク関数が漸近的に 0に収束するかしないか

についての議論が多くなされてきた．これは，リスク関数が漸近的に 0に収束すれ

ば，必然的に漸近的にリスク関数最小を示すことができるからである．しかし，本

章で扱ったモデルは，漸近的にリスク関数が 0に収束するとは限らないモデルを扱っ

ている．このようなリスク関数が 0に収束しないモデルに対し，リスク関数を直接

的に評価することは非常に難しい．しかし，本章で扱ったモデルは，ある条件のも



第 5章 連続状態・状態遷移既知の場合のベイズ予測の評価 59

とで，漸近的にリスク関数とベイズリスク関数が一致するという性質を持つことか

ら，リスク関数最小を示すことができた．そのため，本章で扱ったモデルはベイズ

予測が非常に効果的なモデルのひとつであると言うことができる．
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第6章 結論

6.1 まとめ

本研究では，状態遷移モデルに含まれるいくつかのモデルに対しベイズ予測を適

用するために，計算量削減アルゴリズムの提案とリスクの漸近評価を行った．

第 3章では，離散状態の状態遷移モデルで状態遷移が未知の場合に対し，計算量

を削減した近似ベイズ予測アルゴリズムを提案した．この場合の状態遷移モデルに

おけるベイズ予測は，取り得る全ての状態遷移のパターンについて事後確率の重み

付け和を計算することで求められる．状態遷移のパターン数はデータ数に対し指数

的に増えるため，事後確率の重み付け和の計算には，データ数に対し指数オーダの

計算量がかかり計算量的に困難であった．そこで提案アルゴリズムでは，全ての状

態遷移のパターンを重み付けるのではなく，事後確率の高い状態遷移パターンを近

似的にいくつか求め，それらについての重み付け和計算を行うことで計算量を削減

した．また，従来外れ値解析で用いられていた外れ値を含む回帰モデルに提案アル

ゴリズムを適用し，シミュレーションにより評価を行った．その結果，最適なベイズ

予測の計算量がデータ数Nに対しO(2N)の計算量が必要であったのに対し，提案ア

ルゴリズムは計算量をO(N2)に削減しつつ，予測性能の劣化が少ないアルゴリズム

であることを示した．また，一般的なベイズ予測の近似アルゴリズムであるMCMC

（Markov Chain Monte Carlo）法や変分ベイズ法との予測性能を比較し，提案アル

ゴリズムは従来の近似アルゴリズムよりも予測性能が高いことを示した．

第 4章と第 5章では，連続状態の状態遷移モデルである，i.p.i.d.情報源モデルを
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扱った．従来データ圧縮の分野において，i.p.i.d.情報源に対する予測アルゴリズム

（圧縮アルゴリズム）が提案されていたが，ベイズ予測を適用した研究はあまりなさ

れていなかった．そこで本論文では i.p.i.d.情報源モデルにベイズ予測を適用した場

合の効率的なアルゴリズムの提案とリスクの漸近評価を行った．

第 4章では，i.p.i.d.情報源モデルに対し状態遷移が未知である場合の効率的なベイ

ズ予測アルゴリズムを示した．状態遷移が未知の i.p.i.d.情報源に対するベイズ予測

は，状態遷移の全てのパターンについての重み付け和の計算を行うことから，O(2N)

の計算量が必要であった．そこで，状態遷移がベルヌーイ分布に従って起きるとい

う仮定を置くことで，ベイズ最適性を保持したまま計算量をO(N2)に削減したアル

ゴリズムを提案した．その結果，状態遷移が未知の i.p.i.d.情報源に対し，計算量と

メモリ量の観点からベイズ予測が実用可能であることを示した．

第 5章では， i.p.i.d.情報源モデルに対し，ベイズ予測のリスクの漸近評価を行っ

た．従来 i.p.i.d.情報源モデルにおける予測アルゴリズムを漸近評価する場合には，

クラスに一部制約をおいたモデルに対し評価が行われている．そこで本論文では，状

態遷移が既知でありデータ数N が無限になるとき，状態遷移も無限回起きるという

i.p.i.d.情報源モデルのクラスを定義した．このとき，任意の予測法に対しリスクと

ベイズリスクが漸近的に一致することから，ベイズ予測が漸近的にリスクを最小に

することを示した．

6.2 今後の展望

6.2.1 離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデルに対して

また，3章で提案したアルゴリズムは離散状態で状態遷移未知の状態遷移モデル

であれば，他のモデルにも適用することができる．本論文では混合分布モデルに提

案アルゴリズムを適用することで，外れ値解析に対し応用を行った．しかし，隠れ
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マルコフモデルなど他のモデルに対し提案アルゴリズムを適用することで，音声認

識など他の分野の問題へ応用が期待できる．これについては今後の課題のひとつと

したい．

6.2.2 i.p.i.d.情報源モデルに対して

4章，5章で扱った i.p.i.d.情報源モデルは，情報源符号化の立場から見ると，非定

常情報源の中のある特別な情報源モデルに過ぎない．実データに対し圧縮率の高い

符号化を目指すのであれば，より広いクラスの情報源モデルに対しても議論をする

必要がある．情報源符号化において扱われている他の非定常情報源としては，安田

らによる非定常情報源モデルがある．[29] これは毎時点パラメータの変化が起きる

モデルであるが，パラメータの値は一時点前のパラメータの値を条件とした条件付

確率によって決まる確率モデルで表される．i.p.i.d.情報源はパラメータの値は変化

前のパラメータと独立に決まるモデルである．i.p.i.d.情報源と安田らのモデルを合

わせることで，両者のモデルを拡張した新しい非定常モデルを考えることができる．

このようなより広いクラスに対する，ベイズ符号のアルゴリズムや漸近評価，また

実データでの検証等については今後の課題のひとつとしたい．
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23．講演 ベイズ決定理論に基づく予測における近似手法について

第 26回情報理論とその応用シンポジウム予稿集，pp.703-706，(2003-12)

江口公盛，須子統太，松嶋敏泰

24．講演 相関のある時系列の状態空間によるモデル化と予測

電子情報通信学会技術報告 IT2003-38，pp.87-92，(2003-7)

鈴木悠哉，須子統太，松嶋敏泰


