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第1章

序論

量子力学の確立と共に量子論は飛躍的な進歩を遂げてきた. 学術的な進歩もさることな

がら, その技術面への貢献は計り知れないだろう. そして, この進展は現在において益々

その高まりを見せ, 中でも量子情報や量子コンピュータといった分野に始まる量子情報技

術の展開に注目が集まっている. 同時に, このような状況を契機に, 量子力学の抱える基

礎的問題への関心も高まりつつある. そこでは, 観測行為に関る問題や, 量子状態を効率

的に制御する際に必要とされるデコヒーレンス抑制の問題等が, 従来のような学術的観点

からだけでなく, 技術的側面からも重要となるからである.

我々はまだ量子論に関するこれらの問題を解決するには至っていない. また, 実は量子

論において解明されていない問題はこれだけではない. 特に, 量子論における “時間”に着

目するとき様々な基礎的問題が挙げられる. 例えば, 時間とエネルギーの不確定性関係の

理解, 粒子の到着時間の量子論的記述, トンネル時間の記述, 不安定量子系の短時間および

長時間領域での崩壊様式の理解などである. これらの問題の解決は, 量子系の時間発展の

より深い理解をもたらし, 量子状態の制御の問題に役立つ可能性がある. したがって, 上

述の観測問題やデコヒーレンスの問題に加え, これらの問題の解決による量子論の総合的

な理解の進展が一層望まれていると考えられる. 本研究では, 量子論における “時間”に関

する基礎的問題から二つの課題を扱う. 第一の課題は時間とエネルギーの不確定性関係と

深い関連を持つ時間演算子であり, もう一つの課題は初期波束の特性と波束の長時間領域

でのベキ減衰との関連である.

第一の課題で扱う時間演算子は時間とエネルギーの不確定性関係と深く関っている. 時

間とエネルギーの不確定性関係は, 位置と運動量の不確定性関係と違い, 量子力学の数学

的枠組から演繹的に導出されていない特殊性を持つ. したがって, その物理的意味も導出

の仕方に依存する形となる. 実際, 時間とエネルギーの不確定性関係を, エネルギーの測定

精度とその測定に要する時間の関係と理解する場合もあれば, エネルギー準位幅と状態の

遷移時間との関係と見る場合もある (例えば [1]を見よ). “時間演算子”は, 時間とエネル

ギーの不確定性関係からこのような曖昧さを取り去り, 位置と運動量の不確定性関係と同

じ立場に置く目的で考案された. それは, ハミルトニアンと正準交換関係を満たす形式的
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な演算子として導入される. このとき, 時間とエネルギーの不確定性関係を, 位置と運動

量の不確定性関係と同様に, 演繹的に導出できる. しかし, Pauliの批判 [2]に代表される

ように, それが数学的に矛盾なく定義できるのかどうかは疑問視されていた. その一方で,

数学的に厳密なアプローチがなされてきた訳ではない. 時間演算子が提案されておよそ 70

年以上が経つ現在, 数学的に厳密な, 公理論的アプローチがなされても良い時期ではない

だろうか. そこで本研究では, von Neumannにより整備された公理論的量子力学 (例えば

[3, 4]を見よ)に基づいて時間演算子を扱い, その諸性質を明らかにする. また, ここでの

調査は量子力学の公理や数学的構造を全く変えることなく進められる. したがって, 本研

究によって量子力学が内包する時間演算子に関する性質が暴かれる可能性もある. 我々は

さらに, 時間演算子と量子ダイナミクスとの関連を模索することで, 時間演算子の物理的

意味の理解を目指すという大胆な試みを行う. その過程で, 時間演算子と初期状態の生存

確率とが密接に関連することを明らかにする. そして実際, この事実は時間演算子の定性

的な理解を可能にしている.

もう一つの課題では,長時間領域での波束のベキ減衰に焦点が当てられる. ベキ減衰に関

する研究は不安定量子系の研究と関連している. 不安定系を量子力学的に扱うとき初期状

態の生存確率を調べることが重要となるのだが, このときハミルトニアンのスペクトルが

連続で下に有界であれば, 長時間領域において生存確率はベキ減衰する事がPaley-Wiener

の定理から予言される (例えば [5, 6]等を見よ). 1 実際, それは様々な理論的研究におい

て確認されている (例えば [7, 8, 9, 10]とその参考文献を見よ). また, このベキ減衰は

Paley-Wienerの定理に基づくため, 不安定系に限った現象ではない. 実際, 基本的な系の

一つである 1次元自由粒子系でも確認できる. この場合, 生存確率のベキ減衰は, 自由波

束が (空間における各位置で)ベキ減衰する事実に基づく. 2 しかし, 実はこれらのベキ減

衰は不幸にも未だに実験的に観測されていない (例えば [11, 12, 13]を見よ). このような

状況から, ベキ減衰のより深い理論的な解明が必要と考えられる. 一方近年, 波束のベキ

減衰に関する理論的研究において, ベキ減衰のベキの値が初期波束に依存していることが

1次元自由波束で確認された [14, 15, 16, 17]. しかし, これらの研究では具体例を示すに留

まり, したがって一般的な初期波束に関する結果ではなかった. そこで, 本研究では長時

間領域において自由波束を漸近展開することで, 従来の研究結果の一般化を試みる. さら

に, この問題をポテンシャル系へと拡張した場合の結果についても述べる.

以下, 1.1節と 1.2節において上述の二つの研究課題が生じた背景を詳しく述べる. 二つ

の研究は一見すると全く別物のように見えるかもしれないが, 実はそこに深い関連性が隠

1正確には, この定理は生存確率が長時間領域において指数関数より遅く減衰することを主張している.
2自由粒子系において, 生存確率や非逃避確率といった用語を使うのは適当ではないかもしれない. しか

し, 後に見るように, それらの数学的定義は従来の定義の自然な拡張になっている. また, その定義の意味す
る物理的意味も明らかであることが分かる. そこで, ここでは慣習としてこれらの用語を用いることにする.
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されている. 1.3節では, 事前に本研究の一部を紹介することで, この二つの研究課題の関

連性を明らかにする. 実は, この関連を明らかにしたこと自体も本研究の成果の一つであ

る. そして, 同時にそこで, 本論文の構成を述べて行くこととする.

1.1 時間演算子の公理論的取り扱い

時間演算子が考案された理由は時間とエネルギーの不確定性関係の研究に深く関わって

いる. 不確定性関係と言った場合, その最も代表的な例は位置と運動量の不確定性関係で

あろう. この関係式は位置演算子Qと運動量演算子 P が正準交換関係,

QP − PQ = ih̄ (1.1)

を満たす事実から演繹される. ここで h̄ = h/2πであり, また hは Planck定数である. 一

方, 時間とエネルギーの不確定性関係について, このような構造が量子力学に内在するか

どうかは明らかではない. 何故なら, エネルギーに対応する演算子をハミルトニアンHに

選んだとしても, 時間に対応する演算子を決められないからである. 決められない理由の

一つは, 演算子として量子化されるべき, 古典的な力学変数としての時間が存在しない事

にある. しかし, このような古典的対応が明らかではなくとも, ハミルトニアンHと正準

交換関係を満たす自己共役演算子 T を形式的には導入できる. すなわち,

TH −HT = ih̄. (1.2)

演算子 T はしばしば “時間演算子”と呼ばれる (例えば [1, 18]とその参考文献を見よ). 仮

にこのような演算子 T が存在すれば, 位置と運動量の不確定性関係の導出と同様にして,

時間とエネルギーの不確定性関係を正準交換関係 (1.2) から演繹できる. したがって, こ

の意味で時間とエネルギーの不確定性関係を, 位置と運動量の不確定性関係と同じ立場で

扱うことができる. 時間演算子の具体例として, Aharonov-Bohm[19]が提案した演算子 T0

を挙げられる.

T0 :=
m

2
(QP−1 + P−1Q). (1.3)

ここでmは粒子の質量を表す. また P−1は P の逆演算子である. ここでは演算子 T0を

Aharonov-Bohm時間演算子と呼ぶことにする. この演算子 T0が 1次元自由ハミルトニア

ンH0 := P 2/2mと正準交換関係 (1.2)を形式的に満たすことは確認できる. したがって T0

とH0との間の不確定性関係を導出できそうに見える. しかし, T0の定義に現れる P の逆

演算子P−1を矛盾なく定義できのるかどうかという疑念が持たれていた. また, 実は (1.2)

による時間演算子の形式的な導入さえもがPauliの批判により疑問視されていた. Pauliの
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批判とは次のようなものである [2]: 仮に (1.2)を満たす自己共役演算子 T が存在したとす

ると, (1.2)を形式的に繰り返し使うことで以下の関係式が示せる.

HeiεT = eiεT (H + ε), ∀ε ∈ R. (1.4)

いま, Hの固有値をE, 対応する固有状態を ψEとしよう. すると, (1.4)を ψEに作用すれ

ば, 新たに eiεTψE がH の固有値 E + εに対応する固有状態と分かる. パラメータ εは任

意であるから, この事はHが全ての実数を固有値に持つ事を意味する. しかし, 実際には

Hのエネルギースペクトルは下に有界となる場合もあれば離散的な場合もあり得る. した

がって, 任意の物理系に対し時間演算子を定義できるとは限らないと結論される. さらに,

たとえ数学的に矛盾なく時間演算子を定義できたとしても, その物理的解釈の不明瞭さは

残されたままである. したがって, それから導かれる時間とエネルギーの不確定性関係も

また同様である.

一見すると議論を挟む余地も無いように見えるが, 実は上記の論理的帰結は公理論的立

場に立てば回避できる可能性がある. まず (1.3)式における逆演算子 P−1は矛盾なく定義

可能であり, L2(R) 上の自己共役演算子となることが示せる (詳細は 2.3節で述べられる).

Pauli の批判については次のことを指摘できる. それは, この種の主張において使われて

いる, 次のような命題に関係する: (1.2)⇒(1.4). 実は, 正準交換関係を数学的に厳密に扱

うとき, このような命題は一般に正しくないことが示せる. ただし, この精密化に伴い, こ

こでは (1.2)と (1.4)をそれぞれ次のような意味で定式化し直している. (1.2)については,

THψ −HTψ = iψ, ∀ψ ∈ Dom(TH) ∩ Dom(HT ). (1.5)

ただし, 上式は (1.2)で h̄ = 1と置いたものに対応する. ここでは, 上式における状況を指

して, T とHが正準交換関係 (canonical commutation relations)を満たすと呼ぶことにす

る.3 また, (1.4)については,

HeiεTψ = eiεT (H + ε)ψ, ∀ψ ∈ Dom(H), ∀ε ∈ R. (1.6)

ここで記号Dom(H)などは, 適当なHilbert空間H上で定義される演算子H の定義域を

表す. この意味で Pauliの議論には数学的精密化の余地が残っていると言える. 実際, 反

例として Hilbert空間 L2([0, 1])上の位置演算子 Qと運動量演算子 P を挙げられる [20].

(1.5)と (1.6)において, T を Qに, H を P に置き換えると, (1.5)は成り立つが, (1.6)は

ε = 2πn, n ∈ Zのときにしか成り立たない. 何故ならP が自己共役であるための条件とし

て, その定義域Dom(P )に属す任意の状態ψは, 境界条件ψ(0) = θψ(1)を満たさなければ
3我々は, 関係式 (1.5)が定義域 Dom(TH) ∩ Dom(HT )の部分空間上で成立していれば, (1.5)を正準交

換関係と呼ぶことにする. ただし, いずれにしてもこれらの部分空間は Hilbert空間Hにおいて稠密である
事を要請する.
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ならないからである. ここで θは, |θ| = 1を満たす適当な複素定数である [21]. 実際, この

境界条件により, ψ ∈ Dom(P )が eiεQψ ∈ Dom(P )を満たす (つまり, P が eiεQψに作用で

きる) ための必要十分条件は, ψ(0) = θeiεψ(1)が成り立つこと, すなわち ε = 2πn, n ∈ Z

となることである.

以上の議論から, 公理論的立場に立てば時間演算子を適切に扱える可能性があると言え

る. また, このような扱いにより時間演算子の持つ数学的に特異な性質を明らかにできる

かもしれない. そして, そのような状況になって初めて, 時間演算子の真の物理的意味を

考察できるのではないだろうか.

1.2 長時間領域でのベキ減衰の初期状態依存性

波束のベキ減衰に関する研究において, ポテンシャルのない自由な場合に関する研究は

重要である. 特に, その完全な情報を得ることは, ポテンシャル系でのベキ減衰の研究に

役立つと考えられる. 近年, 1次元自由波束の長時間でのベキ減衰に関する新しい報告が

なされた. 初期波束にGauss波束を選ぶと, このベキ減衰は t−1/2となることが知られて

いる. ところが, ある別の初期波束を選ぶと, 波束が長時間で示すベキ減衰は t−1/2からず

れる事が報告されたのである. この節では, この事実の詳細を述べつつ, このずれが初期

波束のどのような性質に依るのかを考察する.

1次元自由粒子系の自由ハミルトニアンをH0 = −(h̄2/2m)d2/dx2とする. 以下では, 簡

単のために h̄ = 1, 2m = 1とする. このとき, Hilbert空間 L2(R)から初期波束 ψ(x)を選

んだときの, Schrödinger方程式の解は次のようになる.4 ψ(x, t) = (e−itH0ψ)(x)とおけば,

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eikxe−itk

2

ψ̂(k)dk (1.7)

=
1√
4πit

∫ ∞

−∞
ei|x−y|

2/4tψ(y)dy. (1.8)

ここで, ψ̂(k)はψ(x)のFourier変換である. 特に, (1.8)からは,長時間における波束ψ(x, t)

が t−1/2で振る舞うように思われる. 実際, 初期波束にGauss波束を選べば, この見積もり

が正しいことを確認できる. しかし, 実は初期波束をGauss波束以外のものに選ぶと, こ

の評価は必ずしも正しくないことが確かめられる.

実際, t−1/2よりも速い波束の減衰が, いわゆる滞在時間 (dwell times)の研究において確

認されている [17]. 波束 ψ(x, t)で記述される粒子の区間 [a, b]内での滞在時間を∫ ∞

−∞
dt

∫ b

a
dx|ψ(x, t)|2 (1.9)

4厳密には, (1.7)での等号が各点 xで成立するのは, ψ̂(k)がRk 上で絶対可積分のときである. 絶対可積
分でない場合でも L2-収束の意味で正しい. 同様に, (1.8)での等号が各点 xで成り立つのは, ψ(x)がR上
で絶対可積分であるときである. 絶対可積分でない場合でも L2-収束の意味で成り立つ [22, 23].
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で定義しよう. このとき, 仮に ψ(x, t)が t−1/2で振る舞えば, この量は発散することが予想

される. したがって, この量が有限であるためには, t−1/2より速い減衰を可能にする初期

波束が必要である. そこで, そのような初期波束として, 以下のような関数が例示されて

いる.

ψ̂(k) := Θ(k)ke−αk
2

, (1.10)

ψ̂(k) := Θ(k)(1 − e−αk
2

)e−δ
2(k−k0)2−ikx0. (1.11)

これらの初期波束から時間発展した波束の原点での値 ψ(0, t)は, 前者では t−1で, 後者で

は t−3/2のように減衰する. ここで, 上の初期波束がいずれもゼロ運動量でゼロ (ψ̂(0) = 0)

となっている点に注意せよ.

一方, t−1/2則よりも遅い波束の減衰も発見されている [14, 15, 16]. 初期波束として, 空

間の無限遠でベキ的に減衰する以下の関数を考えよう.

ψ(x) = N(x2 + γ)−α/2 (α > 1/2). (1.12)

ここで, γ > 0, N は規格化定数である. また, α > 1/2という制限は, この ψ(x)が 2乗可

積分となることを保証している. このとき, ψ(0, t)は, α > 1では良く知られた t−1/2での

減衰を示し, 1/2 < α ≤ 1では t−1/2より遅い減衰をすることが分かる. 実は, このような

t−1/2より遅い減衰も, 上で述べた t−1/2より速い減衰と同様に, 初期波束のゼロ運動量付

近の振る舞いと関連している. 上の ψ(x) (1.12)のFourier変換のゼロ運動量付近での振る

舞いは, 次のように評価される.

ψ̂(k) = N

√
2

Γ(α/2)

∣∣∣∣∣ k

2γ1/2

∣∣∣∣∣
(α−1)/2

K(α−1)/2(γ
1/2|k|)

=



−N
√

2

Γ(1/2)
log |k| +O(1) (α = 1)

N

√
2

4Γ(3/2)γ
+O(|k| log |k|) (α = 3)

N

√
2

2Γ(α/2)(2γ)(α−1)/2
[(α− 3)2/]! +O(|k|2) (α = 5, 7, . . .)

−N
√

2(|k|/2)α−1

Γ(α/2)Γ((α+ 1)/2)
+O(1) (その他)

(k → 0). (1.13)

ここで, 関数Kν(x)は変形Bessel関数 (modified Bessel function)である. 上から分かるよ

うに, α > 1の場合には ψ̂(0)は 0でない有限値を取り, 1/2 < α ≤ 1では ψ̂(0)は発散し

ている. この ψ̂(0)が発散する場合の αの領域と ψ(0, t)が遅い減衰を示す場合の αの領域

とを比較すると, 実はこれらの領域が一致しているのが分かる. このことから, t−1/2より
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遅い減衰に関しても, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いが関連しているものと予想さ

れる.

以上の考察から, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いと長時間領域での波束の減衰様

式との間に, 何らかの定量的な関係が存在することが予想される. この点をより深く探求

すれば, 量子系のベキ減衰に関する興味深い新たな知見が得られるのではないだろうか.

1.3 時間演算子とベキ減衰の初期状態依存性との関連

冒頭で述べたように本研究では二つの課題を扱う. 第一の課題は 1.1節で取り上げた時

間演算子の公理論的定式化に関する研究である. もう一つの課題は, 1.2節で考察した, 初

期波束の特性と 1次元自由波束の長時間でのベキ減衰との関連である. これらの課題は,

一見すると全く関連性を持たないように見えるが, 実は深い関りを持つ. この関連を理解

するためには, 時間演算子の研究において我々が得た結果を事前に概観するのが都合が良

い. 以下ではその概観を行いながら同時に本論文の構成を述べて行く.

第 2章では, 公理論的立場から時間演算子を扱いその諸性質を明らかにする. 初めに 2.1

節において, 時間演算子とハミルトニアンが満たす正準交換関係として, 弱Weyl関係式と

呼ばれるクラスを導入する. その名の由来は, それがある意味でWeyl関係式の一般化と

なっている事による. 1.1節において見たように, 一見同等に思われる二つの関係式 (1.2)

と (1.4) は厳密には異なっていた. したがって, 我々はどのような正準交換関係を問題と

するのかを事前に規定しておく必要がある. 正準交換関係 (1.5), Weyl関係式, 弱Weyl関

係式の関係については 2.2節で述べる. 2.3節では, (1.3)のAharonov-Bohm時間演算子 T0

が数学的に問題なく定式化でき, それがある意味でH0と弱Weyl関係式を満たす事を示

す. この事実は, 弱Weyl関係式を調査する意義を与えている. そこで, 2.4節と 2.5節にお

いて, 弱Weyl関係式を満たす T とHのスペクトルや不確定性関係に関する諸性質を明ら

かにする. 2.6 節では, 前節までの結果と Schrödinger作用素論 [23, 24, 25]からの帰結を

基に, ポテンシャル系における時間演算子の議論を展開する. 特に, 時間演算子を構成で

きる可能性を持つポテンシャル系について述べる.

また, 我々は時間演算子と量子ダイナミクスとの関連を探ることで時間演算子の理解を

目指すという野心的な試みを行う. 時間演算子が量子ダイナミクスと関連する可能性は次

の二点から示唆される. 第一の点は, 時間演算子がハミルトニアンと正準交換関係を通し

て直接に関係している点である. 特に, 正準交換関係はそれを満たす二つの演算子の定性

的性質 (スペクトルの分布など)を決定するほど代数的に強い関係式である事が知られて

いる点に注意すべきである. もう一つの点は, ハミルトニアンが時間発展演算子の生成子

である点である. この二つの事実から, 時間演算子と量子ダイナミクスとの間に何らかの
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関係があることを素朴には期待できると思われる. 実は, この試みによって得られる結果

が波束のベキ減衰に関する研究課題と関連する. そこで, まずその結果の詳細を以下に述

べることにする.

2.4節において, ハミルトニアンHと弱Weyl関係式を満たす時間演算子 T が, 初期状態

ψの生存確率と関係付くことが示される. 初期状態ψの生存確率 (survival probability)S(t)

とは, ハミルトニアンH , 初期状態ψ, 及び時間のパラメータ tにより規定される物理量で,

S(t) := |〈ψ, e−itHψ〉|2 (1.14)

で定義される. 5 この量は, 物理的には時刻 tでの状態 e−itHψに初期状態 ψを見出す確率

を表す. このとき, この生存確率と時間演算子 T とが次の不等式を満たすことが示される.

4 (∆T )2
ψ ‖ψ‖2

t2
≥ |〈ψ, e−itHψ〉|2, ∀ψ ∈ Dom(T ), ∀t ∈ R\{0}. (1.15)

ここで, (∆T )ψは状態ψにおける T の不確定性 (標準偏差)である. 不等式は (∆T )ψをTψ

のノルム ‖Tψ‖で置き換えても成立する. この不等式は, H と弱Weyl関係式を満たす T

が存在すれば, 生存確率は長時間において t−2 またはそれより速いオーダーで減衰しなけ

ればならないことを主張する. ただしこの制限は初期状態 ψがDom(T )に属す場合に限

ることに注意せよ.

ここで, 我々は上述の時間演算子に関する研究と 1次元自由波束のベキ減衰に関する研

究との関連を述べることができる. 不等式 (1.15)における T とHを, それぞれAharonov-

Bohm時間演算子 T0とH0とに置き換えた場合を考えよう. T0とH0は弱Weyl関係式を

満たすのだから, この置き換えは可能である. このとき, 前段落の最後で強調したように,

不等式 (1.15)はDom(T0)に属す状態 (素朴には ‖T0ψ‖を発散させない初期波束) について

のみ成り立つ. そのような状態を初期波束に選べば, 波束そのものは長時間で t−1または

それより速いオーダーで減衰する事を不等式から見積もれる. これは, Gauss波束を初期

波束に選んだ場合の減衰, t−1/2, よりも相対的に速い減衰である. つまり, 不等式 (1.15)は

波束 (そして生存確率)の長時間での振る舞いが初期波束に依存することを如実に表して

いるのである. さらに重要なことは, 初期波束の性質が十分良いと仮定すると, 初期運動

量分布に関して次の事実が得られる (証明は付録Aを見よ).

‖T0ψ‖ <∞ ⇔ ψ̂(k) = O(k2) (k → 0). (1.16)

このことは, 不等式 (1.15)と合わせると, 初期波束 ψ̂(k)が k = 0でゼロとなることが, 波

束の t−1/2より速い減衰に関連する事を示唆する. この結果は, 1.2節での考察から得られ
5生存確率は本研究において中心となる物理量の一つである. それは初期状態とハミルトニアンにも依存

するのだが, そのことを S(t)の引数としては明示しない.
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た結論と完全に一致する. したがって, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いが波束の長

時間での振る舞いにどのように影響するのかという視点が再び提起されることになる.

そこで第 3章では, 1次元自由波束とそれに関連した物理量 (生存確率や非逃避確率な

ど)の長時間における振る舞いが, 初期波束の特性によりどのように特徴付けられるかを

考察する. 特に, 我々は長時間領域において波束を漸近展開し, この展開を初期波束のゼ

ロ運動量での微係数で記述することを試みる. このとき, 初期波束のゼロ運動量近傍での

振る舞いが, 1.2節での予想通りに, 波束の長時間での振る舞いを決定している事が明らか

となる. まず 3.1節において, 長時間領域での波束の漸近展開式を導出する. その導出は数

学的厳密さを欠くものの非常に理解しやすいものとなっている. 次に 3.2節と 3.3節にお

いて, この波束の漸近展開を再び提示する. ただし, ここでの展開は数学的に厳密な方法

に基づく. 二つの方法による結果は一致することが示される. 3.4節において, 前節までの

解析結果を利用して, 初期波束のゼロ運動量近傍での振る舞いが自由波束の長時間での振

る舞いにどのように関連しているかを調べる.

第 4章において 1次元自由粒子系での議論を 1次元 (短距離型)ポテンシャル系へと拡張

する. そして初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いが波束の長時間領域でのベキ的振る舞

いにどのように影響するかを調べる. このようなポテンシャル系への拡張は, 自由粒子系

で得られた結果が自由粒子系に特有な事実であるのかどうかを吟味するためにも重要で

ある. 我々はここでも 1次元自由粒子系での議論と同じ方針を取る. まず 4.1節において

ポテンシャル系での波束の漸近展開を行う. 実はここで開発したポテンシャル系での波束

の漸近展開式そのものもこの研究での一つの成果である. そしてその応用例として, 箱型

障壁ポテンシャル系を 4.2節と 4.3節で, 井戸型ポテンシャル系を 4.4節, 4.5節, および 4.6

節で扱う. そこで, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いが波束の長時間領域でのベキ的

振る舞いにどのように影響するかを再び調べる. 特に 4.6節では, 初期波束のゼロ運動量

付近の振る舞いとハミルトニアンのゼロエネルギー共鳴とが拮抗する形でベキ減衰に影

響を及ぼす特殊な構造が明らかになる.

第 5章において本研究の結果と今後の課題について述べる.

本論文末には付録Aと付録Bを収録した. 付録Aでは, 先ほど述べた関係式 (1.16)が証

明される. 付録Bでは 1次元自由粒子系の時間発展演算子をレゾルベントの Fourier変換

で記述する公式が導出される. この公式は, 3.2節と 3.3節において波束の漸近展開式を厳

密に導出する際に必要となる. 本論文の構成上, これらの証明は付録に記されるのが妥当

であると考えた. なお, 本研究では必然的に関数解析に関する知識が必要とされる. これ

に関しては, [4, 21, 26] 等を参考にしている.
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第2章

時間演算子の数学的基礎付けの試み

この章では時間演算子を公理論的立場から調べることで, それが量子力学の数学的枠組

の中でどのように捉えられるかを述べる. 時間演算子 T はハミルトニアンH と正準交換

関係を満たす演算子として定義されている. したがって, 正準交換関係そのものに対する

厳密な取り扱いが必要とされる. 我々は正準交換関係の派生型の一つとして “弱Weyl関

係式”を導入し, この関係式の定性的性質を明らかにする. その試みにおいて, T とHに関

する時間とエネルギーの不確定性関係や時間演算子 T と生存確率の時間発展との関連等

について述べる. 特に後者に関する結果はここでの試みの特色の一つであり, 実は時間演

算子の物理的意味に一つの回答を与える. また “弱Weyl関係式”はAharonov-Bohmが提

案した時間演算子 T0と 1次元自由粒子系の自由ハミルトニアンH0とが満たす. したがっ

て, ここで得られた結果は全て T0とH0に対しても成り立つ [27].

2.1 弱Weyl関係式の導入

我々は公理論的量子力学 (例えば [3, 4]を見よ) に基づいて時間演算子に関する議論を

進めていく. 1.1節に述べた諸事実から, 時間演算子の研究は必然的に (正準とは限らな

い, より一般的な)交換関係の研究に関わってくる. 例えば, 次のような形式の交換関係,

[H, iA] = C(C ≥ 0), とこれを構成する自己共役演算子H 及び Aのスペクトルに関する

研究が, Putnam [28], Kato [29], Lavine [30, 31] 等によりなされている (また, [32]を見

よ). しかし, ここではある意味でより強い制限ではあるが, 以下の関係式に議論を制限す

る. この関係式は (1.4)[または (1.6)]における T とH を入れ替えたものであり, ここでは

“弱Weyl関係式” (weak Weyl relations)と呼ぶことにする.1

定義 2.1 (弱Weyl関係式) : Hを Hilbert空間, T をH上の対称演算子, そしてH を

H上の自己共役演算子とする. このとき, 演算子 T とHが弱Weyl関係式を満たすとは,

Te−itHψ = e−itH(T + t)ψ, ∀ψ ∈ Dom(T ), ∀t ∈ R (2.1)
1文献 [27]で T -弱Weyl関係式 (T -weak Weyl relations)と呼んでいた関係式のこと. 本論文では単に弱

Weyl関係式と呼ぶことにする.
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が成り立つことをいう.

ここで, Dom(T )は演算子 T の定義域である. 上の定義から, Dom(Te−itH) = Dom(T ),

∀t ∈ Rの成立が分かる. したがって, 弱Weyl関係式は以下のようなより簡単な形に表現

される.

Te−itH = e−itH(T + t), ∀t ∈ R. (2.2)

ここで我々は重要な仮定を置いた. それは, 上の定義において T を対称演算子としたこと

である. 我々は時間演算子がオブザーバブル (すなわち自己共役演算子) でなければなら

ない先験的理由を今のところ見つけていない. したがって, 時間演算子が自己共役である

事に固執する必要はない. ここで対称演算子とは, その特別の場合として自己共役演算子

を含むより一般的な演算子である (例えば [4, 21, 26]および 2.3 節を参照). この要求は量

子情報理論で用いられる POVM(probability operator-valued measures.2 例えば [33]を見

よ) の意味で時間演算子を扱うとも言い換えられる [34].

実はこの種の関係式 (2.2)は, 既に Schmüdgen等により詳細に検討されている事を述べ

ておく ([35]及びその参考文献を見よ). そこでは上の関係式を満たす T とH の表現論が

研究されている. 特に適当な条件の下で, T とH がある境界条件を満たす運動量演算子

と位置演算子にそれぞれユニタリー同値であることが示されている. 一方, 以下で展開す

る議論では, 弱Weyl関係式を満たす T とH のより定性的な性質に焦点を当てる. しか

し, それは上の関係式を満たすT とHに新たな知見をもたらすだろう. また, 実は (1.3)の

Aharonov-Bohm時間演算子 T0はL2(R)上の対称演算子であり, その対称拡大 T̃0はH0と

弱Weyl関係式を満たすことが示される (2.3節で詳細を述べる). したがって, 弱Weyl関

係式とそれを満たす T とH のスペクトルや不確定性関係等を調べれば, T0(もしくは T̃0)

の定性的性質の理解は可能である.

2.2 正準交換関係, Weyl関係式, 弱Weyl関係式

この節では, 弱Weyl関係式から演繹される諸事実を述べる前に, 正準交換関係, Weyl関

係式, 弱Weyl関係式の違いについて述べる. 2.1節で述べたように, これらの関係式の区

別は時間演算子を数学的に厳密に扱う試みにおいて必要不可欠である.

まず, 弱Weyl関係式は, Heisenberg描像においてより簡潔に特徴付けられる. 実際, 弱

Weyl関係式は次のような別の形に述べらる.

Tt = T + t. (2.3)

2positive operator valued measuresとも呼ばれる.
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ここで, Tt := eitHTe−itH である. 上の式から, Hと弱Weyl関係式を満たす演算子 T とは,

Heisenberg描像においては単に時間のパラメータ tだけずらされる演算子であると分かる.

弱Weyl関係式を満たす対称演算子T が時間演算子と呼ばれるに相応しい演算子であると

分かるであろう. また, このような T が必然的に非有界演算子であることも分かる. 対称

演算子 T が (2.2)を満たすことと (2.3)を満たすことが互いに同値であることは, Dom(T )

がHにおいて稠密であること及び内積の連続性により示される. 正準交換関係 (1.5)と弱

Weyl関係式との関係は次の命題によって与えられる [27].

命題 2.2 : T をHと弱Weyl関係式を満たすH上の閉対称演算子とする. このとき, 以

下の (i), (ii), (iii)を満たす, Hで稠密なある部分空間Dが存在する.

(i) D ⊂ Dom(TH) ∩ Dom(HT ).

(ii) H : D → D.

(iii) 任意の ψ ∈ Dom(TH) ∩ Dom(HT )に対して THψ −HTψ = iψ. さらに, T が自己
共役であるならば, T とHは以下のWeyl関係式 (Weyl relations)を満たす.

e−isT e−itH = e−iste−itHe−isT , ∀s, ∀t ∈ R. (2.4)

証明は文献 [36]の定理 VIII.14 の系の証明と同様に行える. その際, 弱Weyl関係式に

より, Te−itHψが全ての ψ ∈ Dom(T )に対して強連続であること, 並びに T の閉性に注意

し, そして以下のHの部分集合の元によって張られる部分空間をDとして選ぶと良い.{
ψf ∈ H

∣∣∣∣ ψf :=
∫ ∞

−∞
f(s)e−isHψds, ∀f ∈ C∞

0 (R) かつ ∀ψ ∈ Dom(T )
}
.

ここでの積分はRiemann積分を意味しており, したがって, 強収束で定義される. 命題の

最後の部分は以下のように証明される. T が自己共役である場合, 弱Weyl関係式 (2.2)か

ら, 全ての φ ∈ Hと全ての ψ ∈ Dom(T )について, 次式の成立が分かる.∫
R
λd〈φ, eitHF (λ)e−itHψ〉 = 〈φ, eitHTe−itHψ〉 = 〈φ, (T + t)ψ〉

=
∫
R

(λ+ t)d〈φ, F (λ)ψ〉 =
∫
R
λd〈φ, Ft(λ)ψ〉.

ここで, {F (B) | B ∈ B}は T のスペクトル測度, BはRの全ての開集合から生成される

σ-加法族, そして Ft(B) := F ({λ− t | λ ∈ B})である. 上の結果とスペクトル分解の一意

性により, 全ての t ∈ Rについて eitHF (B)e−itH = Ft(B)が成り立つ. このことから, 全て

の ψ ∈ Hと全ての s ∈ Rに関して以下が成り立つ.

〈ψ, eitHe−isT e−itHψ〉 =
∫
R
e−isλd〈ψ, eitHF (λ)e−itHψ〉 =

∫
R
e−isλd〈ψ, Ft(λ)ψ〉

=
∫
R
e−is(λ+t)d〈ψ, F (λ)ψ〉 = 〈ψ, e−iste−isTψ〉.
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よって, 偏極恒等式を使えば, Weyl関係式 (2.4)が直ちに求まる. ところで, von Neumann

の一意性定理 [36]によれば, Weyl関係式を満たす二つの演算子のスペクトルは, 共に実数

全体となることが知られている. したがって, Hのスペクトルが下に有界であるような物

理的状況を考慮した場合, Hと弱Weyl関係式を満たす演算子 T は自己共役ではあり得な

い. このことから, 弱Weyl関係式の定義において, T を自己共役ではなく対称として緩め

て定義しておくことは数学的にも妥当と言えるだろう. 3 さらに, ある演算子 T とHの組

が弱Weyl関係式を満たすとき, T の閉包とHの組も弱Weyl関係式を満たすことが示せ

る. この事実から, 弱Weyl関係式を満たす対称演算子 T は必然的に我々の定義の意味で

の正準交換関係 (1.5)を満たすと見なせる (命題 2.2では T が閉であることが要求されて

いた). ここで, Weyl関係式, 弱Weyl関係式, 正準交換関係の相互関係をあらためて示し

ておく:

e−isT e−itHψ = e−iste−itHe−isTψ, ψ ∈ H (Weyl関係式)

⇒ Te−itHψ = e−itH(T + t)ψ, ψ ∈ Dom(T ) (弱Weyl関係式)

⇒ THψ −HTψ = iψ, ψ ∈ Dom(TH) ∩ Dom(HT ) (正準交換関係) .

しかし, 2.1 節の例にもあるように, これらの逆が一般には成り立たないことは注意しなけ

ればならない.

2.3 Aharonov-Bohm時間演算子

この節では, Aharonov-Bohm時間演算子 T0が対称演算子であることを数学的に厳密に

示し, さらに T0の対称拡大 T̃0(対称拡大については後に述べる)を導入し, それがH0と弱

Weyl関係式を満たすことを示す [27]. この事実は, 弱Weyl関係式を解析する動機となっ

ている. まず, R上の 2乗可積分関数から成るHilbert空間L2(R)を考える. このとき, T0

はL2(R)上の演算子として次のように定義される:

T0 := 1
4
(QP−1 + P−1Q), 　 (2.5)

Dom(T0) := Dom(QP−1) ∩ Dom(P−1Q). (2.6)

ここで, 演算子 P は 1次元自由粒子系の運動量演算子である. 公理論的な立場では, P は

L2(R)上の微分演算子Dxを使って P := −iDx と定義される. Dxは次のように定義さ

れる:

Dom(Dx) :=

ψ ∈ L2(R)

∣∣∣∣∣∣ ψ は絶対連続であって,
∫
R

∣∣∣∣∣dψ(x)

dx

∣∣∣∣∣
2

dx <∞
 , (2.7)

3演算子の自己共役性と対称性の区別の重要性は時間演算子の問題に限るわけではない. この区別の重要
性は, 例えば [4, 37]において指摘されている.
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Dxψ(x) :=
dψ(x)

dx
, ψ ∈ Dom(Dx) . (2.8)

ここで, 連続微分可能な関数は少なくとも絶対連続 [38] であることを述べておく. 演算子

P を使って, 自由ハミルトニアンH0 はH0 := P 2と定義される. また位置演算子Qは, x

を掛ける L2(R)上の掛け算演算子Mxによって, Q := Mxと定義される. 一般に, R上の

可測関数 f(x)を掛けるL2(R)上の掛け算演算子Mf は, 以下のように定義される:

Dom(Mf ) :=
{
ψ ∈ L2(R)

∣∣∣∣ ∫
R
|f(x)ψ(x)|2 dx <∞

}
, (2.9)

Mfψ(x) := f(x)ψ(x), ψ ∈ Dom(Mf ) . (2.10)

ここで, T0の定義式のなかに含まれる P−1は矛盾なく定義され, L2(R)上の自己共役演

算子であることは注意すべきである. 何故なら, 一般に任意の自己共役演算子 Aに対

して, もしもその逆演算子 A−1 が存在するならば逆演算子 A−1 は自動的に自己共役と

なるからである [39]. 1次元自由粒子系での運動量演算子 P の場合, P は単射, つまり

{ψ ∈ Dom(P ) | Pψ = 0} = {0}が成り立つ. したがって逆演算子 P−1は定義可能で自己

共役である. T0の運動量表示は次のようになる:

FT0F
−1 = 1

4
(iDkM1/k +M1/kiDk) . (2.11)

またその定義域は次のようになる:

FDom(T0) = Dom(FT0F
−1) = Dom(DkM1/k) ∩ Dom(M1/kDk) (2.12)

=
{
ψ̂ ∈ Dom(M1/k)

∣∣∣ M1/kψ̂ ∈ Dom(Dk)
}

∩
{
ψ̂ ∈ Dom(Dk)

∣∣∣ Dkψ̂ ∈ Dom(M1/k)
}
. (2.13)

ここで, F は Fourier変換を表し, L2(R)から L2(Rk)へのユニタリー演算子でもある. 特

に, F−1F = FF−1 = I (I は恒等演算子), Fψ = ψ̂ [ψ ∈ L2(R)]である. 上式では,

FQF−1 = iDk, FPF
−1 = Mk, FP

−1F−1 = M1/kを使っている.

ところでT0の定義式 (2.5)のなかにあるP−1のために,一見Dom(T0)は制限されている

かのように思われる. 実際このことは次の簡単な例から分かる [18]. 次の 2乗可積分関数,

φ̂n(k) := Nnk
ne−a0k

2/2 (2.14)

を考えよう. ここで, n = 0, 1, . . . , a0 > 0, Nnは規格化定数である. 直接計算することで,

(FT0F
−1Fφn)(k) = FT0F

−1φ̂n(k) =
i

4

[
(2n− 1)kn−2 − a0k

n−1 − a0k
n
]
e−a0k

2/2 (2.15)

が得られる. このとき, n = 2, 3, . . .の場合には上式右辺は 2乗可積分であるから, φ̂n ∈
Dom(FT0F

−1) (n = 2, 3, . . .)である. 一方, 形式的に n = 0, 1の場合を考えれば, 右辺の

関数は 2乗可積分ではない. したがって φ̂0, φ̂1 /∈ Dom(FT0F
−1)である.
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しかし, 実はこの例にもかかわらず, Dom(T0)はL2(R)で稠密である. 実際このことは,

以下で定義する部分空間 CiがDom(T0)の部分空間であり, かつ L2(R)で稠密であること

から分かる. Ciは次のように定義される.

Ci := {ψ ∈ L2(R) | ψ̂ ∈ C∞
0 (Rk) かつ supp ψ̂ ⊂ Rk\{0}}. (2.16)

ここで, supp ψ̂は ψ̂の台, すなわち集合 {k ∈ Rk | ψ̂(k) �= 0}の閉包である. よって T0の

共役演算子T ∗
0 が定義可能であって [4, 21, 26], T0は対称演算子であることが以下の関係式

から分かる:

T ∗
0 ⊃ 1

4
((QP−1)∗ + (P−1Q)∗) ⊃ 1

4
((P−1)∗Q∗ +Q∗(P−1)∗) = T0. (2.17)

ここで, 記号 (∗)は共役演算子を表す. またQ∗ = Qおよび (P−1)∗ = P−1を使った.

さて, T0と弱Weyl関係式の関係について考察する. まず, T0自身はH0と弱Weyl関係

式, T0e
−itH0 = e−itH0(T0 + t) (∀t ∈ R), を満たさないことに注意する必要がある. 何故な

ら, (2.13)における定義域Dom(FT0F
−1)は任意の t �= 0における時間発展演算子 e−itk

2
の

作用に対して不変ではないからである. 実際, 任意の t �= 0に対して, Dom(FT0F
−1)に属

す関数 ψ̂で, e−itk
2
ψ̂ /∈ Dom(FT0F

−1) となるような関数が具体的に求められる. 次のよう

な 2乗可積分関数 ĝ(k)

ĝ(k) :=

 e−1/k2 1

1 + |k|s (k �= 0)

0 (k = 0)
(2.18)

を考よう. ここで, 1/2 < s ≤ 3/2である. 関数 g(k)は無限回連続微分可能な関数であ

る. このとき, ĝ(k)は Dom(FT0F
−1)には属すが, e−itk

2
ĝ(k)はどんな t �= 0に対しても

Dom(FT0F
−1)には属さない. このことは, 全ての t �= 0に関して e−itk

2
ĝ(k)がDom(Dk)

に属さないことによる.

次に, T0の L2(R)上での対称拡大を考える. 対称拡大とは, 対称演算子の対称性を保ち

ながらその定義域を (Hilbert空間の中で)拡大することである. したがって, もとの定義

域上では, 拡大前と拡大後の演算子の作用は同じである. 以下で導入する T0の対称拡大を

T̃0と記す. この T̃0はH0と弱Weyl関係式を満たすことが示される. 運動量表示において,

T̃0を次のように定義する.

Dom(T̃0) :=

ψ ∈ L2(R)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ̂(k) はRk\{0}上で絶対連続で , lim

k→0

ψ̂(k)

|k|1/2 = 0,∫
Rk

∣∣∣∣∣ ddk
(
ψ̂(k)

k

)
+

1

k

dψ̂(k)

dk

∣∣∣∣∣
2

dk <∞

 ,

F T̃0F
−1ψ̂(k) =

i

4

[
d

dk

(
ψ̂(k)

k

)
+

1

k

dψ̂(k)

dk

]
, a.e. k ∈ Rk\{0}, ∀ψ ∈ Dom(T̃0). (2.19)
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このとき, 定義域Dom(F T̃0F
−1)は L2(Rk)の部分空間であって, F T̃0F

−1は L2(Rk)上の

線形演算子と分かる. まず以下を示そう.

命題 2.3 : T̃0は T0の対称拡大である.

証明 : 運動量表示で示そう. F T̃0F
−1が対称であることは以下の議論から分かる. まず,

運動量 kを正とするとき, Dom(F T̃0F
−1)に属す任意の ψ̂と φ̂について

∫
(0,∞)

φ̂(k)
i

4

[
d

dk

(
ψ̂(k)

k

)
+

1

k

dψ̂(k)

dk

]
dk −

∫
(0,∞)

−i
4

 d

dk

(
φ̂(k)

k

)
+

1

k

dφ̂(k)

dk

 ψ̂(k)dk

=
i

2

 lim
b→∞

φ̂(b)ψ̂(b)

b
− lim

a↓0
φ̂(a)ψ̂(a)

a

 = 0

が成り立つ. ここで (¯)は複素共役を表す. 初めの等号では, 有界区間 [a, b]上で部分積分

をした後に極限を取っている. このとき上式の二つの積分が存在することに注意せよ. 最

後の等号は, 二つの極限 limb→∞ φ̂(b)ψ̂(b)/bと lima↓0 φ̂(a)ψ̂(a)/aが共に 0となることによ

る. 特に, b → ∞での極限が 0になることは φ̂(k)ψ̂(k)が絶対可積分であること, a ↓ 0で

の極限が 0になることは φ̂(k)と ψ̂(k) のゼロ運動量での境界条件から導かれる. 同様に負

の運動量 kの場合を考察することで, 結局, Dom(F T̃0F
−1)に属す任意の ψ̂と任意の φ̂に

ついて, 〈φ̂, F T̃0F
−1ψ̂〉 = 〈F T̃0F

−1φ̂, ψ̂〉が成り立つと分かる. これは, F T̃0F
−1が対称であ

ることを意味する. T̃0がT0の拡大であること, すなわち, T̃0 ⊃ T0, であることを見るには,

Dom(FT0F
−1)に属す全ての ψ̂がDom(F T̃0F

−1)の定義にある k = 0での境界条件を満た

すことを確認すれば十分である. このことは次のようにして分かる. ψ̂をDom(FT0F
−1)

に属す任意のベクトルとする. このとき, ψ̂(k)/kは Rk 上で絶対連続であるから, 極限

limk→0 ψ̂(k)/kが存在する. したがって, limk→0 |ψ̂(k)/|k|1/2| = limk→0 |k|1/2|ψ̂(k)/k| = 0

となり, 境界条件を満たすことが確認できた.

この演算子 T̃0はエネルギー表示に移ることでより理解し易くなり得る. この方向から

の研究は, EgusquizaやMugaの他, 多数の研究者によってなされ, 既に T̃0の不足指数など

が議論されている ([34]及びその参考文献を見よ).

次に, T̃0 が H0 と弱Weyl 関係式を満たすことを確認する. まず, 拡大された定義域

Dom(T̃0)が e−itH0の不変部分空間であることに注意せよ. 何故なら, 任意の ψ ∈ Dom(T̃0)

と任意の t ∈ C (Im t ≤ 0)に対して, limk→0 e
−itk2

ψ̂(k)/|k|1/2 = 0であり, さらにRk\{0}
上のほとんどいたるところで次式が成り立つからである.

i

4

[
d

dk

(
e−itk

2 ψ̂(k)

k

)
+

1

k

d

dk

(
e−itk

2

ψ̂(k)
)]

= te−itk
2

ψ̂(k)+e−itk
2 i

4

[
d

dk

(
ψ̂(k)

k

)
+

1

k

dψ̂(k)

dk

]
.
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ここで, 上式の右辺は 2乗可積分である. したがって, e−itk
2
ψ̂(k)はDom(F T̃0F

−1)に属し,

結果として T̃0はH0と弱Weyl関係式を満たす:

T̃0e
−itH0ψ = e−itH0(T̃0 + t)ψ, ∀ψ ∈ Dom(T̃0), ∀t ∈ C (Im t ≤ 0). (2.20)

この事実から, T̃0は自己共役でないことが直ちに分かる. 何故なら, 仮に自己共役である

とすれば, T̃0とH0はWeyl関係式を満たすことになる. しかし, この帰結は明らかにH0

のスペクトルが下に有界であることに矛盾する.

ここで, (2.16)における部分空間 Ciを再び考察しよう. T0(または T̃0)が部分空間 Ciを

不変にすることは重要である. つまり T0 : Ci → Ci であって, Ciに属す任意のベクトル

に対し T0を何度でも作用できる. この性質は T0や T̃0の定義域については成り立たない.

部分空間 Ciは T0を特徴付ける重要な部分空間であることが予想される. 実際この性質と

(2.20)を使えば次の命題が得られる.

命題 2.4 : 任意の非負整数 n,mと ψ, φ ∈ Ciに対して,

lim
t→±∞ |t|n

∣∣∣∣∣dm〈φ, e−itH0ψ〉
dtm

∣∣∣∣∣ = 0 (2.21)

が成り立つ. つまり 〈φ, e−itH0ψ〉 は t ∈ Rの急減少関数である.

証明 : ψ, φ ∈ Ci とする. このとき T0 が Ci を不変にすることから, T0φ, T0ψ ∈ Ci ⊂
Dom(T0)である. (2.20)を使えば次の事実が分かる [Ci上では T0 = T̃0であることに注意].

〈φ, e−itH0T0ψ〉 = 〈φ, (T0 − t)e−itH0ψ〉
= 〈T0φ, e

−itH0ψ〉 − t〈φ, e−itH0ψ〉. (2.22)

さらに, H0 が絶対連続 [23, 25, 40]であることから, w- limt→±∞ e−itH0ψ = 0が任意の

ψ ∈ L2(R)に対して成り立つことに注意する [23, 41]. すると limt→±∞〈φ, e−itH0T0ψ〉 =

limt→±∞〈T0φ, e
−itH0ψ〉 = 0 が分かる. これらの事実と (2.22)により, 結局

lim
t→±∞ t〈φ, e

−itH0ψ〉 = 0 (2.23)

が成立する. 任意の自然数 n ≥ 2とψ, φ ∈ Ci に対して limt→±∞ tn〈φ, e−itH0ψ〉 = 0 が成り

立つことを示すには, 任意の j ∈ Nに対して T j
0 : Ci → Ci が成り立つことと, (2.22)と類

似の次式を見れば良い.

〈φ, e−itH0T n+1
0 ψ〉 = 〈φ, (T0 − t) n+1e−itH0ψ〉

=
n∑
j=0

(−t)j
j!

〈T n+1−j
0 φ, e−itH0ψ〉 + (−t)n+1〈φ, e−itH0ψ〉. (2.24)
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(2.23)と上式により, 帰納的に任意の n ≥ 2に対して limt→±∞ tn〈φ, e−itH0ψ〉 = 0が得られ

る. 〈φ, e−itH0ψ〉が無限回連続微分可能であることを確認するためには, H0が Ciを不変に

する, つまりH0 : Ci → Ciが成り立つことに注意すれば良い. このとき任意の ψ ∈ Ciと

t ∈ R に対して e−itH0ψが無限回強連続強微分可能 [4]であることから, 求める結果が得ら

れる.

物理的には, |〈φ, e−itH0ψ〉|2は初期状態 ψが時刻 tで状態 φに遷移する確率を表し, 遷移

確率と呼ばれる. 特に, φ = ψのときには遷移確率は初期状態 ψの生存確率となる [(1.14)

を見よ]. また 〈φ, e−itH0ψ〉を遷移振幅, φ = ψのときには生存振幅 (survival amplitude)と

呼ぶ.

上の命題から, t → ±∞のとき遷移振幅 〈φ, e−itH0ψ〉は tの任意の逆ベキよりも速く 0

に収束すると分かる. 実はこの事実は自明ではない. このことを確認するために, (2.14)

で定義した関数 φnを再び考察してみよう (ただし n = 2, 3, . . .とする). 実は, これらの関

数はDom(T̃0)には属しているが, T̃0の作用に対して不変である訳ではない. このことは

(2.15)での議論と同様にして確かめられる. さて, この初期状態 φnの時刻 tでの生存確率

は |〈φn, e−itH0φn〉|2 = (1 + t2/4a2
0)

−n−1/2 と求まる. これらは t→ ±∞で高々tのベキ関数
として |t|−(2n+1)のように振る舞う. この結果は Ciに属す関数の振る舞いとは明確に区別

される. このことから, T̃0の作用に対して不変であるのかどうかの違いは, 生存確率の長時

間における振る舞いにも反映されていると言えるだろう. この考察から, 我々はDom(T̃0)

(もしくは T̃0)と生存確率との間に何らかの関係があることを期待できる. この見解は, 実

はBhattacharyya[42]やGislason-Sabelli[43]などの仕事からも動機付けられている.

2.4 時間演算子と生存確率の関係

この節では, 弱Weyl関係式を満たす演算子 T とHに関して得られるいくつかの結果を

述べる. これらの結果は T と生存確率との間に成り立つ不等式 (1.15), 並びに T とHのそ

れぞれのスペクトルに関係している. これらの結果を述べる前に以下の定義を準備してお

く. T をHilbert空間H上の対称演算子とする. このとき, 任意のベクトルψ ∈ Dom(T )に

対して ψにおける T の期待値 〈T 〉ψおよび不確定性 (標準偏差) (∆T )ψ を以下で定義する:

〈T 〉ψ := 〈ψ, Tψ〉, (∆T )ψ := ‖(T − 〈T 〉ψ)ψ‖. (2.25)

この準備のもと, まず弱Weyl関係式を満たす演算子 T と生存確率との間に成り立つ不等

式 (1.15)を示そう [27]. この不等式は, 実は 1.3節で述べた自由波束の長時間領域でのベキ

減衰の初期波束依存性に関してだけでなく, T から計算される時間の不確定性 (∆T )ψの物

理的意味についても一つの示唆を与えてくれる (2.6節で述べる). また, 時間の不確定性と
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生存確率とを関係付ける試みは [42, 43]等にも見られたが, 時間の不確定性を時間演算子

から計算されるものとした我々の試みは従来にはなかったものと思われる.

命題 2.5 : T をH上の対称演算子, HをH上の自己共役演算子とする. このとき T と

Hが弱Weyl関係式を満たすならば, 任意の ψ ∈ Dom(T )と t ∈ R\{0}に対して次の不等
式が成り立つ.

4 (∆T )2
ψ ‖ψ‖2

t2
≥ |〈ψ, e−itHψ〉|2. (2.26)

証明: 仮定より任意の ψ ∈ Dom(T )と t ∈ Rに対して弱Weyl 関係式, Te−itHψ =

e−itH (T + t)ψ, が成り立つ. この関係式の両辺と ψとの内積をとれば,

〈ψ, Te−itHψ〉 − 〈ψ, e−itHTψ〉 = t〈ψ, e−itHψ〉. (2.27)

ここで,

〈ψ, Te−itHψ〉 − 〈ψ, e−itHTψ〉 = 〈ψ, (T − 〈T 〉ψ)e−itHψ〉 − 〈ψ, e−itH(T − 〈T 〉ψ)ψ〉 (2.28)

であるから, (2.27)に (2.28)を代入した後に Schwarzの不等式を使えば, 次の評価,

2 (∆T )ψ ‖ψ‖　 ≥ |〈(T − 〈T 〉ψ)ψ, e−itHψ〉| + |〈ψ, e−itH(T − 〈T 〉ψ)ψ〉| (2.29)

≥ |〈(T − 〈T 〉ψ)ψ, e−itHψ〉 − 〈ψ, e−itH(T − 〈T 〉ψ)ψ〉| (2.30)

= |t||〈ψ, e−itHψ〉| (2.31)

が得られる. これは不等式 (2.26)に他ならない.

不等式 (2.26)から弱Weyl関係式を満たす T とH それぞれの固有値について, 以下の二

つの系が示せる. ただし, ここでの固有値は関数解析における点スペクトルを指している

ことに注意せよ. すなわち, その固有値に属する固有ベクトルは考えている Hilbert空間

に属すものに限られている. 例えば, 運動量演算子はこの意味では固有値を持たない. 何

故なら平面波波動関数は 2乗可積分ではないからである.

系 2.6 : T をH上の対称演算子, HをH上の自己共役演算子とする. このとき T とH

が弱Weyl関係式を満たすならば, T は固有値をもたない.

証明 : いま, T が固有値 λ ∈ Rをもつと仮定し, その固有ベクトルを ψλ ∈ Dom(T )と

する. すなわち Tψλ = λψλ が成り立ち, かつ ‖ψλ‖ = 1とできる. このとき状態ψλ におけ

る T の標準偏差 (∆T )ψは

(∆T )ψ = ‖(T − 〈T 〉ψλ
)ψλ‖ = ‖(T − λ‖ψλ‖2)ψλ‖ = |λ||1 − ‖ψλ‖2| ‖ψλ‖ = 0 (2.32)
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となる. また弱Weyl関係式の仮定より不等式 (2.26)が成り立つ. そこで (2.26)式に (2.32)

式を代入すれば, |〈ψλ, e−itHψλ〉| = 0, t ∈ R\{0} が得られる. ところで任意の t ∈ Rに対

して e−itH は強連続であるから, このことは 0 = limt→0 |〈ψλ, e−itHψλ〉| = ‖ψλ‖2を意味す

る. これは ‖ψλ‖ = 1に矛盾する. したがって T は固有値をもたない.

系 2.7 : T をH上の対称演算子, HをH上の自己共役演算子とする. このとき T とH

が弱Weyl関係式を満たすならば, Hは固有値を持たない.

証明 : 定義域Dom(T )はHilbert空間Hで稠密であるから, 任意の ψ ∈ Hに対して, ψ

に収束するベクトル列でDom(T )に属すものを取ることができる. そこで, そのような列

を {ψn}∞n=1 ⊂ Dom(T )と記す. すなわち, ψn → ψ (n→ ∞)である. このとき,

|〈ψ, e−itHψ〉 − 〈ψn, e−itHψn〉|
= |〈ψ, e−itHψ〉 − 〈ψ, e−itHψn〉 + 〈ψ, e−itHψn〉 − 〈ψn, e−itHψn〉|
≤ ‖eitHψ‖‖ψ − ψn‖ + ‖ψ − ψn‖‖e−itHψn‖
= (‖ψ‖ + ‖ψn‖)‖ψ − ψn‖. (2.33)

したがって,

lim sup
t→±∞

|〈ψ, e−itHψ〉| ≤ lim sup
t→±∞

|〈ψn, e−itHψn〉| + (‖ψ‖ + ‖ψn‖)‖ψ − ψn‖
= (‖ψ‖ + ‖ψn‖)‖ψ − ψn‖. (2.34)

ここで, 最後の等式では ψn ∈ Dom(T )と不等式 (2.26) を用いた. 上の不等式が任意の

n ∈ Nについて成り立つことに注意すれば, n→ ∞の極限で以下が成り立つ,

∀ψ ∈ H, lim
t→±∞〈ψ, e

−itHψ〉 = 0. (2.35)

これはH が固有値 (点スペクトル)を持たないことを意味する. 何故なら, 仮にHが点ス

ペクトルを持つとしよう. それを λ ∈ Rとする. すると, λに属する固有ベクトル ψλ ∈ H
が存在して, Hψλ = λψλを満たさなければならない. このとき ψλは明らかに (2.35)を満

たさない. これは矛盾である.

さらに, 実は上述の系と同じ条件の下で, Hが絶対連続であることを示すことができる

[27]. 以下に述べるその証明は本質的に [44]における定理に依っている. 後の便宜のため

に, ここで自己共役演算子H に付随して規定されるHの部分空間Hac(H) を導入してお

く: Hac(H) := {ψ ∈ H | ‖E(·)ψ‖2 は絶対連続 }. ここで, {E(B) | B ∈ B}はHのスペク

トル測度である. Hac(H)はHの絶対連続部分空間と呼ばれる [23, 25, 40].
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定理 2.8 : T をH上の対称演算子, HをH上の自己共役演算子とする. このとき T と

Hが弱Weyl関係式を満たすならば, 次の不等式が全てのψ ∈ Dom(T )と全てのB ∈ B に

ついて成り立つ.

‖E(B)ψ‖2 ≤ ‖Tψ‖‖ψ‖|B|. (2.36)

ここで, |B|はBの Lebesgue測度である. 特にHは絶対連続である.

証明 : 初めに以下の不等式を導出する. 任意の ε > 0,任意のλ ∈ Rと任意のψ ∈ Dom(T )

に対して,

|Im〈ψ,R(λ+ iε)ψ〉| ≤ π‖Tψ‖‖ψ‖. (2.37)

ここでR(λ± iε) := (H − (λ± iε))−1はHのレゾルベントである. まず次の関係式に着目

する.

i Im〈ψ,R(λ+ iε)ψ〉 =
1

2

∫
R

(
1

λ′ − λ− iε
− 1

λ′ − λ+ iε

)
d〈ψ,E(λ′)ψ〉

=
i

2

∫
R

[∫ ∞

0
(e−it(λ

′−λ−iε) + eit(λ
′−λ+iε))dt

]
d〈ψ,E(λ′)ψ〉

= i
∫ ∞

0
e−εt〈ψ, cos t(H − λ)ψ〉dt

= lim
δ↓0

∫ ∞

δ

e−εt

t
〈ψ, [T, sin t(H − λ)]ψ〉dt. (2.38)

ここで, 三番目の等号において Fubiniの定理を, 最後の等号においては弱Weyl関係式か

ら導かれる以下の式を使った.

[T, sin(tH)] = it cos(tH). (2.39)

上の (2.38)の最右辺を評価するためには, 以下の積分を評価すれば十分である.

lim
δ↓0

∫ ∞

δ

e−εt

t
〈Tψ, sin t(H − λ)ψ〉dt. (2.40)

ここで, (0,∞) × RからRへの関数 f(ε, λ) を導入する,

f(ε, λ) :=
∫ ∞

0
e−εt

sin tλ

t
dt.

関数 f(ε, λ)は (0,∞) × R上で連続である. このことは, |e−εt sin tλ/t| ≤ e−εt|λ|が全ての
正数 t > 0で成り立つことと, Lebesgueの優収束定理 (dominated convergence theorem)

により確認できる. さらに, 任意の正数 εと任意の実数 λに対して, e−εt sin tλは tの関数

として [0,∞)上で絶対可積分であるから, 関数 f(ε, λ)は λを固定するとき任意の正の εに

おいて微分可能である. したがって, 部分積分により, 以下の等式が全ての λ �= 0に対して

成り立つ.

∂εf(ε, λ) = −1

λ

1

1 + ε2/λ2
.
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ここで, 任意の実数 λについて limε→∞ f(ε, λ) = 0 であることに注意すれば, 以下が得ら

れる.

f(ε, λ) = ±π
2
− 1

λ

∫ ε

0

1

1 + τ 2/λ2
dτ. (2.41)

ここで±はλの符号に対応している. この結果から, f(ε, λ)は有界,つまり, |f(ε, λ)| ≤ π/2

である. 一方, (2.40)は f(ε, λ)を使って表せる.

lim
δ↓0

∫ ∞

δ

e−εt

t
〈Tψ, sin t(H − λ)ψ〉dt = lim

δ↓0

∫ ∞

δ

e−εt

t

[∫
R

sin t(λ′ − λ)d〈Tψ,E(λ′)ψ〉
]
dt

= lim
δ↓0

∫
R

[∫ ∞

δ
e−εt

sin t(λ′ − λ)

t
dt

]
d〈Tψ,E(λ′)ψ〉

=
∫
R
f(ε, λ′ − λ)d〈Tψ,E(λ′)ψ〉

= 〈Tψ, f(ε,H − λ)ψ〉.

ここで, 二番目の等号において Fubiniの定理を, 三番目の等号においては Lebesgueの優

収束定理を使った. 上の結果を (2.38)に代入すれば,

i Im〈ψ,R(λ+ iε)ψ〉 = 〈Tψ, f(ε,H − λ)ψ〉 − 〈f(ε,H − λ)ψ, Tψ〉.

このとき, ‖f(ε,H − λ)‖ ≤ π/2であることに注意すれば (2.37)が得られる. (2.36)は, レ

ゾルベントとスペクトル測度に関する Stoneの公式と (2.37)から導出できる. 最後に, H

が絶対連続であることは, Dom(T )がHで稠密であることと (2.36)から帰結される.

この定理 2.8におけるH をハミルトニアンとみると, この定理は, Hと弱Weyl関係式

を満たす対称演算子T が一つでも存在すれば, Hilbert空間 (したがって着目している物理

系) は散乱状態だけからなることを主張している. (2.3)によれば, 期待値がパラメータ t

に比例して発展する対称演算子が存在すれば, その物理系は散乱状態だけからなるとも言

える. 交換関係の数学的研究という視点から見ると, 定理 2.8は Putnamの結果 [45]の一

般化となっていることが分かる. Putnamは, At = A0 + t (∀t ∈ R) という関係式を満たす

自己共役演算子A0とHを考察した (ここで, At := eitHA0e
−itH). この関係式は正に (2.3)

に他ならない. このとき Putnamは, 自己共役演算子のスペクトル分解の一意性に基づい

て, H が絶対連続であることを示した. これに対し, 我々が示した定理 2.8は, このA0が

自己共役であるという仮定を対称にまで緩められることを主張している. また, 実はいく

つかの条件の下でこのようなHが掛算演算子とユニタリー同値であることが Schmüdgen

により証明されている [35]. 掛算演算子は絶対連続であるから, 我々の結果は彼の結果と

矛盾してはいない. ところで, 定理 2.8は不等式 (2.36)に基づいていたのだが, この不等式

は Putnam [46]とKato [29] が証明した次の不等式に関連し得る: H , A及び C (≥ 0)を,

関係式 [H, iA] = Cを満たす有界な自己共役演算子とする. このとき,

‖C1/2E(B)ψ‖2 ≤ ‖A‖‖ψ‖2|B|, ∀ψ ∈ H, ∀B ∈ B
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が成り立つ. 特に, Ker(C) = {0}, すなわち Ran(C) = Hを仮定すると, H が絶対連続で

あることが証明されている. 我々の導出した不等式 (2.36)は, 上の不等式における演算子

AとCを形式的に T と単位演算子とで置き換えたものと類似している. しかし, T はAと

異なり非有界演算子であるから, このような置き換えは自明ではない.

2.5 最小不確定性状態の欠如

二つの演算子 T とHが弱Weyl関係式を満たすならば, それらの間には以下の不確定性

関係が成り立つ.

(∆T )ψ (∆H)ψ ≥ 1
2
, ∀ψ ∈ Dom(TH) ∩ Dom(HT ) (‖ψ‖ = 1). (2.42)

これは, 命題 2.2により T とHが正準交換関係を満たすことから直ちに示される (次の定

理 2.9の証明においてその詳細を述べる). その導出は, 2.3節で定義した位置演算子Qと

運動量演算子P との間で成立する不確定性関係の導出と全く同様である. この場合, 不確

定性関係において等号を満たす最小不確定性状態, すなわちGauss波束が存在し, それが

正準交換関係の定義域 Dom(QP ) ∩ Dom(PQ) に属すことが知られている. これに対し,

次の定理はある意味でH のスペクトルが下に有界であれば, 不確定性関係 (2.42)におい

て等号を満たす状態が存在しないことを主張する [27]. 特に, (2.20)により, この定理の諸

条件を 1次元自由粒子系での T̃0とH0が満たしていることに注意すべきである.

定理 2.9 : T をH上の対称演算子, HをH上の自己共役演算子とし, T とHが弱Weyl

関係式を満たすとする. このとき, H が非負 (すなわち, 任意の ψ ∈ Dom(H)に対して

〈ψ,Hψ〉 ≥ 0)であり,さらに弱Weyl関係式が Im t ≤ 0である任意の複素数 t ∈ Cについて

も成立するならば,不確定性関係 (2.42)において等号を満たす状態はDom(TH)∩Dom(HT )

には存在しない.

この定理の証明の準備として, 以下に二つの補題を置く. また便宜上, ここでは正準交

換関係の定義域Dom(TH) ∩ Dom(HT ) をDCCRと記す.

補題 2.10 : T と H を Hilbert空間H上の対称演算子とし, DCCR 上で正準交換関係

TH −HT = iを満たすとする. このとき, T とHのどちらの固有ベクトルも (仮に存在し

たとしても) DCCRには属さない.

証明 : T の固有ベクトルが存在し, DCCR に属していると仮定する. この固有ベクト

ルを ψλ ( �= 0), 対応する固有値を λと記す. このとき, Tψλ = λψλ であり, したがって

〈ψλ, (TH−HT )ψλ〉 = 0を得る. 一方,正準交換関係より, 〈ψλ, (TH−HT )ψλ〉 = i‖ψλ‖2 �= 0
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でなければならない. これは矛盾である. したがって部分空間DCCRは T の固有ベクトル

を含み得ない. Hの固有ベクトルに関しても, T に関する証明と同様に示せる.

補題 2.11 : T と H を Hilbert空間H上の対称演算子とし, DCCR 上で正準交換関係

TH −HT = iを満たすとする. このとき, ある状態 η ∈ DCCR (‖η‖ = 1)とある複素数の

組 a, b (∈ C)で, 以下の二つの不等式,

(T + aH + b)η = 0, (2.43)

〈Tη,Hη〉+ 〈Hη, Tη〉 − 2〈T 〉η〈H〉η = 0, (2.44)

を満たすものが存在すれば, 複素数 aに関してRe a = 0と Im a > 0が成り立つ.

証明 : ベクトル ηが補題の条件を満たすものと仮定する. このとき, 正準交換関係と条

件 (2.43)から,

〈Tη,Hη〉+ 〈Hη, Tη〉 = 〈η, (HT + i)η〉 + 〈Hη, Tη〉 = i− 2a‖Hη‖2 − 2b〈η,Hη〉 .

が得られる. さらに条件 (2.43)から,

2〈T 〉η〈H〉η = −2〈η, (aH + b)η〉〈η,Hη〉 = −2a〈η,Hη〉2 − 2b〈η,Hη〉.

これらの式を (2.44)に代入すれば, 以下が得られる.

i− 2a‖Hη‖2 = −2a〈η,Hη〉2. (2.45)

次に, 上式の実部と虚部を順に考察する. まず実部の式, (Re a)‖Hη‖2 = (Re a)〈η,Hη〉2,
から Re a = 0と分かる. 何故なら, 仮に Re a �= 0であれば, ‖Hη‖2 − 〈η,Hη〉2 = 0とな

るが, このことは ηが 〈η,Hη〉 を固有値とするH の固有ベクトルであることを意味する

[(∆H)2η = ‖(H − 〈H〉η)η‖2 = ‖Hη‖2 − 〈η,Hη〉2 ≥ 0に注意]. しかし, η ∈ DCCRと仮定し

ているから, この結果は補題 2.10に矛盾する. したがって, Re a = 0でなければならない.

一方, 虚部からは 1 − 2(Im a)‖Hη‖2 = −2(Im a)〈η,Hη〉2が得られるが, 上の議論により

‖Hη‖2 − 〈η,Hη〉2 > 0であるから Im a > 0が結論される.

定理 2.9の証明 : まず, DCCRに属す規格化されたベクトル ψ(‖ψ‖ = 1)を考える. T と

Hは弱Weyl関係式を満たすから, 正準交換関係 (1.5)を満たす. このとき T とH の不確

定性関係 (2.42)は以下のように導出される,

(∆T )ψ (∆H)ψ = ‖(T − 〈T 〉ψ)ψ‖‖(H − 〈H〉ψ)ψ‖
≥ |〈(T − 〈T 〉ψ)ψ, (H − 〈H〉ψ)ψ〉|
≥ |Im〈(T − 〈T 〉ψ)ψ, (H − 〈H〉ψ)ψ〉|
= 1

2
|〈Tψ,Hψ〉 − 〈Hψ, Tψ〉| = 1

2
.



30 第 2章 時間演算子の数学的基礎付けの試み

ここで, 最初の不等式は Schwarzの不等式であるから, 等号は以下の等式を満たす複素数

αが存在するとき, かつそのときに限って成立する.

(T − 〈T 〉ψ)ψ + α(H − 〈H〉ψ)ψ = 0.

二番目の不等式で等号が成立するための必要十分条件は以下の式が成り立つことである,

Re〈(T − 〈T 〉ψ)ψ, (H − 〈H〉ψ)ψ〉 = 〈Tψ,Hψ〉 + 〈Hψ, Tψ〉 − 2〈T 〉ψ〈H〉ψ = 0.

したがって, T とHの不確定性関係で等号を満たす状態 ψ(‖ψ‖ = 1)がDCCRに存在しな

いことを示すためには, DCCRに属すいかなる ψ(‖ψ‖ = 1)といかなる複素数 αを選んで

も, 上の二つの等号成立条件が満たされないことを確認すれば良い. これら二つの条件式

が補題 2.11における二つの式, (2.43)と (2.44) のそれぞれと同じ形であることに注意して

ほしい.

そこで, 二つの式 (2.43)と (2.44)を同時に満たす, DCCRのベクトル η(‖η‖ = 1)と複素

数の組 a, bが存在すると仮定して, 矛盾が起こることを示そう. 補題 2.11から, パラメー

タ aは純虚数であり, a = iq, q > 0と表せる. このとき (2.43)は Tη + iqHη + bη = 0

となる. この式の両辺と η との内積をとれば, −q〈η,Hη〉 = Im b ≤ 0 が得られる. こ

こで, 期待値 〈η, Tη〉と 〈η,Hη〉が実数であること, 並びにH が非負であることを使った

(定理 2.9の条件を見よ). また, Imt ≤ 0である任意の複素数 tに対して, e−itH が有界

演算子となり e−itHH ⊂ He−itH を満たすことに注意する. すると, 弱Weyl関係式から

Te−itHη = e−itH(Tη + tη) = (−iqH − b+ t)e−itHηと分かる. Imb ≤ 0かつ Im t ≤ 0であ

るから, 特に t = bと選べば Te−ibHη = −iqHe−ibHηが得られる. ここで, e−ibHη �= 0であ

る. 何故なら, e−ibH は単射であり, また η �= 0だからである. このことは以下の関係式か

ら理解できる,

‖e−ibHη‖2 =
∫
[0,∞)

|e−ibλ|2d‖E(λ)η‖2 ≥
∫
[0,N ]

|e−ibλ|2d‖E(λ)η‖2

≥ inf
λ∈[0,N ]

|e−ibλ|2
∫
[0,N ]

d‖E(λ)η‖2 = e−2|Im b|N ∫
[0,N ]

d‖E(λ)η‖2.

ここで {E(B) | B ∈ B}はHのスペクトル測度, N は任意の自然数である. また, Hを非

負に仮定している, したがってH のスペクトルが [0,∞)に含まれることを使った. いま,

e−ibHη = 0を仮定すると, 上式から 0 = limN→∞
∫
[0,N ]

d‖E(λ)η‖2 = ‖η‖2が結論されるが,

これは明らかに ‖η‖ = 1に矛盾する. 次に,このベクトル e−ibHηとTe−ibHη = −iqHe−ibHη
の両辺とで内積をとれば,

〈e−ibHη, Te−ibHη〉 = −iq〈e−ibHη,He−ibHη〉.
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ここで, T とHの期待値は共に実数であることから, この式の両辺は 0でなければならな

い. 特に, q > 0かつ e−ibHη �= 0であることから, 0 = 〈e−ibHη,He−ibHη〉 = ‖H1/2e−ibHη‖2

が得られる. ここで, H1/2は, H = H1/2H1/2を満たす非負の自己共役演算子である. した

がって, He−ibHη = 0を得る. これは, e−ibHη ( �= 0に注意) がHの固有値 0に属す固有ベ

クトルであることを意味する. このことは, 系 2.7 (または定理 2.8)の主張と矛盾する. し

たがって, 補題 2.11における二つの式 (2.43)と (2.44) が同時に満たされることは有り得

ない. このことは, 定理 2.9の条件の下では, T とHの不確定性関係 (2.42)において等号

は決して成立しないことを意味する.

最小不確定性状態に関するこの定理は, Kobe [18]による次の結果,

lim
n→∞(∆T̃0)F−1φn(∆H0)F−1φn = 1

2

に動機付けられている. ここで, φn (n = 2, 3, . . .)は (2.14)で定義された関数である. しか

し, n→ ∞の極限で, φnはL2-ノルムでは収束しないことに注意すべきである. このKobe

の結果は最小不確定性状態が存在しないことを示唆している. また, これと類似した結果

がWigner [47]やBaute等 [48]によっても導かれている. この最小不確定性状態の欠如は,

Weyl関係式と弱Weyl関係式の違いを浮き彫りにする事実と言える. 何故なら, Weyl関係

式を満たす二つの演算子の不確定性関係には最小不確定性状態が存在するからである.4

2.6 一般的な量子系における時間演算子の構成

この節では, 前節の結果およびと Schrödinger作用素論からの帰結を用いて, 1次元自由

粒子系を含むより一般的な量子系における時間演算子について議論する. 特に注目すべき

結果は, 1次元量子系のポテンシャルV (x)がR上の実可測関数であって,有界 (0 ≤ V (x) ≤
定数 a.e.)かつR上で絶対可積分ならば, L2(R)上のハミルトニアンH1 := H0 + V と弱

Weyl関係式を満たす L2(R)上の対称演算子 T1, すなわち時間演算子が存在することであ

る. このようなポテンシャルには, 箱型障壁ポテンシャルや 1/ cosh2 x型のポテンシャル

など我々に馴染みのものも多い. ここではまず, 1次元自由粒子系のAharonov-Bohm時間

演算子 T̃0に関して前節までの考察から導かれる結果をまとめる [27].

4実は, Weyl関係式を満たす二つの演算子は, 2.3節で定義した位置演算子 Qと運動量演算子 P (正確に
はそれらの有限または可算無限個の直和)のそれぞれとユニタリー同値となっている (von Neumannの一意
性定理 [36]). また, この節の冒頭でも述べたように, この Qと P との不確定性関係においては等号を満た
す最小不確定性状態が存在する. したがって, Weyl関係式を満たす二つの演算子の不確定性関係には最小
不確定性状態が存在している.
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系 2.12 :
(i) (2.20)より T̃0とH0は弱Weyl関係式を満たす. したがって命題 2.2より,

Dom(T̃0H0) ∩ Dom(H0T̃0)上で正準交換関係および不確定性関係が成り立つ.

(ii) 命題 2.5 より, 任意の ψ ∈ Dom(T̃0)に対して (∆T̃0)ψと生存確率との間で不等式
(2.26)が成り立つ. すなわち,

4(∆T̃0)
2
ψ‖ψ‖2

t2
≥ |〈ψ, e−itH0ψ〉|2, t ∈ R\{0}. (2.46)

(iii) 系 2.6より T̃0は固有値を持たない.

(iv) 定理 2.9 より T̃0とH0との間の不確定性関係において等号を満たす状態は,

Dom(T̃0H0) ∩ Dom(H0T̃0)には存在しない.

ここで上の系に関していくつか述べておく. まず (ii)に関して, (2.14)で定義した関数

φ0 (Gauss波束)は定義域Dom(T̃0)に属さないことが分かる. 何故なら, t → ∞の極限で
1次元自由粒子系での Gauss波束の生存確率は t−1で減衰するからである. このことは,

この定義域に属す波束の生存確率が t−2またはそれより速いオーダーで減衰することを主

張する不等式 (2.46)に矛盾する. したがって, φ0 /∈ Dom(T̃0) でなければならない. しか

し, 一般的に空間次元が上がるごとに自由粒子の生存確率の減衰は速くなるので, このよ

うな議論は 1次元でこそ有効であると言える. さらに, 不等式 (2.46)からは, Aharonov-

Bohm時間演算子 T̃0の不確定性 (標準偏差) の物理的意味を理解できることを強調したい.

いま, 各 ψ ∈ Dom(T̃0) (‖ψ‖ = 1)について最大半減時間 τh(ψ)(maximum half time) を

τh(ψ) := sup{t > 0 | |〈ψ, e−itH0ψ〉|2 = 1/2}で定義すれば, 不等式 (2.46)から次の結果が

直ちに求まる.

2
√

2(∆T̃0)ψ ≥ τh(ψ). (2.47)

すなわち, 2
√

2(∆T̃0)ψ は τh(ψ)の上限を与える. これは, 観測量 τh(ψ)と T̃0との直接的な

関係を与えている点で興味深いと言える. また, t > τh(ψ)では生存確率は決して 1/2以上

には回復しないことに注意してほしい (このことは, 不等式 (2.46), 生存確率の tに関する

連続性, 並びに τh(ψ)の定義から理解できる). この事実と生存確率の物理的意味を思い起

こせば, 時間の不確定性 (∆T̃0)ψは, 初期状態から初期状態と区別できる別の状態への遷移

時間の目安を与えている事が分かる. 次に (iv)に関して述べる. 確かに不確定性関係で等

号を満たす状態は存在しないが, 少なくとも次のことが成り立つことを注意すべきであろ

う [18]:

inf
‖ψ‖=1, ψ∈Dom([T̃0,H0])

(∆T̃0)ψ(∆H0)ψ = 1
2
. (2.48)

続いて, 時間演算子が存在する 1次元自由粒子系以外の量子系について述べる [27]. そ

のための準備として, Putnamによる次の定理を挙げる [49].
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定理 2.13 (C. R. Putnam) : V (x)をR上の実数値可測関数で, 0 ≤ V (x) ≤定数 a.e.

およびV (x) ∈ L1(R)を満たすとする (このときV (x) ∈ L2(R)が成り立つ). さらにL2(R)

上の演算子H1をH1 := H0 + V (x)で定義する. このときH0とH1は絶対連続であり, か

つユニタリーな波動演算子 U± := s- limt→±∞ eitH1e−itH0 が存在してH1 = U±H0U
∗
±をみ

たし, L2
ac(U±) ⊃ Ran(V )が成り立つ. また, もし

lim inf
b−a→∞

(b− a)−3
∫
[a,b]

V −1(x)dx = 0 (2.49)

が成り立つならば, U±のスペクトルは {λ | |λ| = 1} である.

このとき, 上の定理におけるハミルトニアンH1 と弱Weyl関係式を満たす L2(R)上の

対称演算子 T1 を直ちに構成できる. それには T1,± := U±T̃0U
∗
±と定義すれば良い. このと

きU±によって (2.20) 式をユニタリー変換すれば, 弱Weyl関係式

T1,±e−itH1φ = e−itH1 (T1,± + t)φ, ∀φ ∈ Dom(T1,±), ∀t ∈ C (Im t ≤ 0) (2.50)

が得られる. ここで φ := U±ψ, ψ ∈ Dom(T̃0)である. したがって, (2.50)により系 2.12で

挙げられた T̃0とH0の間で成り立つ諸事実は全て T±とH1との間でも成り立つ.

束縛状態を持つ一般的なポテンシャル系では, 波動演算子 U± := s- limt→±∞ eitH1e−itH0

が存在すれば, その値域 Ran(U±) は Ran(U±) ⊂ L2
ac(H1) を満たす. ここで L2

ac(H1)は

L2(R)におけるH1の絶対連続部分空間である (定理 2.8の直前の記述を見よ). この事実

に注目すれば, 束縛状態を持つポテンシャル系にも上と全く同様にしてハミルトニアンH1

と弱Weyl関係式を満たす時間演算子 T1を構成できる. ただし今述べた理由により, この

方法で作られる T1の定義域は L2(R)の部分空間 L2
ac(H1) 上に制限される. この一般的な

場合における T1の構成は, Kurodaによる次の定理に基づくのが明快である [23, 25, 28].

定理 2.13は, 実はこの定理に依拠している.

定理 2.14 (S. T. Kuroda) : 任意の V (x) ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), n ≤ 3 に対して演算

子 H1 := H0 + V を定義する. このとき波動演算子U±が存在して, Ran(U±) = L2
ac(H1)を

満たす.

定理 2.13を用いて時間演算子を構成したのと同様に, T1,± := U±T̃0U
∗
±と定義すれば, T1,±

は L2
ac(H1)上で定義された対称演算子であって, その定義域はDom(T1,±) = U±Dom(T̃0)

である. そして L2
ac(H1)上に制限されたハミルトニアンH1,ac := H1|L2

ac(H1) = U±H0U
∗
±

と弱Weyl関係式を満たす. H1|L2
ac(H1)の定義域は, H1の定義域 Dom(H1) (⊂ L2(R))の

L2
ac(H1)上への制限として定義される. しかし, ハミルトニアンH1が束縛状態を持つ場合,

すなわち L2(R) �= L2
ac(H1) である場合は, このような定義域の制限なしにH1と弱Weyl
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関係式を満たすL2(R)上の対称演算子を構成することは決してできない. 何故なら系 2.7

(もしくは定理 2.8)により, 束縛状態を持つハミルトニアンと弱Weyl関係式を満たす対称

演算子は存在しないからである.
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第3章

1次元自由波束の漸近的振る舞いにおける
ベキ減衰

この章では, 1次元自由波束とそれに関連した物理量 (生存確率や非逃避確率など)の長

時間における振る舞いが, 初期波束の特性によりどのように特徴付けられるかを考察する.

この問題を扱うために, 我々はまず長時間領域において自由波束の漸近展開を試みる. 特

に初期波束のゼロ運動量近傍での振る舞いと, 自由波束の長時間での振る舞いとの関連を

定量的に議論する [50, 51].

3.1 自由波束の長時間領域での漸近展開

この節では, 長時間において各位置 xでの 1次元自由波束ψ(x, t)の漸近展開を行う. こ

こでの解析は, 初期波束 ψ(x)のゼロ運動量付近の振る舞いが自由波束 ψ(x, t)の長時間で

の振る舞いとどのように関係しているかを調べるための準備である.

自由波束ψ(x, t)の漸近的振る舞いを見積もるため,まず1次元自由粒子系のSchrödinger

方程式の解 (1.7)または (1.8)を考える. すなわち, ψ(x, t) = (e−itH0ψ)(x)とするとき,

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eikxe−itk

2

ψ̂(k)dk (3.1)

=
1√
4πit

∫ ∞

−∞
ei|x−y|

2/4tψ(y)dy, (3.2)

である. これらの解の長時間領域での振る舞いは, [15]で使われている定常位相の方法 [52]

や, Fourier積分を部分積分する方法 [53, 54]を使って, (3.1)の積分を漸近展開すれば理解

されるだろう. このとき, k = 0での ψ̂(k)の高階微分係数が自然に現れる. しかし, ψ(x, t)

の漸近形の x依存性を考慮に入れるには, (3.2)から始める方が便利である. 実際, (3.1)か

ら始めるのとは異なり, 我々は単に (3.2)に現れる指数関数を十分大きな tで展開すれば漸

近形が得られるし, そのとき x依存性も自動的に確認できる. それは次のようになる [51]:

ψ(x, t) ∼
∞∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
(G2jψ)(x). (3.3)
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ここでGjは以下で定義される積分演算子である.

(Gjψ)(x) := − 1

2(j!)

∫ ∞

−∞
|x− y|jψ(y)dy. (3.4)

実は, Gj は自由レゾルベント (H0 − z)−1の zに関する漸近展開の係数である. このこと

は次節で詳しく述べる. また, (3.3)で和と積分の順序が入れ替えられることを仮定した.

(3.3)の (G2jψ)(x)もまた, (3.1)から始めた場合に得られる結果と同じく, k = 0での ψ̂(k)

の高階微分係数で記述できることは注意すべきである. このことは ψ̂(k)を形式的に展開

すれば理解できる.

ψ̂(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikyψ(y)dy

=
∞∑
j=0

(−ik)j√
2πj!

∫ ∞

−∞
yjψ(y)dy =

∞∑
j=0

kj

j!
ψ̂(j)(0). (3.5)

ただし, ψ̂(0)(0) = ψ̂(0)ならびに

ψ̂(j)(0) =
djψ̂(k)

dkj

∣∣∣∣∣
k=0

=
(−i)j√

2π

∫ ∞

−∞
yjψ(y)dy (3.6)

と置いた. このとき (3.4)で定義した (G2jψ)(x)を次のように書き換えられる.

(G2jψ)(x) = −
√

2π

2[(2j)!]

2j∑
n=0

(
2j

n

)
inψ̂(n)(0)(−x)2j−n. (3.7)

ここで, 上で得た波束の漸近展開式を使って, 生存確率と非逃避確率の長時間での漸近

展開式も導出しておこう. 1次元自由粒子系における初期波束 (状態)ψの生存確率 S(t)は,

(1.14)で既に定義した通りである. 今の場合, HをH0に置き換えれば良い. すなわち,

S(t) = |〈ψ, e−itH0ψ〉|2 =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
ψ(x)ψ(x, t)dx

∣∣∣∣2 (3.8)

である. 一方, 非逃避確率 (nonescape probability) P (t)は以下で定義される物理量である.

それは, 時刻 tにおいて, 粒子を直線上の有界閉区間 [a, b]に見出す確率であって,

P (t) :=
∫ b

a
|ψ(x, t)|2dx (3.9)

で定義される. S(t)と P (t)の長時間での漸近的振る舞いを得るためには, (3.3)を (3.8)と

(3.9)に代入すれば,

S(t) ∼
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
〈ψ,G2jψ〉

∣∣∣∣∣∣
2

, (3.10)

P (t) ∼
∫ b

a

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
(G2jψ)(x)

∣∣∣∣∣∣
2

dx (3.11)
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と求まる. (3.10)における 〈ψ,G2jψ〉もまた微分係数 ψ̂(j)(0)で記述できる.

〈ψ,G2jψ〉 =
(−1)j−1π

(2j)!

2j∑
n=0

(
2j

n

)
ψ̂(2j−n)(0)ψ̂(n)(0). (3.12)

(3.7)と (3.12)を見ると分かるように, 本質的に ψ(x, t), S(t), P (t)などの展開係数は

ψ̂(k)の k = 0での微分係数で書き下される. このことは, ψ(x, t)の長時間での振る舞いが,

何らかの意味で初期波束ψのゼロ運動量付近の振る舞いで決まることを示唆する. この点

は, ここで求めた漸近展開式を使って, 3.4節で詳細に調べられる.

3.2 自由レゾルベントの漸近展開

この節と次節では, 前節で示したψ(x, t), P (t), S(t)などの漸近展開を数学的により厳密

に行う [50]. 特に 1次元自由粒子系の時間発展演算子 e−itH0 の漸近展開式を求めるが, そ

の導出には, もともとポテンシャル系の時間発展演算子の漸近展開のために開発された方

法 [55, 56, 57]を参考にすることとする. これらのポテンシャル系に関する研究では, 自由

粒子系の時間発展演算子の漸近展開式は導かれていないが, それらの方法は自由粒子系へ

も直ちに適用できる. また本研究では 1次元の場合のみを扱うが, 高次元への拡張も容易

である.

まず 1次元自由粒子系の時間発展演算子 e−itH0 の長時間での漸近展開式を求めるため

に, e−itH0が自由レゾルベント (H0 − z)−1のFourier変換で表されることに着目する (付録

Bを見よ). そこで, この節では自由レゾルベント (H0 − z)−1の漸近展開式を zの小さい

もしくは大きいところにおいて求めることで, その z依存性を調べる. その結果を用いて,

e−itH0の長時間での漸近展開を次節で行う.

1次元自由粒子系のハミルトニアンH0は運動量演算子P [厳密な定義には (2.7)と (2.8)

を用いる]を使ってH0 := P 2で定義されるのであった. このとき自由レゾルベントR0(z) :=

(H0 − z)−1は以下のような L2(R)上の積分演算子で表せる [22, 23],

(R0(z)ψ)(x) = − 1

2iz1/2

∫
R
eiz

1/2|x−y|ψ(y)dy, ∀ψ ∈ L2(R). (3.13)

ただし複素数 zは z /∈ [0,∞)であり, また Im z1/2 > 0とする. このときR0(z)は zにつ

いて解析的である. しかし, 我々は演算子R0(z)を (L2(R)上の写像ではなく) L2,s(R)か

ら L2,−s′(R)への写像として扱うことにする. ここで sと s′は適当な正数である. また,

L2,s(R)は任意の実数 sについて定義された重み付きL2-空間であって, そのノルムは

‖ψ‖s :=
[∫

R
(1 + x2)s|ψ(x)|2dx

]1/2

(3.14)
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で与えられる. このとき, ψ ∈ L2,s(R)は ‖ψ‖s <∞を意味する. まず適当な正数 sと s′に

ついて, L2,s(R) ⊂ L2(R) ⊂ L2,−s′(R)が成り立つ. さらに, L2,s(R)から L2,−s′(R)への有

界演算子M の全体が作る Banach空間をB(s,−s′)と記す. ただし, そのノルムは以下で

定義される,

‖M‖s,−s′ := sup
ψ∈L2,s(R), ψ �=0

‖Mψ‖−s′
‖ψ‖s . (3.15)

ここで, M ∈ B(s,−s′)はノルム ‖M‖s,−s′が有限であることを意味する. 自由レゾルベン

トをこのように扱う理由は次の補題の最後の部分で明らかになる.

補題 3.1 : 任意の s, s′ > 1/2について, R0(z)はB(s,−s′)に属し, またR0(z)のC+へ

の制限はC+ \ {0}上に連続的に拡張できる. ここで, C+ := {z ∈ C | Im z > 0}, C+は

C+の閉包である.

証明 : まず, 任意の ψ ∈ L2,s(R)と任意の z ∈ C+に対し, 次の評価が成立する.

‖R0(z)ψ‖2
−s′ =

∫
R

(1 + x2)−s
′
∣∣∣∣ 1

2iz1/2

∫
R
eiz

1/2|x−y|ψ(y)dy

∣∣∣∣2 dx
≤ ‖ψ‖2

s

|2iz1/2|2
∫
R

(1 + x2)−s
′
dx

∫
R

(1 + y2)−sdy <∞.

このことはR0(z) ∈ B(s,−s′)を意味する. 上の評価は明らかにC+ \ {0}上でも成り立つ
から, 補題の主張の最後の部分も成立することが分かる.

以下ではR0(z)のC+ \ {0}上への拡大にも同じ記号R0(z)を使うことにする. 自由レ

ゾルベントR0(z)を z = 0の近傍で形式的に展開すれば,

R0(z) =
∞∑
j=0

(iz1/2)j−1Gj . (3.16)

ここで, Gj (j = 0, 1, . . .)は積分演算子であって, 適当なベクトルψに対し次のように定義

されている.

(Gjψ)(x) := − 1

2j!

∫
R
|x− y|jψ(y)dy. (3.17)

補題 3.2 : 積分演算子 Gj はB(s,−s′)に属す Hilbert-Schmidt演算子である. ただし

s, s′ > j + 1/2とする.

証明 : 補題の主張は (1 + x2)−s
′/2Gj(1 + y2)−s/2が L2(R)上のHilbert-Schmidt演算子

であることと同値であることに注意しよう. 一方, (1 + x2)−s
′/2Gj(1 + y2)−s/2が L2(R)上

のHilbert-Schmidt演算子であることは直ちに分かる: 全ての s, s′ > j + 1/2について,

∫
R

∫
R

|x− y|2j
(1 + x2)s′(1 + y2)s

dxdy ≤ 22j
∫
R

∫
R

|x|2j + |y|2j
(1 + x2)s′(1 + y2)s

dxdy <∞.

形式的な展開 (3.16)の正当性は以下の意味で保証される.
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補題 3.3 : k = 0, 1, . . .とする. R0(z)は (3.16)の j = kまでの有限級数で近似できる.

ただし, その剰余項のオーダーは |z| → 0のとき B(s,−s′) (s, s′ > k + 1/2)のノルムで

o(|z|(k−1)/2)である.1 同様の意味で, (3.16)は各 z ∈ C+ \ {0} で何回でも微分可能である.

つまり, zによる有限級数の r階導関数はB(s,−s′) (s, s′ > k + r + 1/2)のノルムにおい

て (dr/dzr)R0(z)と o(|z|(k−1)/2−r) の誤差で一致する.

証明 : 初めに k = 0の場合を考える. rを非負整数, s, s′ > r + 1/2, そして ψ ∈ L2,s(R)

とする. このとき次式が成り立つ.∥∥∥∥∥drR0(z)

dzr
ψ − dr(iz1/2)−1

dzr
G0ψ

∥∥∥∥∥
2

−s′

=
∫
R

(1 + x2)−s
′
∣∣∣∣∣
∫
R

dr

dzr

[
1

2iz1/2
(eiz

1/2|x−y| − 1)
]
ψ(y)dy

∣∣∣∣∣
2

dx

≤ ‖ψ‖2
s

4

∫
R

∫
R

(1 + x2)−s
′
(1 + y2)−s

×
A|z|−1−2r|eiz1/2|x−y| − 1|2 +

∑
m,m′

Am,m′ |z|m|x− y|m′
 dxdy. (3.18)

ここで, AとAm,m′は正の定数, mとm′は整数であって, それぞれ−1− 2r < m ≤ −1− r

と 0 < m′ ≤ 2rを満たすとする. r = 0のとき, 和
∑
m,m′ からの寄与はない. Lebesgue

の優収束定理により, (3.18)を |z|−1−2r で割ったものは z → 0で 0に収束する. 同様に,

k = 1, 2, . . .に対しては以下のようになる.∥∥∥∥∥∥d
rR0(z)

dzr
ψ −

k∑
j=0

dr(iz1/2)j−1

dzr
Gjψ

∥∥∥∥∥∥
2

−s′

=
∫
R

(1 + x2)−s
′

×
∣∣∣∣∣
∫
R

dr

dzr

[
(iz1/2)k−1|x− y|k

2(k − 1)!

(∫ 1

0
tk−1eiz

1/2|x−y|(1−t)dt− 1

k

)]
ψ(y)dy

∣∣∣∣∣
2

dx

≤ ‖ψ‖2
s

|2(k − 1)!|2
∫
R

∫
R

(1 + x2)−s
′
(1 + y2)−s

[
B|z|k−1−2r|x− y|2k

×
∣∣∣∣∫ 1

0
tk−1eiz

1/2|x−y|(1−t)dt− 1

k

∣∣∣∣2 +
∑
m,m′

Bm,m′ |z|m|x− y|m′
]
dxdy. (3.19)

ただし s, s′ > k + r + 1/2とする. また, BとBm,m′ は正の定数, mとm′は整数であって

それぞれ k − 1 − 2r < m ≤ k − 1 − rと 2k < m′ ≤ 2(k + r)を満たすとする. z → 0の極

限を取れば, (3.19)を |z|k−1−2rで割ったものが 0に収束することが分かる. これにより補

題の証明は完了した.

次に大きい |z|におけるR0(z)の評価を行う.
1ある演算子 A(z) ∈ B(s,−s′) (z ∈ C) が |z| → 0 で B(s,−s′) のノルムで o(|z|) であるとは,

‖A(z)‖s,−s′ = o(|z|) (|z| → 0)を意味している.
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補題 3.4 : k = 0, 1, . . . , かつ s, s′ > k + 1/2とする. このときR0(z)はB(s,−s′)にお
いて各 z ∈ C+ \ {0}で k階微分可能であり, |z| → ∞の極限においてB(s,−s′)のノルム
で次のように振る舞う.

drR0(z)

dzr
= O(|z|−(r+1)/2), r = 0, 1, . . . , k.

証明 : s, s′ > k + 1/2かつ ψ ∈ L2,s(R)とすると,∥∥∥∥∥drR0(z)

dzr
ψ

∥∥∥∥∥
2

−s′
≤ ‖ψ‖2

s

4

∫
R
dx

1

(1 + x2)s′

∫
R
dy

1

(1 + y2)s

×
D|z|−1−r|x− y|2r +

∑
m,m′

Dm,m′ |z|m|x− y|m′
 <∞.

ここでDとDm,m′ は正の定数, mとm′は整数であってそれぞれ−1 − 2r ≤ m < −1 − r

と 0 ≤ m′ < 2rを満たすとする. このとき |z| → ∞の極限で上式の右辺はO(|z|−1−r)であ

る.

最後に, 次式で定義されるスペクトル密度E ′(λ)を考察しよう.

E ′(λ) := (2πi)−1(R0(λ) − R0(λ)), ∀λ > 0. (3.20)

ここで, R0(λ)は任意の ψ ∈ L2,s(R)に対して,

(R0(λ)ψ)(x) =
1

2iλ1/2

∫
R
dy e−iλ

1/2|x−y|ψ(y)

と定義されている. すなわち, この演算子R0(λ)はR0(λ − iε) の ε ↓ 0での極限と見なせ

る. E ′(λ)は明らかにB(s,−s′) (s, s′ > 1/2)に属し, R0(λ)と同様, 補題 3.1, 3.3, および

3.4で記述される性質を持つ. さらに, 補題 3.3から次のことが示せる: 任意の整数 n ≥ 0

に対して,

E ′(λ) = π−1
n∑
j=0

(−1)j−1λj−1/2G2j + Fn(λ). (3.21)

特に剰余項 Fn(λ)はB(s,−s′) (s, s′ > 2n + (n + 1) + 1/2 = 3n + 3/2とする)において

n+1階微分可能であって, λ ↓ 0の極限で (d/dλ)rFn(λ) = o(λn−r−1/2) (r = 0, 1, . . . , n+1)

である. ここで (3.21)において λの整数ベキの項が存在しない点に注意せよ. 後に分かる

ように, この事は e−itH0の漸近展開式の形に直接影響する. 一方, 補題 3.4から, λ→ ∞の
極限でB(s,−s′)において (d/dλ)rE ′(λ) = O(λ−(r+1)/2) (r = 0, 1, . . . , m + 1)であること

を示せる. ただし s, s′ > (m+ 1) + 1/2 = m+ 3/2とする. 特にm ≥ 1のとき任意の δ > 0

に対し (d/dλ)m+1E ′(λ)は区間 [δ,∞)上で絶対可積分であることが分かる.
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3.3 時間発展演算子の漸近展開

この節では前節での自由レゾルベント (H0−z)−1の解析を踏まえ,時間発展演算子 e−itH0

の長時間での漸近展開式を導出する. 我々はまず次の公式に着目する (証明は, 付録 Bを

見よ).

e−itH0 = lim
R→∞

lim
r↓0

∫ R

r
E ′(λ)e−itλdλ. (3.22)

ただし極限はB(s,−s′) (s, s′ > 1/2)での意味である. 時間発展演算子 e−itH0 の長時間で

の漸近展開式は, この公式と前節の最後の段落でのE ′(λ)に関する結果を合わせれば求ま

る. 以下にその導出を詳述するが, 基本的には Jensen-Katoが提案した方法 [56]に従って

いる.

まず (3.22)の積分を次の分割

E ′(λ) = φ(λ)E ′(λ) + (1 − φ(λ))E ′(λ) (3.23)

に従って二つに分ける. ここで φ(λ)は [0,∞)上の C∞
0 -関数であって λ = 0の近傍では

φ(λ) = 1となる関数とする. そのような関数は, 例えば次の関数

h(x) =

{
exp[−1/(1 − x2)] (|x| < 1)

0 (|x| ≥ 1)
, (3.24)

を使って, f(λ) = 1 − ∫ λ
0 g(x − d)dx (d > 1)と定義すれば構成できる. ここで g(x) =

h(x)/
∫
R h(x)dxである. 文献 [56]の補題 10.1と前節の最後の段落での議論から, (1 −

φ(λ))E ′(λ)の Fourier変換はB(s,−s′)において e−itH0 に o(t−m−1)の寄与をすることが示

せる. ただしm ≥ 1かつ s, s′ > m + 3/2とする. 一方 φ(λ)E ′(λ)の Fourier変換は e−itH0

の漸近展開の主要な部分となる [(3.21)を見よ]. このときG2jの係数は以下で与えられる.∫ ∞

0
φ(λ)λj−1/2e−itλ dλ = ij

dj

dtj

[∫ ∞

0
λ−1/2e−itλ dλ+

∫ ∞

0
(φ(λ) − 1)λ−1/2e−itλ dλ

]
=

Γ(j + 1/2)

(it)j+1/2
+ ij

dj

dtj

∫ ∞

0
(φ(λ) − 1)λ−1/2e−itλ dλ. (3.25)

上式右辺の積分は広義積分であることに注意せよ. ここで, φ(λ) − 1とその全ての導関数

は λ = 0の近傍で 0となり, また φ ∈ C∞
0 ([0,∞))であるから, (3.25)の最後の項はどんな

逆ベキよりも速いオーダーで減衰することが分かる. さらに, 再び文献 [56]の補題 10.2と

前節の最後の段落での議論から, s, s′ > 3n + 3/2であれば, 剰余項 φ(λ)Fn(λ)の Fourier

変換はB(s,−s′)において e−itH0 に o(t−n−1/2)の寄与をすることが示せる. 以上の議論を

まとめると, 我々は最終的に次の結果を得る: s, s′ > max{3n + 3/2, 5/2}の条件の下で,

r ↓ 0かつR → ∞のとき,∥∥∥∥∥e−itH0 −
n∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
G2j

∥∥∥∥∥
s,−s′
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≤
∥∥∥∥∥e−itH0 −

∫ R

r
E ′(λ)e−itλdλ

∥∥∥∥∥
s,−s′

+

∥∥∥∥∥
∫ R

r
E ′(λ)e−itλdλ−

n∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
G2j

∥∥∥∥∥
s,−s′

→ 0 + o(t−n−1/2).

この結果は次のようにまとめられる [50].

定理 3.5 : n = 0, 1, . . . ,かつ s, s′ > max{3n + 3/2, 5/2}とする. このとき, t → ∞の
極限において, B(s,−s′)のノルムで次式が成り立つ.

e−itH0 =
n∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
G2j + o(t−n−1/2). (3.26)

ここで漸近展開 (3.26)を展開の第 1項に着目しながら考察する. 自由ハミルトニアンH0

の “一般化された (generalized)”ゼロエネルギー固有関数 ϕ0(x) := (2π)−1/2を思い起こせ

ば, 展開 (3.26)の第 1項の積分演算子G0は関数 ϕ0の張る固有空間への “射影演算子”を

使って表せる: G0 = −π〈ϕ0, · 〉ϕ0 [(3.17)を見よ]. すると (3.26)は次のようになる.

e−itH0 = π1/2(it)−1/2 〈ϕ0, · 〉ϕ0 + o(t−1/2), t→ ∞. (3.27)

実は, この展開の形は, 短距離型ポテンシャル V (x)を持つ 1次元または 3次元ポテンシャ

ル系で, 系のハミルトニアンH = H0 + V にゼロエネルギー固有値はないがゼロエネル

ギー共鳴はある場合の時間発展演算子 e−itH の漸近展開式の形と同じである. ここで, ゼ

ロエネルギー固有値とはその固有関数がHilbert空間 (ここでは L2-空間)に属す場合を意

味し, ゼロエネルギー共鳴とはその固有関数 ψ0がHilbert空間に属さない場合を指す. 特

に ψ0は 1次元ではG0V ψ0 = 0を, 3次元では (1 + G
(3)
0 V )ψ0 = 0 を満たす. ここで, G

(3)
0

は 3次元系での自由レゾルベントの漸近展開の係数である [詳しくは (3.28)を見よ]. ゼロ

エネルギー共鳴を持つポテンシャル系は “一般的 (generic)”ではないが [55, 56, 57, 58], 実

はそのような特別な場合には (3.27)のϕ0は ψ0で置き換えられる (ゼロエネルギー共鳴に

ついては 4.4節と 4.6節で再び取り上げる). この意味で 1次元自由粒子系は例外的な系と

言えるだろう. 一方 3次元の場合では自由粒子系はむしろ一般的な系に見える. 何故なら,

3次元系での自由レゾルベントはエネルギー (z)の原点に特異性を持たず, e−itH0の漸近展

開に t−1/2に比例する項が現れないからである. それに対し, 1次元系では (3.13)に見るよ

うに原点に特異性を持っている (また [59]を見よ). (3.25)での議論から分かるように, こ

の特異性が t−1/2に比例する項をもたらす. 具体的に表すと, 3次元での自由レゾルベント

の漸近展開は次のようになる.

R0(z) =
∞∑
j=0

(iz1/2)jG
(3)
j . (3.28)



3.3. 時間発展演算子の漸近展開 43

ここでG
(3)
j は関数 |x − y|j−1/4πj! (x,y ∈ R3)を積分核に持つ積分演算子である [56]. し

たがって 3次元での e−itH0 の漸近形は,

e−itH0 = π3/2(it)−3/2 〈ϕ(3)
0 , · 〉ϕ(3)

0 + o(t−3/2), t→ ∞. (3.29)

ただし, ここでも等号はB(s, s′)のノルムで意味を持ち, また sと s′は十分大きいとする.

ここで ϕ
(3)
0 (x) := (2π)−3/2はH0の一般化されたゼロエネルギー固有関数である. しかし,

この場合には, 1次元系と違い, t−1/2の項は存在しない.

この節の最後に, 漸近展開 (3.26)を使って波束 ψ(x, t), 生存確率 (3.8), 非逃避確率 (3.9)

などの長時間での漸近形を導いておく. それらの結果は当然 (3.3), (3.10), 及び (3.11)に一

致する. 公式 (3.26)は, 一見 (3.3)と違って各点 xでの情報を引き出すには不向きに思われ

るが,ノルムや内積を通した計算により各点での情報も引き出すことができる. 一般的には

次のように扱えば良い. まず, s, s′ > j + 1/2, σ ∈ R, そしてM ∈ B(−s′, σ)とする. この

とき, GjはB(s,−s′)に属すると見なせるから, ‖MGjψ‖σが全ての ψ ∈ L2,s(R)について

問題なく定義できることが分かる. したがって (3.26)を使えば, s, s′ > max{3n+3/2, 5/2}
とするとき, M ∈ B(−s′, σ)と全ての ψ ∈ L2,s(R) に対して,∣∣∣∣∣∣‖Me−itH0ψ‖σ −

∥∥∥∥∥
n∑
j=0

(−1)j−1 Γ(j + 1/2)

π(it)−j−1/2
MG2jψ

∥∥∥∥∥
σ

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖ψ‖s‖M‖−s′,σ

∥∥∥∥∥e−itH0 −
n∑
j=0

(−1)j−1 Γ(j + 1/2)

π(it)−j−1/2
G2j

∥∥∥∥∥
s,−s′

= o(t−n−1/2) (3.30)

となる. 例えば, σ = −s′と置くことで, M [∈ B(−s′,−s′)]として (1 + x2)s
′/2E(B) を考

えてみよう. ここでE(B)は位置演算子Q[(2.9)とその周辺を見よ] のスペクトル測度で,

その作用は次のように定義される.

(E(B)ψ)(x) :=

{
ψ(x) (x ∈ B)

0 (x /∈ B)
. (3.31)

BはRの任意のBorel集合である. ただし, (1 + x2)s
′/2E(B) ∈ B(−s′, σ) を保証するため

に, ここではBは有界な集合に限るとする. このとき ‖Me−itH0ψ‖2
−s′ = ‖E(B)e−itH0ψ‖2 =∫

B |ψ(x, t)|2dxとなり, 最後の量は正に非逃避確率 (3.9)を表している. 同様の議論により,

s, s′ > max{3n+ 3/2, 5/2}かつ s ≥ s′ のとき, 全ての φ, ψ ∈ L2,s(R)に対して,∣∣∣∣∣∣〈φ, e−itH0ψ〉 −
n∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
〈φ,G2jψ〉

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖φ‖s‖ψ‖s

∥∥∥∥∥e−itH0 −
n∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
G2j

∥∥∥∥∥
s,−s′

= o(t−n−1/2). (3.32)

上式の φに ψを代入すれば ψの生存確率 (3.8) の長時間での漸近展開式が求まる.
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最後に, (3.32)の φとして δ超関数への近似列 {gε(x)}ε>0を考てみよう. ここで gε(x)は

(3.24)の h(x)を規格化した関数 g(x)を使って gε(x) := g(x/ε)/εで定義される (gε(x)の台

が閉区間 [−ε, ε]であることに注意). このとき任意の ψ ∈ L2,s(R)に対して,

|〈gε(x− ·), G2jψ〉 − (G2jψ)(x)|≤
∫
[x−ε,x+ε]

gε(x− y)|(G2jψ)(y) − (G2jψ)(x)|dy
≤ sup
y∈[x−ε,x+ε]

|(G2jψ)(y) − (G2jψ)(x)| → 0 (ε ↓ 0). (3.33)

最後の極限操作で (G2jψ)(x)がxの連続関数であることを使った. 同様に |〈gε(x−·), e−itH0ψ〉
−ψ(x, t)| → 0 (ε ↓ 0) となる. ここでも ψ(x, t)が xの連続関数であることを使った [(3.2)

を見よ]. さらに limε↓0 ‖gε(x− ·)‖s ≤ C(1 + x2)s/2 と評価できる. ここで Cは xに依らな

い定数である. 以上の議論と (3.32)から波束 ψ(x, t)の長時間での漸近形に関して以下の

評価が得られる: s > max{3n+ 3/2, 5/2} のとき全ての ψ ∈ L2,s(R)に対して,∣∣∣∣∣∣ψ(x, t) −
n∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
(G2jψ)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ C(1 + x2)s/2‖ψ‖s

∥∥∥∥∥e−itH0 −
n∑
j=0

(−1)j−1Γ(j + 1/2)

π(it)j+1/2
G2j

∥∥∥∥∥
s,−s′

= (1 + x2)s/2o(t−n−1/2). (3.34)

上の結果は以前に導出した漸近展開式 (3.3)と一致している. これまでの議論から分かる

ように, 上の漸近展開は初期波束 ψ(x)がL2,s(R) (sは十分大きいとする)に属していると

きに正しい評価を与える. L2,s(R)のノルムの定義 (3.14)を見れば分かるように, このψ(x)

への制限は, 素朴には ψ(x)が |x|の逆ベキの多項式より十分速く |x| → ∞ で減衰するこ

とを課している. したがって (3.3)の漸近展開が正当化されるためにはこのような初期波

束への制限が必要である. また上の評価 (3.34)から, 漸近展開 (3.3)の t → ∞での近似の
誤差は, 厳密には空間の各点 xに依存することが分かる. [実は (3.3)は上の定理に依るこ

となしに, より直接的に厳密に扱える. それには (3.2)の被積分関数にある指数関数を展開

したとき, その剰余項まで考慮すれば良い. この場合には, 上の定理やその他の漸近公式

が適用できるための sと s′に関する条件を緩めることができる].

以上の議論で見てきたように, 3.1節で導出した漸近展開式が正しい評価を与えるため

には, 初期波束に制限が必要であることが分かった. 実は, これらの数学的精密化はただ

単に理論の厳密性を高めるだけでなく, 実際に我々の導出した漸近展開式を正しく用いる

ために必要な事項である. 言い方を変えると, これらの初期波束の条件が満たされない場

合には, 漸近展開式は我々の導出したものとは違った形になり得る. 特に (3.3)に現れてい

る t−j−1/2 (j = 0, 1, . . .) とは違った種類の tの逆ベキ項の現れる可能性がある. この点に

ついては 3.5節で述べる.
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3.4 初期波束のゼロ運動量近傍での振る舞いとベキ減衰との
関係

この章での目的は, 初期波束のゼロ運動量付近での振る舞いが, 波束, 生存確率, 非逃避

確率などの物理量の長時間領域での振る舞いとどのように関連しているかを解明するこ

とである. この節では, これまでに求めた波束, 生存確率, 非逃避確率の漸近展開式を使っ

てその解析を行う. ここでは数学的厳密性に拘らずに 3.1節での結果を基に議論を進める.

さて, 我々は初期波束 ψが以下の条件を満たす特別な場合を考察する.

ψ̂(k) = O(km), k → 0. (3.35)

ここでmは任意の正整数である. 漸近展開 (3.5)から, 条件 (3.35)が以下の条件と同等と

分かる.

ψ̂(j)(0) = 0, j = 0, 1, . . . , m− 1. (3.36)

初めに条件 (3.36)が波束ψ(x, t)の漸近的振る舞い (3.3)にどのような影響を及ぼすかを

調べよう. 条件 (3.36)を漸近展開 (3.3)に代入する. このとき t−j−1/2の係数 (G2jψ)(x)は,

j < mのとき 0となる.

(G2jψ)(x) = 0, x ∈ R, j = 0, 1, . . . , m− 1. (3.37)

ここで (3.7)を使った. またmは 2(m− 1) ≤ m− 1を満たす最大の整数である. すなわち,

m =

{
(m+ 1)/2 (m:奇数)

m/2 (m:偶数)
. (3.38)

一方, (3.3)の和に残る最初の項 (G2mψ)(x)は, (3.36)により次のようになる: mが奇数の

とき,

(G2mψ)(x) = −
√

2πim

2[(m+ 1)!]
[iψ̂(m+1)(0) − (m+ 1)ψ̂(m)(0)x], (3.39)

mが偶数のとき,

(G2mψ)(x) = −
√

2π

2(m!)
imψ̂(m)(0). (3.40)

これらの事実と (3.3)を合わせることで, 条件 (3.36)の下での自由波束の漸近公式が得ら

れる.

ψ(x, t) = (−1)m−1Γ(m+ 1/2)

π(it)m+1/2
(G2mψ)(x) +O(t−m−3/2). (3.41)

この公式はm = 0でも成り立つことが確かめられる. この結果から, 特に条件 (3.36)の下

で ψ(x, t)は各位置 xで漸近的に t−m−1/2で減衰することが分かる. つまり, 波束のベキ減
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衰の指数は初期波束 ψの条件 (3.36)により明確に決定されるのである [51]. このような構

造は従来の研究 [14, 15, 16, 17]では明らかにされていなかった.

さて, 上の漸近公式に関して一つ興味深い事がある. (3.39)に注目すると, mが奇数のと

き, t−m−1/2の係数 (G2mψ)(x)がゼロとなる特別な位置 x0を一つだけ見出せる可能性があ

る. このことは, そのような位置で ψ(x, t)が tの次のベキ, t−m−3/2, で振る舞うことを意

味する. しかし, 直線全体の中の一点が持つ測度はゼロだから, このような事態は例外的

であるかもしれない. (3.39)から, x0は (G2mψ)(x)の実の零点で

x0 = iψ̂(m+1)(0)/[(m+ 1)ψ̂(m)(0)]. (3.42)

実際に, このような特別な点を生み出す初期波束を見つけることは難しくはない. しか

し, (3.42)の右辺は, 勝手な初期波束に対しては必ずしも実とはならないので注意が必要

である.

次に同じ条件 (3.35) [または (3.36)]が初期状態 ψの生存確率 S(t)の漸近的振る舞いに

どのような影響を及ぼすかを調べる. まず条件 (3.36)が次の条件に同等であることに注意

しよう.

〈ψ,G2jψ〉 = 0, j = 0, 1, . . . , m− 1. (3.43)

実際, (3.36)から (3.43)を示すには, (3.36)を (3.12)に代入すれば良い. 逆に, (3.43)が成

り立つと仮定すると, まず 〈ψ,G0ψ〉 = 0から ψ̂(0) = 0を導ける [(3.12)を見よ]. このと

き, さらに ψ̂(0) = 0と 〈ψ,G2ψ〉 = 0とから ψ̂(1)(0) = 0が得られる [再び (3.12)を見よ].

同様にして, 帰納的に (3.36)が示せる. 条件 (3.36)の下で, (3.10)の和の中に残る最初の項

〈ψ,G2mψ〉は,

〈ψ,G2mψ〉 =
(−1)m−1π

(m!)2
|ψ̂(m)(0)|2 (3.44)

と表されるので, 生存確率 S(t)の漸近公式は,

S(t) =
Γ(m+ 1/2)2

(m!)4t2m+1
|ψ̂(m)(0)|4 +O(t−2m−2) (3.45)

となる [50, 51]. 実はこの公式もm = 0で成り立つことが確かめられる. この結果から, 特

に条件 (3.36)の下で S(t)は漸近的に t−2m−1で減衰することが分かる. ここでも tのベキ

の値は初期波束 ψの条件 (3.36)により決定される. 我々はまた, 条件 (3.35)を満たす初期

状態に対する非逃避確率 P (t)の漸近的減衰形を導くことができる. (3.37)を (3.11)に代

入すれば, t→ ∞において,

P (t) =
Γ(m+ 1/2)2

π2t2m+1

∫ b

a
|(G2mψ)(x)|2dx+O(t−2m−2). (3.46)

(3.39)または (3.40)を使えば, 上の公式を微係数 ψ̂(j)(0)を用いて書き表すことができる.

公式 (3.46)もm = 0で成り立つ.
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ここで, 生存確率の漸近形 (3.45)と非逃避確率の漸近形 (3.46)を比較してみよう. まず,

(3.38)から, mとmがm ≥ 2で互いに異なる値を取ることに注意すべきである. この事

実は S(t)と P (t)の減衰の速さの違いとして直接に反映される. mを 2以上の整数として,

初期状態 ψが ψ̂(k) = O(km)を満たせば, S(t)は漸近的に t−2m−1で減衰する. 一方, P (t)

はmが奇数のときは t−m−2で, mが偶数のときは t−m−1で減衰する. したがってmが十

分大きいときには, S(t)は P (t)よりも速く減衰することになる. また, mが奇数のときに

はm = m+ 1が成り立つから, 二つの異なる初期状態 ψ̂(k) = O(km)と ψ̂(k) = O(km+1)

を用意したとしてもP (t)の長時間での減衰の速さは同じになってしまう. 一方, このよう

な状況は S(t)には起こり得ない [51].

この節の最後に S(t)と P (t)の減衰形の差異を数値的に検討しよう. 以下の三つの異な

る初期波動関数 φ0, φ1, 及び φ2を用意する.

φ̂m(k) = Nmk
me−a0(k−k0)2/2−idk (m = 0, 1, 2). (3.47)

ここで, a0 > 0, k0, d ∈ R, そしてNmは規格化定数である. これらの関数は kが小さい所

で φ̂m(k) = O(km)のように振る舞う. 図 3.1は S(t)と P (t)および (3.45)と (3.46)から予

言されるそれらの漸近形を示している. 図 3.1 (a)と (b)は, それぞれ初期状態 φ0と φ1に

対する S(t)および P (t)を表している. 図 3.1 (a)では S(t)と P (t)が漸近的に t−1のよう

に振る舞い, 図 3.1 (b)では t−3のように振る舞っていることが明確に分かる. これらの場

合では, S(t)と P (t)の振る舞いの間に差は見られない. 一方, 図 3.2では初期状態 φ2が使

われており, S(t)とP (t)が長時間で異なる振る舞いをすることが分かる. 前者は t−5で, 後

者は t−3で減衰している. この計算では, 三つの初期状態のいずれにおいてもパラメータ

は a0 = 1.0, k0 = 0.0, d = 0.0とし, さらに非逃避確率 P (t)においては a = −2.0, b = 2.0

と選んだ. 図 3.1と 3.2から, P (0) ∼ 1, したがって初期状態は区間 [−2.0, 2.0]に十分局在

していたことが分かる.

3.5 自由波束に対する漸近展開式の適用限界

自由波束の漸近展開 (3.3)は, 3.3節での議論により, 初期波束への制限なしには正当化

され得ないことが明らかとなった. 実は, このことは単なる数学的精密化であるというだ

けでなく, 漸近展開式 (3.3)が正しい予言を与えるかどうかに積極的に関っている. そこ

で, この節ではこの問題を改めて考察し直す.

漸近展開 (3.34)[または (3.3)]は, 初期波束 ψ(x)が

ψ ∈ L2,s(R) ⇔ ‖ψ‖s =
[∫ ∞

−∞
(1 + |y|2)s|ψ(y)|2dy

]1/2

<∞, s > max{3n+ 3/2, 5/2}
(3.48)
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図 3.1: (a) (3.47)での波動関数 φ0 の S(t)と P (t) (それぞれ正方形とひし形), および (3.45)と
(3.46)から予言されるそれらの漸近線 (それぞれ実線と点線). この場合, S(t)と P (t)は長時間で
同じ t−1のベキ減衰を示す. (b) 波動関数 φ1の S(t)と P (t), およびそれらの漸近線. 対応する記
号は (a)におけるものと同じである. S(t)と P (t)は同じベキ減衰を示すが, 今度は t−1ではなく
t−3に従う.
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図 3.2: 波動関数 φ2の S(t)と P (t), およびそれらの漸近線. 対応する記号および用いたパラメー
タの値は図 3.1におけるものと同じである. この場合, S(t)と P (t)は長時間で異なるベキ減衰を
示す. 前者は t−5で, 後者は t−3で振る舞う.

を満たす場合にその正当性が保証される (ここで, nは漸近展開において何番目の項まで

を評価するかによって決められる). この初期波束への条件を k = 0での ψ̂(k)の微分係数

と関連付けることを考える. 実際, 任意の ψ ∈ L2,s(R)に対して,

|ψ̂(l)(0)| =

∣∣∣∣∣ 1√
2π

∫ ∞

−∞
ylψ(y)dy

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
2π

∫ ∞

−∞
|y|l|ψ(y)|dy

≤ 1√
2π

∫ ∞

−∞
(1 + |y|2)(l−s)/2(1 + |y|2)s/2|ψ(y)|dy ≤ ‖1‖l−s‖ψ‖s√

2π
<∞ (3.49)

が全ての l = 0, 1, . . . , l′について成り立つことが分かる. ただし, l′は s− 1/2より小さい

最大の整数である. s > max{3n + 3/2, 5/2}により, 明らかに l′ ≥ 3n ≥ 2nが成り立つ.

このとき, 上式と Lebesgue積分に関する基礎的事実により, (3.6)における l回の微分と積

分の交換が厳密に正当化されることが分かる. 特に, s > max{3n + 3/2, 5/2}の場合には
j ≥ 3n ≥ 2nであるから, 2n+ 1個の微分係数 ψ̂(l)(0) (l = 0, 1, . . . , 2n) が確定した値を持

つことも分かる. この事実は, (3.7)を見れば分かるように, j = 0から j = nまでの展開係

数 (G2jψ)(x)が微分係数によって表現できることを正当化している. ψ ∈ L2,s(R) (sは十

分大きいとする)を満たす初期波束の例としては, 急減少関数 [rapidly decreasing function.

試験関数 (C∞
0 -関数)を含む]を挙げることができる. この場合, 任意の s (したがって任意

の n) に対して ψ ∈ L2,s(R)が成り立つ. Gauss波束や調和振動子系のハミルトニアンの
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完全系などは急減少関数である.

ここで, 逆にどのような関数が条件 (3.48)を満たさないかを考えることは興味深くまた

教訓的でもある. 実は, 文献 [17]で考察された波束 (1.10), (1.11) や, 文献 [14, 15, 16]での

波束 (1.12) (ただし α ≤ 1)は条件 (3.48)を満たさない. 実際, (1.12)の波束に対しては, 既

に波束の漸近展開の第 1項 (G0ψ)(x)が不定となる. このことは,∫ ∞

−∞
|ψ(y)|2dy = ∞ (3.50)

であることによる [(3.4)または (3.7)を見よ]. また文献 [14, 15, 16]で示されているように,

この波束 (1.12) (α ≤ 1) を初期波束に選ぶと, ψ(0, t)は我々の導出した漸近公式 (3.41) [ま

たは (3.3)]とは相容れない減衰の仕方を示す [1.2節の議論を見よ]. 一方, (1.10)と (1.11)

の波束が条件 (3.48)を満たさない理由は次のようになる. ここでは (1.10)についてのみ考

察するが, (1.11)についても同様である. 波束 (1.10)は一見すると条件 (3.35)のm = 1の

場合に相当するように見える. しかしこの予想は正しくない. 次の点に注意しよう.

lim
k↑0

ψ̂(k) − ψ̂(0)

k
= 0 �= 1 = lim

k↓0
ψ̂(k) − ψ̂(0)

k
. (3.51)

つまり, 波束 (1.10)の k = 0での左微係数と右微係数は異なっている. 一方, 条件 (3.48)の

下ではこのような違いは起こり得ない. さらに, 文献 [17]で示されているように, この波

束 (1.10)を初期波束に選ぶと, ψ(0, t)は長時間では t−1で減衰する. このような減衰形は

我々の導出した漸近公式 (3.41) [または (3.3)]からは再現しようがない.

以上の議論から, 初期波束が条件 (3.48)を満たさない場合には, 漸近展開式 (3.3)では再

現できないようなベキ減衰形が現れ得ることが分かった. したがって言い換えれば, 漸近

展開式 (3.3)を正しく用いるためには, 初期波束が条件 (3.48)を満たすかどうかを事前に

調べる必要があると言える.
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第4章

1次元ポテンシャル系の漸近的振る舞いに
おけるベキ減衰

前章では 1次元自由波束の長時間領域でのベキ的振る舞いを考察した. 特に, 初期波束

のゼロ運動量付近の振る舞いがそのベキ指数を決定していることを明らかにした. この章

では, 1次元自由粒子系での議論を 1次元 (短距離型)ポテンシャル系へと拡張し, 初期波

束のゼロ運動量付近の振る舞いと波束の長時間領域でのベキ的振る舞いを比較検討する.

我々の議論が 1次元自由粒子系で展開できた最大の理由は, 波束 (もしくは時間発展演

算子)の長時間での漸近展開式が具体的に求められた事にある. 我々はここでも同じ方針

を採り, まず次節でポテンシャル系での波束の漸近展開を行う. この導出は, Fourier積分

の漸近展開理論を基に, 特に被積分関数が特異性を持つ場合の結果を応用して達成される.

ここでの漸近展開は前章までのように数学的に厳密なものではない. 我々はその漸近展開

が正しい評価を与えるための条件を厳密には見積もらないが, 代わりにそれを具体例に適

用することで検証する. 具体例としては箱型障壁ポテンシャル系と井戸型ポテンシャル系

を扱い, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いと波束の長時間領域でのベキ的振る舞いの

関係を明らかにする [60].

4.1 波束の長時間領域での漸近展開

我々はまず 1次元ポテンシャル系での波束の時間発展を考える. ただしポテンシャル

V (x)は, 適当な正数 c > 0と δ > 2について次式を満たす短距離型とする.

|V (x)| ≤ c

(1 + |x|)δ (x ∈ R). (4.1)

このとき, ハミルトニアンHを

H := H0 + V (x) (4.2)
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で定義する.1 ここで, H0は 1次元の自由ハミルトニアンで, 以前と同様, H0 := −d2/dx2で

ある. このとき, 初期波束 (状態)を ψ(x) (∈ L2(R))に選ぶと, 時刻 t > 0での波束 ψ(x, t)

は, Hの固有関数展開により次のように表せる.2

ψ(x, t) =
N∑
n=0

e−itEnϕn(x)〈ϕn, ψ〉 +
∫ ∞

−∞
e−itk

2

ϕ(x, k)
[∫ ∞

−∞
ϕ(y, k)ψ(y)dy

]
dk. (4.3)

ここで, 関数 ϕn(x)は H の固有値 En に属する束縛状態である. また関数 ϕ(x, k) (k ∈
R\{0})はHの固有値 k2に属する散乱状態であり, 時間依らない Schrödinger方程式

[H0 + V (x)]ϕ(x, k) = k2ϕ(x, k) (4.4)

の定常解として求まる. しかし, より正確には次の 1次元 Lippmann-Schwinger方程式

ϕ(x, k) = (2π)−1/2eikx ∓ 1

2i|k|
∫ ∞

−∞
e∓i|k||x−y|V (y) ϕ(y, k) dy (4.5)

の解である [23]. ここで符号は複合同順である. ϕ(x, k)は (+)または (−)のどちらかの方

程式を満せば良い. Lippmann-Schwinger方程式は積分方程式であるから, 方程式 (4.4)と

は違い, 既に解の境界条件を含んでいる. 我々は今後, (4.3)の第 2項を単に ψ(x, t)と記す.

(4.3)の第 1項を含めて考えている場合はその都度明記する.

我々の目的は, 波束ψ(x, t)の各位置 xでの長時間における漸近的振る舞いを知ることで

ある. 波束ψ(x, t)の長時間での漸近展開に関する研究は既に数多く報告されている. 例え

ば文献 [55, 56, 57]では, 短距離型ポテンシャル系において時間発展演算子の長時間での漸

近展開式を求めている. それは, 時間発展演算子をスペクトル密度の Fourier変換で表し,

スペクトル密度 (もしくはレゾルベント)の漸近展開式を求める事に帰着している (3.2節

と 3.3節で展開した議論はこの方法に従っていた). また, 文献 [8, 10]では, ハミルトニア

ンHの複素固有値 (S-行列の極)とその固有関数を使って波束 ψ(x, t)を漸近展開する方法

が示されている. この方法では, ベキ的減衰領域だけでなく, その手前の時間領域で現れ

る指数的減衰までも記述できる. いずれの方法も座標表示で計算されている. 我々はこれ

らの結果に頼ることもできるが, ここでは別の方法を提案する.

我々は (4.3)における k-積分に関して部分積分を実行することで波束 ψ(x, t)を t−1の

ベキ級数で漸近展開することを考える. ただし, ここで一つ注意すべき点がある. 素朴

に部分積分を実行すれば, ψ(x, t)の展開の各項のオーダーは t−1, t−2, . . . , と続くであろ
1条件 (4.1)の下で, ハミルトニアン H は (連続スペクトルに埋め込まれるような) 正の固有値を持たな

いことが保証される [61]. また (4.1)を満たすポテンシャル V (x)に対して, 適当な正数 εを 2δ − 4ε > 3と
なるように選べば (1 + x2)1/2+εV (x) ∈ L2(R)が成り立つ. このような V (x)は Agmonポテンシャルと呼
ばれる. このときH が特異連続スペクトルを持たないことも保証される [62].

2(4.3)における等号は, 厳密には k-積分を L2-収束の極限として扱うときに意味を持つ [23]. したがって
(4.3)における等号が各点で成り立つかどうかは議論の余地がある. しかしここではその点には立ち入らず,
素朴な理解に留める.
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う. しかし, 実際には初期波束が空間の無限遠で十分速く減衰する場合, 正しい評価では

t−1/2, t−3/2, . . . , といった半整数のベキとなることが知られている [55, 56, 57, 58, 8, 10].

そこで, ここでは (4.3)における k-積分を単純に部分積分するのでなく, まずエネルギー表

示に移った後, 特異な場合での Fourier積分の漸近展開を考える. “特異な場合”の意味は

直ぐ下で説明する. エネルギー表示に移るため, E = k2という変数変換を行う. すると,

(4.3)は次のようになる.

ψ(x, t) =
1

2

∑
σ=+1,−1

∫ ∞

0
e−itEE−1/2fσ(x,E)dE. (4.6)

ここで, 次の関数を導入した.

fσ(x,E) := ϕ(x, σE1/2)ψ̃(σE1/2), (4.7)

ψ̃(σE1/2) :=
∫ ∞

−∞
ϕ(y, σE1/2)ψ(y)dy. (4.8)

(4.6)の被積分関数がE−1/2という因子を持ち, エネルギーの原点で特異性を持つことに注

意せよ. 一見この事実はエネルギー表示への移行を不都合に感じさせるが, 被積分関数が

このように特異性を持つ場合でも Fourier積分の漸近展開は可能である. 実は, そのよう

な特異な場合の結果として t−1/2または t−3/2に比例する項が導かれる. 実際, Fourier積分

が特異性を持つ場合の漸近展開の公式 [53, 54]により, (4.6)は次のように評価できる: 任

意の t > 0において,

ψ(x, t) =
1

2

N−1∑
j=0

Γ(j + 1/2)

j!(it)j+1/2
lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

∂jEfσ(x,E) +RN(t). (4.9)

ここで, ij+1/2 := ei(j+1/2)π/2であり, fσ(x,E)はEに関してN 回連続微分可能であると仮

定し, そのEに関する j階偏導関数を ∂jEfσ(x,E)と記している. 一方, 剰余項RN(t)は次

のように評価される.

|RN(t)| ≤ lim
E↓0

1

2tN

∫ ∞

E
E1

−1/2

∣∣∣∣∣∣
∑

σ=+1,−1

∂NE fσ(x,E1)

∣∣∣∣∣∣ dE1. (4.10)

ただし,

lim
E→∞

∂jEfσ(x,E) = 0 (4.11)

並びに, (4.9)における極限

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

∂jEfσ(x,E), j = 0, 1, . . . , N − 1, (4.12)

が存在することを仮定している. 上式では, 極限 limE↓0 ∂
j
Ef+(x,E)及び limE↓0 ∂

j
Ef−(x,E)

の取り方を揃えてある. その理由は, それぞれの極限が個々に存在しなくとも, 同時に極
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限を取ることで, 極限が存在する場合があることを考慮に入れているからである. この点

は, (4.10)の積分についても同様である. さらに, 定義 (4.7)及び (4.8)から, (4.12)は次の

ように変形できる.

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

∂jEfσ(x,E) = lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

j−1∑
q=0

(j − 1 + q)!(−1)qσj−q

q!(j − 1 − q)!2j+q
∂j−qk [ϕ(x, k)ψ̃(k)]|k=σE1/2

E(j+q)/2

= lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

j−1∑
q=0

j−q∑
r=0

j+q∑
s=0

s∑
u=0

(j − 1 + q)!

q!(j − 1 − q)!s!2j+q

(
j − q

r

)(
s

u

)
σj−q+s

×(−1)q ∂j−q−r+uk ϕ(x, σ0) ψ̃(r+s−u)(σ0) E(−j+s−q)/2. (4.13)

ここで, 最初の等号において合成関数の微分に関する公式 [63]を使った. また, ψ̃(n)(k)は

ψ̃(k)の kに関する n階導関数を表す. ただし, ψ̃(0)(k) = ψ̃(k)とする. さらに, 記号 σ0を

次の意味で使った: ψ̃(n)(σ0) = limk→σ0 ψ̃
(n)(k). もちろん, これらの極限が存在すること及

び ψ̃(k)と ϕ(x, k)が kに関して高階微分可能であることも仮定した. 特に, j = 0と j = 1

の展開係数は, 具体的に次のように書き下せる.

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

fσ(x,E) = lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

ϕ(x, σE1/2)
∫ ∞

−∞
ϕ(y, σE1/2)ψ(y)dy. (4.14)

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

∂Efσ(x,E)

= lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

1∑
r=0

1∑
s=0

s∑
u=0

1

s!2

(
1

r

)(
s

u

)
σ1+s∂1−r+u

k ϕ(x, σ0) ψ̃(r+s−u)(σ0) E(−1+s)/2

= lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

1

2

[(
∂kϕ(x, σ0) ψ̃(σ0) + ϕ(x, σ0) ψ̃(1)(σ0)

)
σE−1/2

+∂2
kϕ(x, σ0) ψ̃(σ0) + 2∂kϕ(x, σ0) ψ̃(1)(σ0) + ϕ(x, σ0) ψ̃(2)(σ0)

]
. (4.15)

漸近展開式 (4.9)は我々の解析の基本となる公式である. この漸近展開の正当性を保証

するためには, 幾つかの条件が必要となることが予想される. 本研究では, その条件の厳

密な評価は行わないが, 以下において大雑把な評価を求めておく. なお, 次節以降では, 具

体例を解析的に調べ, それと数値計算の結果とを比較することで再検証することにする.

(4.9)が有効であるためには, 少なくとも (4.12)におけるN 個の極限値が全て有限でな

くてはならない. また, そのようなN 個の有限な極限値の中で, 0でないものが少なくと

も一つは存在しなければ (4.9)は意味をなさない. 逆に言えば, N はそのように決められ

るべきである. さらに, 実際に (4.9)を活用する際には, (4.12)[または (4.13)]における極限

値を求めなければならない. このとき, (4.13)の中の ψ̃(j)(σ0) といった因子を求める必要

がある. (4.8)の定義に戻れば,

ψ̃(j)(±0) = lim
k→±0

dj

dkj

∫ ∞

−∞
ϕ(y, k)ψ(y)dy
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= lim
E↓0

∫ ∞

−∞
∂jkϕ(y,±E1/2)ψ(y)dy

=
∫ ∞

−∞
∂jkϕ(y,±0)ψ(y)dy. (4.16)

ここで, 極限操作, 微分, 積分等が交換可能であることを仮定した. これらの仮定が成立す

るための十分条件の一つは, 定常解 ϕ(x, k)と初期波束 ψ(x)が∫ ∞

−∞
sup
k �=0

|∂nkϕ(x, k)||ψ(x)|dx <∞ (n = 0, 1, . . . , j) (4.17)

を満たすことである. この条件をポテンシャルの台が有界, すなわち適当な正数 Rにつ

いて,

V (x) = 0 (|x| > R) (4.18)

が成り立つ場合について考える. このとき, ハミルトニアンの定常解は |x| > Rでは

G+(k)eikx +G−(k)e−ikxという形になる. 条件 (4.17)に代入すれば, 次の評価を得る.∫ ∞

−∞
sup
k �=0

|∂nkϕ(x, k)||ψ(x)|dx ≤
∫ R

−R
sup
k �=0

|∂nkϕ(x, k)||ψ(x)|dx

+
n∑
l=0

(
n

l

)
sup
k �=0

(
|G(n−l)

+ (k)| + |G(n−l)
− (k)|

)

×
(∫ −R

−∞
|x|l|ψ(x)|dx+

∫ ∞

R
|x|l|ψ(x)|dx

)
. (4.19)

したがって, 上式右辺が有限値を取るためには, |G(n−l)
+ (k)|が kについて全域で有界であ

り, 初期波束 ψ(x)はポテンシャルの遠方で xの十分に高次の逆ベキ程度よりは速く減衰

する必要がある. すなわち,∫ ∞

−∞
|x|l|ψ(x)|dx <∞ (l = 0, 1, . . . , j). (4.20)

また, ポテンシャルの中心領域では, supk �=0 |∂nkϕ(x, k)| (n = 0, 1, . . . , j)は発散しないよう

振る舞えば十分である.

以上をまとめると, 漸近展開 (4.9)が有効であるための十分条件は, 初期波束 ψ(x)がポ

テンシャルから遠方で xの十分高次の逆ベキ程度よりは速く減衰すること. さらに, 定常

解 ϕ(x, k)が kに関して多数回微分可能で, G
(j)
± (k)が一様有界であることである. 後者の

条件は, ポテンシャルに関する条件で規定されることが望ましい.

4.2 箱型障壁ポテンシャル系への応用

この節と次節では, 漸近展開 (4.9)の有効性の検証および応用として, 箱型障壁ポテン

シャル系を考察する. ここでは, 漸近展開の展開係数 (4.12)を j = 0, 1まで求めることに
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する. しかし, 実際には j = 0の係数は消えてしまう. これは, 漸近展開 (4.9)が t−3/2の項

から始まることを意味する. したがって, 箱型障壁ポテンシャル系の長時間領域における

ベキ減衰は, 1次元自由粒子系のそれよりも一般的に速いこととなる. しかし, このことは

初期波束の選び方によって変わる可能性があることに注意が必要である. 初期波束への依

存性, 特に自由粒子系で重要となったゼロ運動量近傍での振る舞いとの関連性は次節で議

論される.

まず, 展開係数 (4.12)を求めるために, ハミルトニアンHの定常解 ϕ(x, k)を考察する.

ハミルトニアンH は (4.2)で与えられ, 箱型障壁ポテンシャル V (x)はパラメータ a > 0,

V0 > 0を用いて

V (x) :=

{
V0 (|x| ≤ a/2)

0 (|x| > a/2)
(4.21)

と表される. このハミルトニアンは束縛状態を持たない (より一般的には定理 2.13を見

よ). さて我々は, 定常解として Lippmann-Schwinger方程式 (4.5)の (+)の解を採用する.

しかし以下の議論は (−)解を採用しても同様に行える. (+)解を採用した場合, kが正であ

れば, 定常解 ϕ(x, k)は時間に依存しない Schrödinger方程式 (4.4)の左方投入問題に対す

る解となる. 左方投入問題の解を ϕL(x, k) (k > 0), 右方投入問題の解を ϕR(x, k) (k < 0)

と書くことにする [64]. 左方投入問題に対応する解は, k > k0のとき,

ϕL(x, k) =


Aeikx +B(k)e−ikx (x < −a/2)

C(k)eiκx +D(k)e−iκx (−a/2 ≤ x ≤ a/2)

F (k)eikx (a/2 < x)

. (4.22)

ここで, A := (2π)−1/2, κ :=
√
k2 − k2

0, k0 :=
√
V0 である. また, 各係数B(k), C(k), D(k),

F (k)は,

B(k) = i
κ2 − k2

2kκ
sin(κa)F (k),

C(k) =
κ + k

2κ
ei(k−κ)a/2F (k),

D(k) =
κ− k

2κ
ei(k+κ)a/2F (k),

F (k) =

[
cos(κa) − i

k2 + κ2

2kκ
sin(κa)

]−1

e−ikaA.

(4.23)

k0 > k > 0の場合は, (4.22)と (4.23)において iκを ρ :=
√
k2

0 − k2で置き換えれば良い.

また k = k0では, 特に x ∈ [−a/2, a/2]において次のようになる.

ϕL(x, k) = (ik0x+ 1 − ik0a/2)eik0a/2F (k0). (4.24)

ここで, F (k0) := (1 − ik0a/2)−1e−ik0a/2Aである. 右方投入問題に対応する解は, ϕL(x, k)

において xを−xで, kを−kで置き換えれば求まる.
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さて, j = 0の展開係数 (4.14)を求めよう. この場合, (4.14)から, limE↓0 ϕ(x,±E1/2)の

振る舞いを調べれば十分と分かる. まず (4.23)から,

lim
k↓0

F (k) = 0, lim
k↓0

F (k)

k
= A[i(k0/2) sinh(k0a)]

−1, (4.25)

と分かり, これより, limk↓0B(k) = −A, limk↓0C(k) = limk↓0D(k) = 0 と求まる. これら

は全ての位置 x ∈ Rにおいて,

lim
k↓0

ϕ(x, k) = lim
k↓0

ϕL(x, k) = 0 (4.26)

が成り立つことを意味する [(4.23)を見よ]. k < 0の場合も同様の結果が得られる. した

がって,

lim
E↓0

ϕ(x,±E1/2) = 0. (4.27)

これは, 入射波のエネルギーがゼロの極限において, 入射波は全反射されることを意味す

る. この結果を j = 0の展開係数 (4.14)に代入すれば,

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

fσ(x,E) = 0 (4.28)

が求まる. この評価は, 初期波束 ψ(x)が j = 0について (4.20)を満たしていれば, すなわ

ち絶対可積分であれば厳密に成り立つ. 実際, 今の場合,

sup
k �=0

sup
x∈R

|ϕ(x, k)| <∞, (4.29)

が示せるので,前節の最後で議論したように, Lebesgueの優収束定理により (4.16)と (4.28)

を厳密に導くことができる. (4.28)の結果は重要である. 何故なら, このことは漸近展開

(4.9)の展開係数は, t−1/2ではなく, t−3/2に比例する項から始まることを意味するからで

ある. この事実は, 初期波束 ψ(x)が絶対可積分であること以外の条件を必要としない点

で, 箱型障壁ポテンシャル系特有の事実と言える [60]. したがって, 自由粒子系よりも箱型

障壁ポテンシャル系の方が波束は速く減衰すると言える. このような状況は, 1次元ポテ

ンシャル系でハミルトニアンの定常解が (4.27)を満たす時には何時でも起こると予想され

る. では, 逆に定常解が (4.27)を満たさない場合は有り得るのだろうか? この問題は, ゼ

ロエネルギー共鳴と関連して, 後の 4.6節で取り上げられる.

次に, j = 1の展開係数 (4.15)を求める. 上の (4.28)の結果により, この作業は漸近展開

(4.9)から有益な評価を得るために必要となる. (4.15)に今の場合での結果 ϕ(x,±0) = 0

と ψ̃(±0) = 0 [(4.27)と (4.28)を見よ]を代入すると,

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

∂Efσ(x,E) =
∑

σ=+1,−1

∂kϕ(x, σ0) ψ̃(1)(σ0) (4.30)
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が得られる. したがって, j = 1の展開係数を求めるためには, 実質的には ∂kϕ(x,±0)と

ψ̃(1)(±0)を計算すれば良い. ここでは結果のみを示す:

∂kϕ(x,+0) =



2iA(x+ a/2) + 2A
cosh k0a

ik0 sinh k0a
(x < −a/2)

2A
cosh[k0(x− a/2)]

ik0 sinh k0a
(−a/2 ≤ x ≤ a/2)

2A(ik0 sinh k0a)
−1 (a/2 < x)

, (4.31)

∂kϕ(x,−0) =



−2A(ik0 sinh k0a)
−1 (x < −a/2)

−2A
cosh[k0(x+ a/2)]

ik0 sinh k0a
(−a/2 ≤ x ≤ a/2)

2iA(x− a/2) − 2A
cosh k0a

ik0 sinh k0a
(a/2 < x)

. (4.32)

ここで, ∂kϕ(x,+0)と ∂kϕ(x,−0)が異なることに注意せよ. また, ϕ(x,±0) = 0だからと

言って, ∂kϕ(x,±0) はゼロではないことにも注意が必要である. さらに, supk �=0 |∂kϕ(x, k)|
は全ての位置 xで有限であり, また |x| → ∞で高々O(|x|)程度に振る舞うことが示せる.

したがって, 前節の最後に議論した通り, 初期波束 ψ(x)が j = 1について (4.20)を満たせ

ば, ψ̃(1)(±0)は (4.16)に従って厳密に求められる.

4.3 初期波束のゼロ運動量近傍での振る舞いとベキ減衰との
関係

この節では, 1次元自由粒子系での議論を拡張して, 初期波束の特性が箱型障壁ポテン

シャル系での波束, またはそれに関連した物理量 (生存確率など)の長時間領域におけるベ

キ的振る舞いにどのように関係しているかを考察する. 特にここでは, 波束が t−3/2よりも

速い t−5/2のオーダーで減衰するための初期波束の条件を求める問題に限定する. 漸近展

開 (4.9)と前節の結果に依れば, この問題は j = 1の展開係数 (4.30)を消すための初期波

束の条件を求めることに帰着する.

展開係数 (4.30)がゼロとなるのは, ψ̃(1)(±0)が共にゼロのときに限る. これを確かめる

には, 例えば x < −a/2の領域で展開係数 (4.30)がゼロになる条件を考えれば良い.

まず, ψ̃(1)(+0) = 0となるための初期波束の条件を求めることを考えよう. (4.16)から,

このことは (4.31)の関数 ∂kϕ(x,+0)と “直交する”初期波束の条件を求めることに帰着す

る. しかし, ψ̃(1)(+0)の具体的な表式から, この試みは非常に困難に思われる. 何故なら,
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(4.31)を代入すると (4.16)は次のような複雑な表式となるからである.

ψ̃(1)(+0) = −2iA
∫ −a/2

−∞
yψ(y)dy − 2A

(
ia/2 +

cosh k0a

ik0 sinh k0a

) ∫ −a/2

−∞
ψ(y)dy

−2A(ik0 sinh k0a)
−1

∫ a/2

−a/2
cosh[k0(y − a/2)]ψ(y)dy

−2A(ik0 sinh k0a)
−1

∫ ∞

a/2
ψ(y)dy. (4.33)

そこで, ここでは ψ̃(1)(+0) = 0となる十分条件の一つを挙げるに留める. いま, 初期波束

がポテンシャル (4.21) の左もしくは右の遠方に局在している場合を考える. ここでは左遠

方の場合とすると,

ψ(x) = 0 (−a/2 ≤ x). (4.34)

このとき, (4.33)の第 2行と第 3行の項はゼロとなる. ここで重要な点は, このような遠

方の領域では, 定常解 ϕ(x, k)が左向きと右向きの平面波の重ね合わせと見なせることで

ある. この事実は, 初期波束の特徴付けとして自由粒子系で考察した運動量空間での振る

舞い, ψ̂(k) = O(km) (k → 0), がここでも利用できる可能性を示唆している. 実際, 条件

(4.34)の下で, (4.33)は次のようになる.

ψ̃(1)(+0) = 2ψ̂(1)(0) − 2

(
ia/2 +

cosh k0a

ik0 sinh k0a

)
ψ̂(0). (4.35)

したがって, ψ̂(0) = 0かつ ψ̂(1)(0) = 0, すなわち ψ̂(k) = O(k2) (k → 0)であれば,

ψ̃(1)(+0) = 0となる. 同様に, 条件 (4.34)の下で,

ψ̃(1)(−0) = 2(ik0 sinh k0a)
−1ψ̂(0). (4.36)

したがって, ψ̂(0) = 0であれば, ψ̃(1)(−0) = 0となる. 以上をまとめると, 条件 (4.34)と

共に,

ψ̂(k) = O(k2) (k → 0) または ψ̂(j)(0) = 0 (j = 0, 1), (4.37)

が成立すれば, j = 1の展開係数 (4.30)がゼロとなり, このとき ψ(x, t) ∼ t−5/2が期待され

る. 上と同じ条件の下で 1次元自由波束が t−3/2のように振る舞うことに注意すると [(3.38)

と (3.41)を見よ], この場合でもポテンシャル系の方が速く減衰することが分かる [(4.29)

の後の議論と比較せよ]. ところで, 従来の研究 (例えば [9, 10]を見よ)では特定の初期波

束を用いたときに ψ(x, t) ∼ t−3/2となることは知られていたが, 初期波束を変えることで

これとは異なるベキ減衰が現れ得る点は今まで明らかにされていなかったように思われる

[60]. これらの結果を明瞭に理解するために, 条件 (4.34)の下での波束の漸近形を ψ̂(k)の

ゼロ運動量での微係数を使って書き下しておく: t→ ∞において,

ψ(x, t) ∼ Γ(3/2)

2(it)3/2

{[
2ψ̂(1)(0) − 2

(
ia/2 +

cosh k0a

ik0 sinh k0a

)
ψ̂(0)

]
∂kϕ(x,+0)
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+2(ik0 sinh k0a)
−1ψ̂(0)∂kϕ(x,−0)

}
. (4.38)

同様に生存確率 S(t)は次のように求まる.

S(t) ∼ Γ(3/2)2

4t3

[∣∣∣∣2ψ̂(1)(0) − 2
(
ia/2 +

cosh k0a

ik0 sinh k0a

)
ψ̂(0)

∣∣∣∣2

+|2(ik0 sinh k0a)
−1ψ̂(0)|2

]2

. (4.39)

また条件 (4.34)と (4.37)を同時に満たす関数は実際に構成可能であることは注意すべ

きである. そのような関数を見つけるために, 以下のC∞
0 -関数の導関数を考える.

ψL(x) =

{
exp[−a0/[d

2 − (x− d0)
2]] (|x− d0| < d)

0 (|x− d| ≥ d)
. (4.40)

ただし, a0と dは正数で, d0は d0 + d < −a/2を満たすとする. この関数 ψL(x)は無限

回微分可能で, その導関数の台は閉区間 [d0 − d, d0 + d]である. ここで, ψL(x)の j階導

関数の Fourier変換, ψ̂
(j)
L (k) = (ik)jψ̂L(k), を考える. 定義 (4.40)から ψ̂L(0) �= 0なので,

ψ̂
(j)
L (k) = O(kj) (k → 0)である. したがって, ψ

(2)
L (x)が条件 (4.34)と (4.37)を同時に満た

す関数と分かる.

最後に, 生存確率の公式 (4.39)の正当性を数値的に検証して, この節を終わりたい. 初

期波束として以下の二つの関数を考える.

φ̂m(k) = Nmk
me−a0(k−k0)2/2−idk (m = 0, 1). (4.41)

ここで, a0 > 0, k0, d ∈ R, そしてNmは規格化定数である. これらは以前 (3.47)で定義し

た波動関数と同じである. 我々は, これらの波束を箱型障壁ポテンシャルの左側に置き, そ

れをポテンシャルに入射する状況を考える. ここで注意しなければならない点がある. そ

れは上の波束が条件 (4.34)を満さない事である. しかし, 波束をポテンシャルの十分遠方

に用意すれば, 条件 (4.34)が成立していると見なせるだろう.

図 4.1では, 波束 φ̂0(k) (Gauss波束)を初期波束に選んだ場合の, その生存確率と (4.39)

から予言される漸近線が示されている. ここで初期波束の各パラメータは, a0 = 2.0,

k0 = 1.0, d = −20.0 に選んでいる. このとき, 自由ハミルトニアンH0の期待値はE0 :=

〈φ0, H0φ0〉 = 1.25である. また, ポテンシャルの高さ V0を四つ選び, それぞれ, 0.0 (自由

な場合), 0.1E0, E0, 10.0E0 とした. ポテンシャルの幅は a = 2.0である. 図 4.1において,

t = 100から 101までの時間領域では, S(t)に V0に依る違いは見られず, 全て重なって見

える. t = 101から 102までの時間領域では, S(t)は激しく振動している. これは, 波束が

ポテンシャルに衝突し散乱された事によるものと考えられる. 一方, 図における三本の直
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100

10−2

10−4

10−6

100 101 102 103

S(
t)

t

t−3

V0=0.0
V0=0.1E0

V0=E0
V0=10.0E0

図 4.1: 波動関数 φ0を初期波束に選んだ場合の S(t), および (4.39)から予言される漸近線 (実線).
ポテンシャルの高さ V0を四つ選び, それぞれ, 0.0(自由な場合), 0.1E0, E0, 10.0E0 である. E0は
φ0におけるH0の期待値で 1.25である. t = 101 以前の時間領域では, S(t)は全て重なっている.
t = 102以後の領域で, これらの S(t)と対応する漸近線は良く一致している. これらが示すベキ減
衰は t−3である. ここでは φ0のパラメータを a0 = 2.0, k0 = 1.0, d = −20.0, ポテンシャルの幅を
a = 2.0に選んでいる.

線 (その内の二本は重なっている)が公式 (4.39)による漸近線である. 図 4.1から, t = 102

以後の領域で, S(t)と漸近線が極めて良く一致していることが分かる. これらが示す漸近

的な振る舞いは t−3である. また, V0 = 0.0のときの S(t)の漸近線は, (3.45)から計算でき

る. このときその振る舞いは t−1である.

図 4.2では, 波束 φ̂1(k)を初期波束に選んだ場合の, その生存確率と (4.39)から予言され

る漸近線が示されている. 初期波束のパラメータは図 4.1の φ̂0(k)におけるものと同じで

ある. このとき, H0の期待値はE1 := 〈φ1, H0φ1〉 = 2.15 である. またポテンシャルの高さ

V0も図 4.1の場合と同様に選んである. ただし, E0はE1で置き換えられる. 図 4.1におい

て, t = 100から 101までの時間領域では, S(t)にポテンシャルの高さに依る違いは見られ

ず, この場合も全て重なって見える. t = 101から 102の領域で, S(t)は激しく振動してい

る. この振動も波束がポテンシャルに衝突し散乱された事によるものと考えられる. ただ

し, 振動の始まる時刻は図 4.1の場合よりも早いようである. これは, 素朴にはE0 < E1が

原因と思われる. 一方, 図に示した直線が公式 (4.39)による漸近線である. 図 4.1の場合と

異なり, 今の場合の漸近線は V0や aには依らないことに注意せよ. 実際, ψ̂(0) = φ̂1(0) = 0
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S(
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t

t−3

V0=0.0
V0=0.1E1

V0=E1
V0=10.0E1

図 4.2: 波動関数 φ1を初期波束に選んだ場合の S(t), および (4.39)から予言される漸近線 (実線).
ポテンシャルの高さ V0を四つ選び, それぞれ, 0.0(自由な場合), 0.1E0, E0, 10.0E0 である. E1は
φ1におけるH0の期待値で 2.15である. t = 101 以前の時間領域では, S(t)は全て重なっている.
t = 102 以後の領域で, S(t)と漸近線は良く一致している. これらが示す漸近的な振る舞いは t−3

である. ここで用いた各パラメータの値は図 4.1におけるものと同じである.

を (4.39)に代入すれば,

S(t) ∼ Γ(3/2)2

t3

∣∣∣∣φ̂1

(1)
(0)

∣∣∣∣2 (4.42)

となる. 図から, t = 102以後の領域で, S(t)とこの漸近線が一致していることが分かる.

これらが示す漸近的な振る舞いは t−3である. また, V0 = 0.0のときの S(t)の漸近線は,

(3.45)から予言できる. その漸近的振る舞いは t−3であり, 実は (4.42)の漸近線の値の 1/4

倍である.

4.4 有限井戸型ポテンシャル系への応用

この節と次の二つの節では, 漸近展開 (4.9)の有効性の検証および応用として, 井戸型ポ

テンシャル系を考察する. 箱型障壁ポテンシャル系と井戸型ポテンシャル系のそれぞれの

定常解の類似性から, 一見すると, 前者と後者の長時間領域でのベキ的振る舞いには大き

な違いはないと思われる. しかし, 実は後者には前者にないゼロエネルギー共鳴が存在す

る [(3.27)の後の議論を見よ]. ゼロエネルギー共鳴とは, ハミルトニアンのゼロ固有値に

属する固有関数がHilbert空間に属さない場合を指す. これは時間発展演算子の漸近展開
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解析において詳細に調べられている. 箱型障壁ポテンシャル系では (4.27)が成立するので

このような状況は起こらない. 一方, 井戸型ポテンシャル系では, ポテンシャルの深さが特

別な値を取るときには (4.27)が成立せず, limE↓0 ϕ(x,±E1/2) が L2(R)に属さない関数と

して定まり得る. この事実は重要である. 何故なら, このような状況では, 漸近展開 (4.9)

の j = 0の展開係数 (4.14)が消えずに残るため, 原理的に波束は t−1/2で減衰し得るから

である. これは箱型障壁ポテンシャル系にはない振る舞いである [(4.29)の後の議論を見

よ]. ポテンシャルの深さがこのような特別な値を取らなければゼロエネルギー共鳴は発

生しない. このような場合は, 箱型障壁ポテンシャル系と同様, 波束は t−3/2またはそれよ

り速いオーダーで減衰する. ゼロエネルギー共鳴の存在によってベキ減衰のベキが変わり

得るという現象は既に指摘されていた [55, 56, 57, 58]. しかし, 井戸型ポテンシャル系と

いった基本的な系による理解 [60]は, 今までなされていなかったように思われる. ゼロエ

ネルギー共鳴がない状況でのベキ減衰を次節で, ゼロエネルギー共鳴がある状況でのベキ

減衰についてはその次の節で取り上げる. また, そこでは, 初期波束への依存性, 特に自由

粒子系で重要となったゼロ運動量近傍での初期波束の振る舞いとの関連性をも議論する.

この節では, それらの議論のための準備として, ゼロエネルギー共鳴がどのような場合に

発生するかを考察する.

有限井戸型ポテンシャルを

V (x) :=

{ −V0 (|x| ≤ a/2)

0 (|x| > a/2)
(4.43)

で定義する. ここで, a > 0, V0 > 0である. また, k0 :=
√
V0と置く. ハミルトニアンHを

(4.2)で定義する. この系では, 任意の正の値 V0に対してHの束縛状態が存在し, しかも,

V0と aの値によって束縛状態の個数が変化する (例えば [64]を見よ). これらの間には次の

関係がある:

束縛状態の個数 = {k0a/πより小さい最大の整数 } + 1. (4.44)

ただし, ゼロ固有値 (対応する固有関数がHilbert空間に属す場合)は持たないことに注意

せよ. 我々は, 箱型障壁ポテンシャル系と同様に, ここでも Lippmann-Schwinger方程式

の (+)解 ϕ(x, k)を採用する. このとき ϕ(x, k)は時間に依存しない Schrödinger方程式

(4.4)の左方投入問題に対する解となる. 左方投入問題の解を ϕL(x, k), 右方投入問題の解

を ϕR(x, k)と書くことにする. 定常解 ϕL(x, k) (k > 0)は, 箱型障壁ポテンシャル系の定

常解の |k| > k0における式 (4.22)と (4.23)において, V0を−V0で置き換えることで求ま

る. ϕR(x, k) (k < 0)も同様にして求まる.

まず k0a �= nπ (nは自然数)の場合を考えよう. この場合は

lim
k↓0

F (k)/k = [−i(k0/2) sin(k0a)]
−1A, (4.45)
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となるから, 全ての位置 x ∈ Rにおいて,

lim
k↓0

ϕL(x, k) = 0, (4.46)

が成り立つ. この事情は (4.26)と全く同じである. 同様に, limk↑0 ϕR(x, k) = 0も示せる.

したがってゼロエネルギー共鳴は発生しない.

次に, k0a = nπ (nは自然数)のときを調べる. この場合は, limk↓0 F (k) = (−1)nAであ

り, その他は limk↓0B(k) = limk↓0C(k) = limk↓0D(k) = 0となる. よって,

lim
k↓0

ϕL(x, k) =


A (x < −a/2)

(−1)nA cos[k0(x− a/2)] (−a/2 ≤ x ≤ a/2)

(−1)nA (a/2 < x)

, (4.47)

が成り立つ. 同様に,

lim
k↑0

ϕR(x, k) =


(−1)nA (x < −a/2)

(−1)nA cos[k0(x+ a/2)] (−a/2 ≤ x ≤ a/2)

A (a/2 < x)

. (4.48)

これらの関数は, 固有値方程式 (4.4)のゼロ固有値に属する解である. 3 また, これらは明

らかに Hilbert空間 (ここでは L2(R))に属さない. すなわち, k0a = nπのときにはゼロ

エネルギー共鳴が生じていることを意味する. 実は, 関係式 (4.44)から, k0a = nπは束

縛状態の数が変化する閾値に対応していることが分かる. したがって, 束縛状態の個数が

変化するポテンシャルの深さ, すなわち k0a = nπ でゼロエネルギー共鳴が起こっている.

このような特別な深さは高々可算個しかないことに注意しよう. 実は, この事実は井戸型

ポテンシャル系に限らない一般的事実として知られている. また, 可算個の点からなる集

合の Lebesgue測度はゼロである. このことから, しばしばゼロエネルギー共鳴は一般的

(generic)現象ではないと言われる (例えば [58]を見よ).

4.5 初期波束のゼロ運動量近傍での振る舞いとベキ減衰との
関係

この節では, 井戸型ポテンシャル系でポテンシャルの深さが k0a �= nπを満たす場合の

波束のベキ減衰を考察する. すなわち, ゼロエネルギー共鳴がない場合である. この場合

は, 箱型障壁ポテンシャル系と同様, 波束は漸近的に t−3/2またはそれより速く減衰するこ

とが示される. また, 初期波束への依存性, 特に自由粒子系で重要となったゼロ運動量近

傍での初期波束の振る舞いとの関連性も議論する. ここでは, 波束の長時間での漸近展開

3厳密には超関数の意味で固有値方程式 (4.4)のゼロ固有値に属する解となっている [23].
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(4.9) の展開係数 (4.12)の内, j = 0の係数は消えることが直ちに分かるので [(4.46)を見

よ], 次の j = 1の係数を求める. これは箱型障壁ポテンシャル系での状況と全く同じであ

る [(4.29)の後の議論を見よ].

j = 0の展開係数はゼロとなるから, j = 1の展開係数を求めるためには, 我々は (4.15)

からではなく (4.30)から出発できる. したがって, ∂kϕ(x,±0)を求めれば十分である. 以

下に結果のみを記す:

∂kϕ(x,+0) =



2iA(x+ a/2) − 2A
cos k0a

ik0 sin k0a
(x < −a/2)

−2A
cos[k0(x− a/2)]

ik0 sin k0a
(−a/2 ≤ x ≤ a/2)

−2A(ik0 sin k0a)
−1 (a/2 < x)

, (4.49)

∂kϕ(x,−0) =



2A(ik0 sin k0a)
−1 (x < −a/2)

2A
cos[k0(x+ a/2)]

ik0 sin k0a
(−a/2 ≤ x ≤ a/2)

2iA(x− a/2) + 2A
cos k0a

ik0 sin k0a
(a/2 < x)

. (4.50)

さらに, supk �=0 |∂kϕ(x, k)|は全ての位置 xで有限であり, また |x| → ∞で高々O(|x|)程度
に振る舞う. したがって, 箱型障壁ポテンシャル系での議論と同様, 初期波束ψ(x)が j = 1

について (4.20)を満たせば, ψ̃(1)(±0)は (4.16)に従って厳密に求められる.

我々はここでも, 初期波束がポテンシャルの左もしくは右の遠方に局在している場合に

議論を制限し, (4.34)の成立を仮定する. このとき, (4.35)に関する議論と全く同様にして,

ψ̃(1)(+0) = 2ψ̂(1)(0) − 2

(
ia/2 − cos k0a

ik0 sin k0a

)
ψ̂(0) (4.51)

が得られる. 同様に,

ψ̃(1)(−0) = −2(ik0 sin k0a)
−1ψ̂(0). (4.52)

したがって, 条件 (4.34)の下での波束の長時間での漸近形を ψ̂(k)のゼロ運動量での導関

数を使って書き下せば, t→ ∞において,

ψ(x, t) ∼ Γ(3/2)

2(it)3/2

{[
2ψ̂(1)(0) − 2

(
ia/2 − cos k0a

ik0 sin k0a

)
ψ̂(0)

]
∂kϕ(x,+0)

−2(ik0 sin k0a)
−1ψ̂(0)∂kϕ(x,−0)

}
. (4.53)

この結果から分かるように,条件 (4.34)と共に条件 (4.37),すなわち, ψ̂(j)(0) = 0 (j = 0, 1),

が満たされれば, 上の t−3/2の展開係数がゼロとなり, このとき ψ(x, t) ∼ t−5/2が期待され



66 第 4章 1次元ポテンシャル系の漸近的振る舞いにおけるベキ減衰

る. この機構は箱型障壁ポテンシャル系の場合と全く同じである. 最後に, (4.53)に対応

する生存確率 S(t)も記しておく,

S(t) ∼ Γ(3/2)2

4t3

[∣∣∣∣2ψ̂(1)(0) − 2
(
ia/2 − cos k0a

ik0 sin k0a

)
ψ̂(0)

∣∣∣∣2

+|2(ik0 sin k0a)
−1ψ̂(0)|2

]2

. (4.54)

4.6 ゼロエネルギー共鳴とベキ減衰

この節では, 井戸型ポテンシャル系でポテンシャルの深さが k0a = nπを満たす場合の

波束のベキ減衰を考察する. すなわち, ゼロエネルギー共鳴が存在する場合である. この

場合は箱型障壁ポテンシャル系と違って, 波束は, t−3/2より遅い, t−1/2で減衰し得る. こ

れは 1次元自由波束の振る舞いと同じである. また, 初期波束への依存性, 特に自由粒子系

で重要となったゼロ運動量近傍での初期波束の振る舞いとの関連性も議論する. ただし,

この節においても前節と同様, 初期波束がポテンシャルの左もしくは右の遠方に局在して

いる場合に議論を制限する. すなわち, (4.34)を仮定する.

まず, 波束の長時間での漸近形を求めるために, 漸近展開 (4.9)の j = 0の展開係数を導

出する. j = 0の展開係数は, (4.47)と (4.48)を j = 0の展開係数 (4.14) に代入すれば計算

できる. まず, 条件 (4.34)の下で,

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

fσ(x,E) = ψ̂(0)ϕ(x,+0) + (−1)nψ̂(0)ϕ(x,−0) (4.55)

となる. したがって, 漸近展開 (4.9)は, 初期波束 ψ(x)のゼロ運動量での値 ψ̂(0)を使って

次のように表せる: t→ ∞において,

ψ(x, t) ∼ Γ(1/2)

2(it)1/2

[
ψ̂(0)ϕ(x,+0) + (−1)nψ̂(0)ϕ(x,−0)

]
. (4.56)

ここで, 上の公式は ψ̂(0) = 0のときには有効な評価を与えていないことに注意が必要で

ある. この事実は 1次元自由粒子系の場合と全く同様である. したがって, ψ̂(0) = 0のと

きには, 漸近展開 (4.9)における次の展開係数 (j = 1)を導出しなければならない. ちなみ

に (4.56)に対応する生存確率 S(t)は次のようになる.

S(t) ∼ Γ(1/2)2

t
|ψ̂(0)|4. (4.57)

さて ψ̂(0) = 0の場合の漸近公式を求めるために, 上で議論した通り, j = 1の展開係数

を導出する. ψ̃(+0) = ψ̂(0) = 0と ψ̃(−0) = (−1)nψ̂(0) = 0を (4.15)に代入すれば, この
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展開係数は,

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

∂Efσ(x,E)=lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

1

2
ϕ(x, σ0) ψ̃(1)(σ0)σE−1/2

+
∑

σ=+1,−1

1

2

[
2∂kϕ(x, σ0) ψ̃(1)(σ0) + ϕ(x, σ0) ψ̃(2)(σ0)

]
(4.58)

となる. この式から分かるように,前節とは違って,我々は∂kϕ(x,±0)だけでなく∂2
kϕ(x,±0)

も求めなければならない. 以下に結果のみを示す. k0a = nπ(nは自然数)のとき,

∂kϕ(x,+0) =


iAx (x < −a/2)

i(−1)nA

[
sin[k0(x− a/2)]

k0
− a

2
cos[k0(x− a/2)]

]
(|x| ≤ a/2)

i(−1)nA(x− a) (a/2 < x)

. (4.59)

∂kϕ(x,−0) =


i(−1)nA(x+ a) (x < −a/2)

i(−1)nA

[
sin[k0(x+ a/2)]

k0

+
a

2
cos[k0(x+ a/2)]

]
(|x| ≤ a/2)

iAx (a/2 < x)

. (4.60)

∂2
kϕ(x,+0)

=


−Ax2 (x < −a/2)

(−1)n+1A

[
(x− 3a/2) sin[k0(x− a/2)]

k0
+
a2

4
cos[k0(x− a/2)]

]
(|x| ≤ a/2)

(−1)n+1A(x− a)2 (a/2 < x)

.

(4.61)

∂2
kϕ(x,−0)

=


(−1)n+1A(x+ a)2 (x < −a/2)

(−1)n+1A

[
(x+ 3a/2) sin[k0(x− a/2)]

k0
+
a2

4
cos[k0(x+ a/2)]

]
(|x| ≤ a/2)

−Ax2 (a/2 < x)

.

(4.62)

次に, 初期波束が条件 (4.34)を満たすと仮定して, ψ̃(1)(±0)と ψ̃(2)(±0)を求める. まず,

(4.59)と (4.60)を j = 1での (4.16)に代入すると,

ψ̃(1)(+0) = ψ̂(1)(0). (4.63)

同様に,

ψ̃(1)(−0) = (−1)n[iaψ̂(0) + ψ̂(1)(0)]. (4.64)

特に, ここでの仮定, ψ̂(0) = 0, の下では, ψ̃(1)(−0) = (−1)nψ̂(1)(0)となる. 次に, (4.61)と

(4.62)式を j = 2での (4.16)に代入すると,

ψ̃(2)(+0) = ψ̂(2)(0). (4.65)
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同様に,

ψ̃(2)(−0) = (−1)n(ψ̂(2)(0) + 2iaψ̂(1)(0) − a2ψ̂(0)). (4.66)

特に仮定, ψ̂(0) = 0, の下では, ψ̃(2)(−0) = (−1)n(ψ̂(2)(0) + 2iaψ̂(1)(0)) となる. ここで,

(4.58)の第 1項の極限の収束性を評価する. (4.47)と (4.48)および, (4.63)と (4.64)から,

|x| > a/2の領域では

lim
E↓0

∑
σ=+1,−1

1

2
ϕ(x, σ0) ψ̃(1)(σ0)σE−1/2 = 0 (4.67)

と分かる. これは ϕ(x,+0) ψ̃(1)(+0) = ϕ(x,−0) ψ̃(1)(−0) による. 一方, |x| ≤ a/2の領域

では, このような打ち消しは起こらずこの値は不定となる. 以上の考察を基に, 初期波束

が ψ̂(0) = 0を満たすときの, 波束の漸近展開式を導出すると次のようになる: t → ∞に
おいて,

ψ(x, t)∼ Γ(3/2)

4(it)3/2

[
2ψ̂(1)(0)∂kϕ(x,+0) + ψ̂(2)(0)ϕ(x,+0)

+ 2(−1)nψ̂(1)(0)∂kϕ(x,−0) + (−1)n(ψ̂(2)(0) + 2iaψ̂(1)(0))ϕ(x,−0)
]
. (4.68)

ただし, この漸近公式は |x| > a/2の領域でのみ成立する. 初期波束が条件 (4.34)を満た

す仮定の下では, 上の結果を使って生存確率 S(t)の長時間での漸近形も計算できる.

S(t) ∼ Γ(3/2)2

t3
|ψ̂(1)(0)|4. (4.69)

ここで, 仮定 ψ̂(0) = 0を用いている.

この節の最後に, 生存確率に関する公式 (4.54), (4.57), 及び (4.69) の正当性を数値的に

検証しよう. ここでも初期波束として (4.41)の二つの波束 φ0と φ1を考える. 我々は, こ

れらの波束を井戸型ポテンシャル (4.43)の左側に置き, それをポテンシャルに入射する状

況を再び考える. しかし, 注意しなければならない点が二つある. 一つはこれらの波束が

条件 (4.34)を満さない点であるが, このことは波束をポテンシャルの十分遠方に設置すれ

ば克服されるだろう. 実際, 図 4.1と図 4.2における結果はこの事を支持していると言え

る. もう一つは, 井戸型ポテンシャル系には束縛状態が存在する点である. この場合の生

存確率は, 正確には (4.3)から次のようになる.

S(t) =

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

|〈ϕn, ψ〉|2e−itEn +
〈
ψ,

∫ ∞

−∞
e−itk

2

ϕ(·, k)
[∫ ∞

−∞
ϕ(y, k)ψ(y)dy

]
dk

〉∣∣∣∣∣
2

. (4.70)

我々が得た公式 (4.54), (4.57), 及び (4.69) は, 上式における絶対値記号の中の第 1項を無

視した場合に相当する. しかし, 一般には初期波束と束縛状態との重なり (内積) 〈ϕn, ψ〉を
表した第 1項はゼロにはならない. また, t → ∞の極限においても, 第 1項は準周期的振
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図 4.3: 波動関数φ0を初期波束に選んだ場合の (4.70)のS(t), および (4.54)と (4.57)から予言され
るそれらの漸近線 (実線). ポテンシャルの深さ V0は, ゼロエネルギー共鳴のない三つの場合 (V0 =
0.5π2/a2, 2.0π2/a2, 4.5π2/a2), ゼロエネルギー共鳴がある二つの場合 (V0 = 1.0π2/a2, 4.0π2/a2),
そして自由な場合 (V0 = 0.0)を選んだ. t = 101以前の時間領域では, S(t)はポテンシャルの深さに
よる違いを全く示さず, 全て重なっている. ゼロエネルギー共鳴がない場合, t = 102以後の領域で,
S(t)と漸近線 (t−3に比例する実線)は良く一致している. ゼロエネルギー共鳴がある V0 = π2/a2

の場合も, t = 102以後の領域で, S(t)と漸近線 (t−1に比例する実線)の一致が見られる. しかし,
V0 = 4.0π2/a2のゼロエネルギー共鳴の場合, ここで見ている時間領域での一致は見られない. こ
こでは φ0のパラメータを a0 = 2.0, k0 = 1.0, d = −20.0, ポテンシャルの幅を a = 2.0に選んで
いる.

動を行い決してゼロには収束しないことに注意すべきである. したがって, 十分時間が経

てば, いつかは第 1項が S(t)の支配的な項になるだろう. しかし, 初期波束をポテンシャ

ルの十分遠方におけば, この重なりは十分小さくできる. このとき漸近公式は, 長時間領域

におけるある一定期間において, (4.70)のS(t)を良く近似すると考えられる. そこで, 我々

は (4.70)の S(t)と, 漸近公式 (4.54), (4.57), 並びに (4.69) を数値的に比較し考察した.

図 4.3では, 波束 φ̂0(k) (Gauss波束)を初期波束に選んだ場合での, (4.70)の S(t)と,

(4.54)と (4.57)から予言される漸近線 (実線)が示されている. ここでは初期波束の各

パラメータを a0 = 2.0, k0 = 1.0, d = −20.0 に選んでいる. また, ポテンシャルの深

さ V0 の値を五つ選び, それぞれ 0.5π2/a2, π2/a2, 2.0π2/a2, 4.0π2/a2, 4.5π2/a2 とした.

V0 = π2/a2, 4.0π2/a2のときがゼロエネルギー共鳴に対応する. またポテンシャルの幅は

a = 2.0である. さらに比較のため, V0 = 0.0の自由な場合も示した. 図 4.3において,

t = 101以前の時間領域では, S(t)は V0の値による違いを示さず, 全て重なって見える. ま
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図 4.4: 波動関数φ1を初期波束に選んだ場合の (4.70)のS(t), および (4.54)と (4.69)から予言され
るそれらの漸近線 (実線). ポテンシャルの深さ V0は, ゼロエネルギー共鳴のない三つの場合 (V0 =
0.5π2/a2, 2.0π2/a2, 4.5π2/a2), ゼロエネルギー共鳴がある二つの場合 (V0 = 1.0π2/a2, 4.0π2/a2),
そして自由な場合 (V0 = 0.0)を選んだ. t = 101以前の時間領域では, S(t)はポテンシャルの深さ
による違いを示さず, 全て重なっている. ゼロエネルギー共鳴がない場合, t = 102 以後の領域で,
S(t)と漸近線 (4.54) (t−3に比例する上側の実線)は良く一致している. ゼロエネルギー共鳴があ
る V0 = π2/a2の場合も, t = 102以後の領域で, S(t)と漸近線 (4.57) (t−3に比例する下側の実線)
の一致が見られる. しかし, V0 = 4.0π2/a2のゼロエネルギー共鳴の場合, ここで見ている時間領域
での一致は見られない. ここで用いた各パラメータの値は図 4.3におけるものと同じである.

た, t = 101から t = 102までの領域では S(t)は激しく振動している. この振動も波束がポ

テンシャルの影響を受けて散乱された事によるものと考えられる. 次に, 図の t = 102以後

の時間領域に注目しよう. ゼロエネルギー共鳴が起きない場合, S(t)と漸近線 (4.54)(t−3

に比例する実線)は良く一致している. 一方, ゼロエネルギー共鳴がある場合, S(t)はこれ

らと異なった振る舞いをしている. 特に V0 = π2/a2の場合では, S(t)は漸近線 (4.57) (t−1

に比例する実線)と一致していることが分かる. しかし, V0 = 4.0π2/a2の場合では, 図に

おける時間領域での一致は見られない. また, V0 = 0.0の自由な場合の S(t)の漸近線は

(3.45)から予言できる. それはゼロエネルギー共鳴での漸近線 (4.57)と全く同じである.

t = 102以後の領域では, 自由な場合の S(t)は漸近線 (4.57)と全く重なってしまい区別が

できない.

図 4.4では, 波束 φ̂1(k)を初期波束に選んだ場合での, 生存確率 S(t) (4.70)と, (4.54)と

(4.69)から予言される漸近線が示されている. 初期波束のパラメータの値は図 4.3で用
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いたものと同じである. また, ポテンシャルの深さ V0についても図 4.3と同じ 0.5π2/a2,

π2/a2, 2.0π2/a2, 4.0π2/a2, 4.5π2/a2の五つを選んだ. V0が π2/a2と 4.0π2/a2のときがゼ

ロエネルギー共鳴に対応する. またポテンシャルの幅は a = 2.0である. さらに, 比較のた

め V0 = 0.0の自由な場合も示した. 図 4.4において, t = 101以前の時間領域では, S(t)は

V0の値による違いを全く示さず, 全て重なってしまっている. また, t = 101から t = 102

までの時間領域では S(t)は激しく振動している. この振動も波束がポテンシャルの影響

を受けて散乱された事によるものと思われる. 次に, 図における, t = 102以後の領域に注

目しよう. ゼロエネルギー共鳴が起きない場合, S(t)と漸近線 (4.54) (t−3に比例する上側

の実線)が良く一致していることが分かる. この場合の漸近線も V0や aには依存しないこ

とに注意せよ. 実際, ψ̂(0) = φ̂1(0) = 0を (4.54)に代入すれば,

S(t) ∼ Γ(3/2)2

t3

∣∣∣∣φ̂1

(1)
(0)

∣∣∣∣2 (4.71)

となる. 実はこの漸近形は (4.42)と全く同じである. 一方,ゼロエネルギー共鳴がある場合,

S(t)はこれらと異なった振る舞いをしている. 特に V0 = π2/a2の場合では, S(t)と漸近線

(4.69) (t−3に比例する下側の実線)が一致していることが分かる. 一方, V0 = 4.0π2/a2の

場合では, 図における時間領域で一致は見られない. また, V0 = 0.0の自由な場合のS(t)の

漸近線は (3.45)から予言できる. それはゼロエネルギー共鳴がある場合での漸近線 (4.69)

と全く同じであり, ゼロエネルギー共鳴がない場合の漸近線 (4.71)の 1/4倍でもある.





73

第5章

結論

本研究では二つのテーマを扱ってきた. 一つは第 2章で取り上げた時間演算子の公理

論的定式化に関する研究である. もう一つは第 3章で述べた 1次元自由波束が示す長時間

領域でのベキ減衰とその初期状態依存性に関する研究である. 特に後者に関してはポテン

シャル系への拡張を第 4章で行った. 以下ではこれらの研究に関する成果と今後の課題を

述べる.

第 2章での目的の一つは, 公理論的立場から時間演算子を扱い, その諸性質を明らかに

する事であった. そこで, まず正準交換関係の一種である弱Weyl関係式を導入した. ま

た, Aharonov-Bohm時間演算子 T0がL2(R)上の対称演算子として定式化できる事を述べ

た. この事実は, 量子情報理論における POVMの意味で, Aharonov-Bohm時間演算子が

扱える事を意味しており興味深いと言える. 続いて, その対称拡大 T̃0がH0と弱Weyl関

係式を満たす事を示した. これを根拠に, 我々はさらに弱Weyl関係式を満たす T とHの

スペクトルや不確定性関係に関する諸性質を明らかにした. 特に, T とHが弱Weyl関係

式を満たす状況では, H は絶対連続である事を定理 2.8で示した. この定理は, ある量子

系において, ハミルトニアンHと弱Weyl関係式を満たす時間演算子 T が存在すれば, そ

の系は散乱状態だけからなる事を述べている. また, 弱Weyl関係式と幾つかの条件の下

で, T とHの不確定性関係においては最小不確定性状態が存在しない事を証明した. この

結果は, Wigner [47]や Baute等 [48]の Aharonov-Bohm時間演算子に関する結果の精密

化と言えるだろう. さらに, T0とH0を波動演算子でユニタリー変換することで, (短距離

型)ポテンシャル系にも時間演算子を構成できる事を指摘した. この構成方法は簡単なも

のだが, 様々なポテンシャル系で時間演算子が定義できる事実は驚きと言える. 本研究で

は構成方法のみを述べてきたが, 近年この方法により構成された時間演算子の具体例の解

析もなされている [65, 66]. また, 本研究では離散スペクトルを持つハミルトニアンと正準

交換関係を満たす時間演算子を扱わなかったが, 近年そのような時間演算子の具体的な構

成方法も明らかにされている [67]. 特にコンパクトかつ自己共役な時間演算子が構成でき

るという興味深い結果が得られている.

我々のもう一つの目的は, 時間演算子と量子ダイナミクスとの関連を明らかにし, それ
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を基に時間演算子の物理的意味の理解を目指す事であった. この試みにおいて我々は, ハ

ミルトニアンHと弱Weyl関係式を満たす時間演算子 T が, 初期状態の生存確率と密接に

関係付く事を見出した. それは興味深い不等式 (1.15)[または (2.26)]で表される. この不等

式は, Hと弱Weyl関係式を満たす T が存在すれば, 長時間において生存確率は t−2または

それより速いオーダーで減衰する事を主張する. また, 時間演算子 T の状態 ψにおける不

確定性 (標準偏差)(∆T )ψは, ψの生存確率がおよそ 1/2になる時刻の上限を与えることも

確認した. 生存確率の物理的意味を考慮すると, このことは (∆T )ψだけ時間が経てば時間

発展した後の状態と初期状態とが十分区別できることを表している. 我々は, T から計算

される時間の不確定性の性質をこのような意味において明らかにできたと言えるだろう.

一方, 不等式 (1.15)は, 関係式 (1.16)を経由することでさらに別の問題を提起した. それ

は, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いと波束の長時間での振る舞いとの定量的関係の

解明という問題であった.

そこで第 3章では, 1次元自由波束とそれに関連した物理量 (生存確率や非逃避確率な

ど)の長時間における振る舞いが, 初期波束のゼロ運動量近傍での振る舞いとどのように

関係しているかを考察した. この問題を扱うために, 我々はまず長時間領域での波束の漸

近展開を試みた. そこでは漸近展開の二つの導出方法が述べられた. 一つは素朴な導出方

法に基づいており, その意味ではより実践的であるとも言える. もう一つの導出方法は数

学的に厳密な手立てに基づいている. 二つの方法による結果は完全に一致しており, この

意味で後者は前者を保証している. 我々はこの漸近展開式を用いて, 初期波束のゼロ運動

量近傍での振る舞いが波束のベキ減衰のベキの値を決定している事を定量的に確認した.

また, 実は波束の減衰の速さは空間の各点に依存する事, さらに生存確率と非逃避確率と

が互いに異なるベキ減衰を示し得る事を明らかにした. 生存確率と非逃避確率の物理的意

味は似かよっているにも関らず, このような異なる振る舞いを示す点は興味深い. これら

の研究成果を通して, 我々は時間発展に関して量子力学に内在する新たな構造を垣間見た

のかもしれない. なお, この漸近展開式が必ずしも任意の初期波束に対して有効ではない

事には注意しなければならない. Gauss波束のような急減少関数には十分有効だが, 文献

[14, 15, 16, 17]で扱われた初期波束は適用範囲外である. 我々の結果をこれらの初期波束

にも適用できるように拡張することは今後の課題である.

さらに, 第 4章では, 1次元自由粒子系での議論を 1次元 (短距離型)ポテンシャル系へ

と拡張した. そこでの我々の方針は 1次元自由粒子系での場合と同じである. まずポテン

シャル系での波束の漸近公式を求めた. ポテンシャル系での波束の漸近展開に関しては,

既に幾つかの方法が知られている [10, 55, 56, 57, 58]. しかし, ここでは新たに別の方法を

開発した. この方法ではハミルトニアンの定常解が解析的に完全に求まっていれば漸近展

開できる仕組みとなっている. これ自身も新しい成果の一つである. この導出は, Fourier
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積分の漸近展開の理論に基づき, 特に被積分関数が特異性を持つ場合の結果を応用して達

成された. この漸近公式は急減少関数のような性質の良い初期波束に対して適用可能であ

る. ここでの漸近展開は前章までのように数学的に厳密なものではなく, その収束性は明

らかではない. 特にハミルトニアンの定常解のエネルギー依存性が十分解析的であること

が要求される. 将来的には, これら全ての仮定がポテンシャルのクラスと初期状態のクラ

スを規定する形で記述される事が望まれる. 我々はここで導出した漸近公式の検証も兼ね

て, それを箱型障壁ポテンシャル系と井戸型ポテンシャル系に応用した. そこでは, 初期

波束のゼロ運動量付近の振る舞いと長時間領域での波束のベキ的振る舞いとの関連を再

び調べた. その結果, 1次元自由粒子系で得た結果とは多少異なるが, 確かに初期波束のゼ

ロ運動量付近の振る舞いとベキ減衰のベキの値には関連性がある事を見出した. 最後に井

戸型ポテンシャル系ではゼロエネルギー共鳴が存在することを指摘した. 我々は, ゼロエ

ネルギー共鳴が存在する場合ではそれが存在しない場合に比べてベキ減衰が遅くなる事

を示した. このゼロエネルギー共鳴とベキ減衰との関連については, 既に多くの詳細な研

究がなされている [55, 56, 57, 58]. しかし, 井戸型ポテンシャル系といった基本的な系で

の具体的確認は今までなされていなかったように思われる. 一方, このゼロエネルギー共

鳴のベキ減衰への効果も, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いによっては打ち消されて

しまう場合がある. これは今まで明らかにされていなかった事実であり, 非常に興味深い

と言えるだろう.

本研究では, 量子論における “時間”に関する基礎的問題として二つの課題を扱ってき

た. 特に第一の課題では, 時間演算子と生存確率の時間発展との関連を指摘したが, これ

は我々が提起した独自のものであり, 時間演算子を理解する新しい試みとして期待される

ものと思われる. また, 文献 [67]の結果を用いて, 離散スペクトルを持つ量子系に議論を

拡張することも興味深い. 第二の課題で扱った, 初期波束のゼロ運動量付近の振る舞いと

波束の長時間での振る舞いとの関連に関する研究は, 量子系の長時間領域におけるベキ的

減衰に関する新たな知見をもたらすことが期待される. また, 初期波束 (状態)の特性を考

慮に入れたこれらの研究を不安定量子系などの現実的な系へ拡張することも考えられる.

特に, 長時間領域でのベキ減衰則が未だに実験的に観測されていない点から, 初期状態の

特性を生かしたベキ減衰則の実験的検証の可能性の探求といった方向性が重要と言える.
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付 録A

‖T0ψ‖を有限にする状態ψの性質

この付録では初期波束 ψを制限することで関係式 (1.16)を証明する [50]. まず, 初期波

束 ψは L2,s(R) (s > 5/2)に属するベクトルに限るものとする. このとき (3.49)での議論

から, ψ(x), xψ(x), x2ψ(x)等は全てR上で絶対可積分である. また ψ̂(k)は kについて 2

回連続微分可能であることが保証される. したがって, 特に k → 0のとき,

ψ̂(k) = ψ̂(0) + kψ̂(1)(0) +O(k2), ψ̂(1)(k) = ψ̂(1)(0) +O(k). (A.1)

よって k → 0で,

(T̂0ψ)(k) =
i

4

(
−ψ̂(0)

k2
+
ψ̂(1)(0)

k

)
+O(1). (A.2)

ここで T0(または T̃0)は Aharonov-Bohm時間演算子である [(2.19)を参照]. さらに ψ ∈
L2,s(R) ⊂ L2,1(R)であるから,

∫
R |xψ(x)|2dx =

∫
Rk

|ψ̂′(k)|2dk <∞が成り立つ. したがっ

て関数 (T̂0ψ)(k)は, 運動量空間の原点近傍を除いた集合 (−∞,−δ] ∪ [δ,∞)上で 2乗可積

分であることが保証される. ここで δは任意の正数である.

さて,初めに ‖T0ψ‖ <∞ (正確にはψ ∈ Dom(T0))と仮定しよう. この仮定は (T̂0ψ)(k) ∈
L2(Rk)と同値である. するとL2-関数の持つ一般的な性質から関数 (T̂0ψ)(k)は原点近傍の

閉区間 [−δ, δ]上でも絶対可積分でなければならない. しかし, ψ̂(0) = ψ̂(1)(0) = 0でない限

りこの結果は (A.2)に矛盾する. したがって ψ̂(k) = O(k2)が結論される. 次に ψ̂(k) = O(k2)

と仮定しよう. すると (A.1)から ψ̂(0) = ψ̂(1)(0) = 0と分かる. この結果と (A.2)とから

(T̂0ψ)(k) ∈ L2([−δ, δ])が導かれる. もともと関数 (T̂0ψ)(k)は (−∞,−δ] ∪ [δ,∞)上で 2乗

可積分であったから, 結局 (T̂0ψ)(k)はL2(Rk)に属することが分かる. これは ‖T0ψ‖ <∞
を意味する.





79

付 録B

1次元自由粒子系の時間発展演算子の
スペクトル密度による記述

この付録では時間発展演算子 e−itH0の漸近展開式を求める際に基本となる公式 (3.22)を

証明する. この式は e−itH0をスペクトル密度E ′(λ)の Fourier変換で表す公式である.

我々はまず 1次元自由粒子系の時間発展演算子の積分表示 (3.2) に着目する. この表示

は初期波束 ψ(x)が L1(R) ∩ L2(R) に属していれば各点 xで成立する [22, 23]. さらに,

s > 1/2のとき L2,s(R) ⊂ L1(R)であることに注意すると, e−itH0 は B(s,−s′)に属す積
分演算子として見なせる. ただし s, s′ > 1/2とする. そこで, 以下では s, s′ > 1/2かつ

ψ ∈ L2,s(R)と仮定しよう. このとき次の等式が示せる.(∫ R

r
E ′(λ)e−itλdλψ

)
(x) =

∫
R
dy

[∫ R

r

cos(λ1/2|x− y|)e−itλ
2πλ1/2

dλ

]
ψ(y), a.e. x ∈ R.

ここで rとRは正数である. このとき (3.2)から∥∥∥∥∥
∫ R

r
E ′(λ)e−itλdλψ − e−itH0ψ

∥∥∥∥∥
2

−s′
‖ψ‖−2

s

≤
∫
R

∫
R

∣∣∣∣∣
∫ R

r

cos(λ1/2|x− y|)e−itλ
2πλ1/2

dλ− e−|x−y|2/4it

(4πit)1/2

∣∣∣∣∣
2

dxdy

(1 + x2)s′(1 + y2)s
(B.1)

が導ける. ここで次の評価が得られることに注目する.

sup
x∈R,R>0

∣∣∣∣∣
∫ R

0

cos(λ1/2|x|)e−itλ
2πλ1/2

dλ

∣∣∣∣∣ <∞. (B.2)

これを示すために, 以下の議論では t > 0を仮定するが t < 0の場合でも同様に行える.

(B.2)の積分を次のように変形する.∣∣∣∣∣
∫ R

0

cos(λ1/2|x|)e−itλ
2πλ1/2

dλ

∣∣∣∣∣ = (2π)−1

∣∣∣∣∣
∫ R1/2

−R1/2
e−it(ξ+a)

2

dξ

∣∣∣∣∣
= (2π)−1

∣∣∣∣∣
[∫ R1/2+a

0
e−itξ

2

dξ +
∫ 0

−R1/2+a
e−itξ

2

dξ

]∣∣∣∣∣ .
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ここで a = |x|/2tとした. また最後の行にある二つの積分は, 複素平面の第 4象限に積分

経路を持つ複素積分でもって次のように見積もれる.∣∣∣∣∣
∫ |R1/2±a|

0
e−itξ

2

dξ

∣∣∣∣∣ ≤ π(1 − e−t|R
1/2±a|2)

4t|R1/2 ± a| +
∫ |R1/2±a|

0
e−tr

2

dr

≤ π

4t
sup
x>0

1 − e−tx
2

x
+

1

2

√
π

t
<∞.

この結果から (B.2)が導ける. また直接的に次式が示せる.

lim
R→∞

lim
r↓0

∫ R

r

cos(λ1/2|x− y|)e−itλ
2πλ1/2

dλ =
e−|x−y|2/4it

(4πit)1/2
. (B.3)

したがって, 以上の (B.1), (B.2), および (B.3)と Lebesgueの優収束定理とから, 次の結果

が得られる.

sup
ψ∈L2,s(R),ψ �=0

∥∥∥∥∥e−itH0ψ −
∫ R

r
E ′(λ)e−itλdλψ

∥∥∥∥∥
2

−s′
‖ψ‖−2

s → 0 (r ↓ 0, R → ∞).

これは公式 (3.22)が成り立つことを意味する.
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