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本原稿は、論文 “Quantum Annealing for Clustering” [1]を元に作成した。

1 組み合わせ最適化問題への新しいアプローチ：量子アニーリング

組み合わせ最適化問題は幅広い分野で現れる極めて重要な問題である。よく知られた例として、巡回セー

ルスマン問題が挙げられる。巡回セールスマン問題とは、都市の集合と都市間の移動コスト2が与えられた

とき、全ての都市を１回ずつ訪れ、出発地に戻るときのコストが最小のルートを求めよ、という問題であ

る。また、ナップサック問題もよく知られた組み合わせ最適化問題の例である。これは、ナップサックにN

個（価値 pi、容積 ci）の品物を詰め込むとき、ナップサックの容量を超えずに、価値を最大にするにはど

の品物を選べば良いか、という問題である。これらは NP困難のクラスに属する問題である。NP困難のク
ラスに属する問題は他にも、最小頂点被覆問題、最大独立集合問題、最大クリーク問題など多くの問題が知

られている。これらの問題はいずれも、

• 対象とする系の要素が非常に多い。

• 特定の集合上で定義されたある実数値関数の最小値（または最大値）を求める。

という共通点を持っている。「ある実数値関数の最小値（または最大値）」を「自由エネルギーの最小値」と

読み替えれば、マクロな個数の要素から構成されるシステムの平衡状態の性質の解明に広く成功を収めて

いる統計物理学と考え方が共通していることがわかる。実際、統計物理学の知見を活かした最適化問題の

解法が多く開発されている。統計物理学の発想に立てば、最適解を求める際には取り扱う問題のハミルト

ニアンを定義し、それを何らかの方法で解析することにより、その安定状態（平衡状態）を得るという過程

を経る。最適化問題を解く一つの手法としてモンテカルロ法が挙げられる。モンテカルロ法はマルコフ過

程を実行していることに他ならないので、エルゴード的であれば、無限回の試行で確実に平衡状態に行く

ことが保証されている。しかし実際には、無限回の試行をするわけにはいかず、工夫の無いモンテカルロ法

を素直に実行しても、なかなか平衡状態を見つけることができないという問題が起こる。最適解を求めた

い問題の多くは、系の内部エネルギー構造の複雑性 [2–6]、あるいはエントロピー効果 [7–9] による緩和遅
延が起こるのである。そのため、緩和遅延を抑制する効果を取り入れたアルゴリズムの構築は最適化問題

にとって必要不可欠なものである。そのような背景の中、1983年に Kirkpatrick氏らによって提案された
シミュレーテッド・アニーリング法 [10,11]が注目を浴びるようになる。温度を徐々に下げるというプロセ
スを用い、最終的に基底状態を得るという方法である。熱ゆらぎの効果を巧みに利用し、自由エネルギーの

形状を操作することにより、基底状態の性質を得るこの方法は、その後様々な分野の最適化問題に適用され

てきた。またそれぞれが異なる温度にあるいくつかのレプリカを用意し、レプリカ間の状態を巧みに交換

させることにより平衡状態を得る方法として、福島孝治氏、根本幸児氏により提案された交換法 [12,13]が
挙げられる。この方法もシミュレーテッドアニーリング法と同様、広く用いられている。

これらの方法に対し、元のハミルトニアンに量子項（非対角項）を導入し、それを徐々に弱めることによ

り、元のハミルトニアンの安定状態を得る方法として量子アニーリング法 [14–21] が確立された。この方法

1E-mail: shu-t@issp.u-tokyo.ac.jp
2移動距離でも、移動に要する料金でも、あるいは移動時間でも構わない。
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は外部パラメータを導入し、ハミルトニアンをあえて一般化させ、基底状態が自明に分かる点から出発し、

求めたいハミルトニアンを表現するパラメータへと変化させることで安定状態を得る方法である。これまで

の方法は熱ゆらぎの効果により状態遷移を促していたのに対し、量子アニーリング法は量子ゆらぎの効果

を用いて、状態遷移を促すという方法である。図 1はシミュレーテッド・アニーリング法 (SA)と従来型の
量子アニーリング法 (QA)、また本研究で我々が考察したハイブリッド型量子アニーリング法 (SA+QA)3の
概念図である。ハイブリッド型量子アニーリング法は、シミュレーテッド・アニーリングにおける温度及び

量子アニーリング法における量子項を同時に制御することにより最適解を得る、両者の合わせ技となって

いる。 量子項 温度S AQ A S A + Q A
図 1: シミュレーテッドアニーリング (SA)、量子アニーリング (QA)、ハイブリッド型量子アニーリング法
の概念図 (SA+QA)。いずれの方法も解析が容易な点（丸印）から始め、解きたい問題を表す点（星印）ま
で徐々に制御パラメータを変化させている。

2 量子アニーリング法の実装方法

量子アニーリング法は、量子統計力学の原理を計算手法として利用した方法である。量子アニーリング法

は大きく分けて以下の３つの実現法がある（表 1）。

確率的手法（理論・数値計算） 決定論的手法（理論・数値計算） 実験的手法

実時間ダイナミクス（断熱量子計算）

量子モンテカルロ法 平均場近似 光学格子

変分ベイズ推定

表 1: 量子アニーリング法の様々な実現方法

確率的手法は、主に量子モンテカルロ法 [22]で実装される。これは量子強相関系の平衡状態を得るため
に確立された手法であり、多くの工夫されたアルゴリズムが知られている [23–25]。また近年、量子アニー
リング法に適した効率の良いアルゴリズムが提案された [26,27]。量子モンテカルロ法は大規模な系を扱う
上で有力な手法の一つである。本原稿で紹介する研究では量子モンテカルロ法を用いた。

決定論的手法にはいくつかの実装方法がある。一番目の例として、実時間ダイナミクスを追跡する手法が

ある。量子力学の基礎方程式であるシュレディンガー方程式を直接解くことになる [17, 28–31]。この手法
は、実験的に見られる時間発展を直接計算機内で（厳密に解ける場合ならば、解析的に）追跡する方法であ

る。そのため量子情報理論の分野でも活発に議論されており、量子断熱計算とも呼ばれる。この方法の欠点

は、ハミルトニアンを対角化するというプロセスを経るので、一般に系のサイズに対し、必要メモリサイ

3本原稿では以降、QA と SA+QA を区別せず、量子アニーリングと呼ぶ。
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ズが指数関数的に増大してしまい、最適化問題で必要とされる要素数をシミュレートするには遠く及ばな

い。また、時間発展密度行列繰り込み群の手法を用いた時間発展の場合 [32,33]は、直接ハミルトニアンを
対角化する手法に比べて大きいサイズが出来るが、系の形状がある程度限定されてしまうという問題点が

ある。実時間ダイナミクスを追跡する方法は常に、系のサイズと形状の問題が付きまとう。二番目の例と

して、画像修復の問題を中心に田中和之氏、堀口剛氏によって進められた平均場近似を用いた方法が挙げ

られる [34]。この手法では量子項を含む局所場において、セルフ・コンシステント方程式を数値的に解く
ことにより、安定解を得る手法である。三番目の例として、変分ベイズ推定法が挙げられる。これは本原

稿で述べる研究とは独立に我々が進めてきた研究の１つであり、変分原理を元にしたアルゴリズムである。

詳細は論文 [35]を参考されたい。
また量子アニーリング法は計算機内のシミュレーションだけではなく、実験的な実現可能性も示唆され

ている。近年の実験技術の進展により、量子強相関系を人工的にシミュレートする方法が提案されている。

その中で最も代表的なものが、光格子と呼ばれるものである [36]。我々が性質（基底状態や相）を知りたい
ハミルトニアンがあったとする。そのハミルトニアンを実現する格子系を光を用いて実現し、その格子系に

ある粒子の振る舞いを観測することで、知りたいハミルトニアンの性質を得るという手法である。

このように量子アニーリング法は様々な方法で実装が可能であり、最適化問題に対する新しい解法として

広く期待されている手法である。

3 経路積分量子モンテカルロ法

我々の研究内容に触れる前に、経路積分量子モンテカルロ法について紹介する。簡単のため、周期的境

界条件を課した n個の１次元強磁性イジングモデルに一様な横磁場が引加されているという状況を考える。

ハミルトニアンは、

H = −J
n∑

i=1

σz
i σz

i+1 − Γ
n∑

i=1

σx
i ≡ Hc + Hq, (σn+1 = σ1) (1)

とする。ただしここで、σα
i は、サイト iでのパウリ行列の α成分である。具体的にパウリ行列を書き下

すと、

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 i

−i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
(2)

である。

物理量 Aの熱平衡量 〈A〉を求めるには、

〈A〉 =
TrAe−βH

Tr e−βH (3)

を計算する必要がある。ここで重要なのが e−βH の取り扱いである。仮にHが対角行列であった場合、e−βH

も対角行列となり、各行列要素は、 (
e−βH)

ii
= e−βEi (4)

となる。ここでHの対角要素を Ei とした。しかし、Hが非対角項を含む場合、一般に(
e−βH)

ij
̸= e−βHij (5)

となる。それは行列の指数関数が、

eA =
∞∑

m=0

1
m!

Am (6)
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となっているためである。e−βH を求めるには、任意の自然数mに対し、行列の冪乗を計算しなければな

らない。Hのサイズがそれほど大きくなければ計算機上で e−βH を計算できる。一方でモンテカルロ法を

用いるのは、系のサイズが大きいために、数値対角化によって正確に e−βHを求めることが出来ない場合で

ある。そのため何らかの方法で e−βHを計算可能な形にしなければならない。そこで用いられるのが経路積

分表示である。

3.1 鈴木トロッタ分解による経路積分表示

鈴木トロッタ分解 [22,37]による経路積分表示を行う。式 (1)で与えられるハミルトニアンを用いて、分
配関数は

Z = Tr e−βH = Tr e−β(Hc+Hq) =
∑

σ

〈
σ e−β(Hc+Hq) σ

〉
(7)

となる。ここで、十分大きなmを用いて

exp
[
− 1

m
βH

]
= exp

[
− 1

m
β (Hc + Hq)

]
= e−

1
m βHce−

1
m βHq + O

((
β

m

)2
)

(8)

と表されることを用いると、式 (7)は

Z =
∑

σk=±1

〈
σ1 e−βHc/m σ′

1

〉 〈
σ′

1 e−βHq/m σ2

〉
×

〈
σ2 e−βHc/m σ′

2

〉〈
σ′

2 e−βHq/m σ3

〉
× · · ·

×
〈
σn e−βHc/m σ′

n

〉 〈
σ′

n e−βHq/m σ1

〉
(9)

となる。ここで、|σk〉は、L個のスピン系の直積空間を表す4。

|σk〉 = |σ̃1,k〉 ⊗ |σ̃2,k〉 ⊗ · · · |σ̃L,k〉 (10)

式 (9)は、以下の２つの値を計算すれば求められる。〈
σk e−βHc/m σ′

k

〉
(11)〈

σ′
k e−βHq/m σk+1

〉
(12)

式 (11)については、Hc が対角行列であることから、

σ̃z
j |σk〉 = σ̃j,k |σk〉 (13)

となり、

〈
σk e−βHc/m σ′

k

〉
= exp

βJ

m

n∑
j=1

σ̃j,kσ̃j+1,k

 n∏
j=1

δ
(
σ̃j,k, σ̃′

j,k

)
(14)

が得られる。一方、式 (12)については、

〈
σ′

k e−βHq/m σk+1

〉
=

[
1
2

sinh
(

2βγ

m

)]n/2

exp

1
2

log coth

βΓ
m

n∑
j=1

σ̃j,kσ̃j,k+1

 (15)

4本原稿では σ̃1（チルダ付き）とした場合は１つの要素を表し、σ（チルダ無し）は n 個の要素全体の状態を表す。
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が成立する。以上から、式 (7)によって表される分配関数はトロッタ数mを用いて、以下のように表すこ

とができる。

Z = lim
m→∞

[
1
2

sinh
(

2βγ

m

)]n/2 ∑
{σj,k=±1}

exp

 n∑
j=1

m∑
k=1

(
βJ

m
σ̃j,kσ̃j+1,k

)
+

1
2

log coth
(

βγ

m

)
σ̃j,kσ̃j,k+1

 (16)

と表すことができる。これは元々考えていた１次元横磁場イジングモデルの分配関数と２次元磁場無しイ

ジングモデルの分配関数とが等価であることを示している。自由エネルギーは分配関数から直ちに求めら

れるので、１次元横磁場イジングモデル（量子系）の安定状態の性質を調べるには、２次元磁場無しイジン

グモデル（古典系）の安定状態の性質を調べれば良いことが分かる。追加した次元の方向をトロッタ方向と

呼ぶことにする。マップされた２次元磁場無しイジングモデルは、トロッタ方向に周期境界条件が課されて

いる。ここで式 (16)の末項は横磁場 Γに対し単調減少の関数になっている。

4 クラスタ分析とは

研究内容について述べる前にまず、クラスタ分析とは何か、簡単に説明する。世の中には多くのデータが

あり、色々な場面でそのグループ分けが必要になることがある。例えばWebサイトや新聞などには非常に
多くの記事（データベース）が含まれている。これらの記事を政治、経済、スポーツ、芸能などカテゴリー

に分類したいときなどがそれに該当する。別の例として、アンケート調査が挙げられる。ある集団に対して

アンケートをとったとき、その集団がいくつかのグループに分類できる。グループに分類するというのは、

別の見方をすればそのグループのトピックを抽出することに相当する。そこで用いられるのがクラスタ分

析と呼ばれる手法である。クラスタ分析は元々は生物分類学などの分野から発展してきたものであり、確

立された手法として、認知科学、心理学、社会学や経済工学など幅広い分野で用いられている手法である。

上に挙げた２つの例で分かるように、クラスタ分析は実社会においても多くの応用例がある。クラスタ分

析を端的に表すと、非常に多くの要素から構成される全体集合を部分集合に分割することである。ここで

分割された各部分集合をクラスタと呼ぶ。

簡単な場合についてみてみよう。全体集合を２次元平面とし、その上で多くの点が散らばっている状況を

考える。これを「自然な」４つの部分空間に分けることを考える。全体集合をクラスタに分割する方法とし

て、図 2(a),(b),(c)の３つを考えよう。ここで、図 2(c)は「自然な」４つの部分空間への分割である。これ
を自由エネルギー描像で考えると、図 2(d)のようになっていると理解できる。我々の目的は図 2(c)の解を
求めることである5。

 

 

cluster 1; cluster 2; cluster 3; cluster 4;

σ1 (準安定解) σ2 (準安定解) σ∗ (安定解：最適解)

(a) (b) (c) (d)

図 2: ４つの正規分布からなる混合正規分布によるクラスタ分析の結果

5ここでいうクラスタ分割の「自然さ」は、後に出てくる式 (18)の pprob−model(X, σ)の関数形の取り方に依存する。例えば、図
2 の場合、４つの正規分布の和で与えられる確率分布関数で分割したと思えば、図 2(c) が「自然な」解となっていることがわかるだ
ろう。
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5 クラスタ分析に対する量子アニーリング法

量子統計物理学の知見を用いてクラスタ分析を取り扱うために、ハミルトニアンを定義する。以降では、

kをクラスタ数、nを要素の数とする。簡単のため、k = 2, n = 2の場合を考える。要素 iがクラスタ Aに
含まれる場合を σ̃ = (1, 0)T , クラスタ Bに含まれる場合を σ̃ = (0, 1)T とする。σ = σ̃1 ⊗ σ̃2 で各状態を

表す。

通常のクラスタ分析において、ハミルトニアンは

Hc =


E

(
σ(1)

)
0 0 0

0 E
(
σ(2)

)
0 0

0 0 E
(
σ(3)

)
0

0 0 0 E
(
σ(4)

)

 (17)

と表せる。ただし、

E
(
σ(i)

)
≡ − log pprob−model

(
X,σ(i)

)
(18)

である。ここで、E
(
σ(i)

)
は状態 iにあるときの「内部エネルギー」を表す。ただしここで、表 2に σ(i)に

対応する状態を示した。また式 (18)で、X はデータ列であり、図 2の各点に相当する。pprob−model (X,σ)
とは、確率モデルを表す。pprob−model (X,σ)は我々が考えたい問題に応じて用意する必要がある。最も簡単
な例としては、混合ガウス分布が挙げられる。これはガウス分布の和で与えられる確率分布関数である。ま

た文書のトピックを抽出するのによく用いられる確率モデルとして Latent Dirichlet Allocation (LDA) [38]
がよく知られている。本研究ではこれら２つの確率モデルを用いて解析を行った。

状態 要素１ 要素２

σ(1) = (1, 0, 0, 0)T クラスタ A クラスタ A

σ(2) = (0, 1, 0, 0)T クラスタ B クラスタ A

σ(3) = (0, 0, 1, 0)T クラスタ A クラスタ B

σ(4) = (0, 0, 0, 1)T クラスタ B クラスタ B

表 2: 各状態におけるクラスタ分析との対応

式 (18)で与えられたハミルトニアンに量子項（非対角項）を加える。どの非対角項に値を入れるかにつ
いては任意性があるが、我々は以下のように量子項を導入した。

Hq =
n∑

i=1

χi, (19)

χi = E(k) − 1
(k) (20)

ただしここで、E(k)は k × kの単位行列であり、1(k)は全要素が 1の k × k行列である。k = 2, n = 2の場
合、ハミルトニアンは

H = Hc + ΓHq =


E

(
σ(1)

)
−Γ −Γ 0

−Γ E
(
σ(2)

)
0 −Γ

−Γ 0 E
(
σ(3)

)
−Γ

0 −Γ −Γ E
(
σ(4)

)

 (21)

となる。

ハミルトニアンを定義したので、次にクラスタ分析に対するモンテカルロ法について考えよう。まず始め

にハミルトニアンが対角行列のときについて考える。この場合、先ほど述べたように通常の古典モンテカル
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ロ法を用いて解析することが容易に可能である。このとき、温度 T において σという状態をとる確率は、

pSA (σ; β) =
exp [−βE (σ)]∑
σ exp [−βE (σ)]

=
1
Z

〈
σ e−βHc σ

〉
(22)

と表せる。ただしここで分配関数は、

Z = Tr e−βHc =
∑

σ

〈
σ e−βHc σ

〉
=

∑
σ

e−βE(σ) (23)

と書けることに注意しておく。この系の状態を熱浴法を用いて更新するには、

pupdate
SA (σ̃i|σ \ σ̃i) =

exp [−βE (σ)]∑
σ̃i

exp [−βE (σ)]
(24)

を計算すれば良い。ここで、σ \ σ̃i は、{σ̃j |j ̸= i} を表す。分母は O (k)で計算できる量である。
一方量子項を導入した場合、温度 T、量子ゆらぎの強さ Γにおいて σという状態を取る確率は、式 (22)

と同様に、

pQA (σ;β,Γ) =

〈
σ e−βH σ

〉∑
σ 〈σ e−βH σ〉

=

〈
σ e−βH σ

〉
Z

(25)

となる。3節で述べたように、
〈
σ e−βH σ

〉
は

〈
σ e−βHc σ

〉
= exp [−βE (σ)] とは異なり、容易に計算で

きない。そのため、鈴木トロッタ分解による経路積分表示を用いて計算可能な形にする。式 (25)を鈴木ト
ロッタ分解すると（いま σを σ1 とおいた）、

pQA (σ1; β, Γ) =
1
Z

〈
σ1

(
e−

β
mHce−

βΓ
m Hq

)m

σ1

〉
+ O

(
1
m

)
(26)

=
1
Z

∑
σ′
1

∑
σ2

· · ·
∑
σm

∑
σ′

m

〈
σ1 e−

β
mHc σ′

1

〉〈
σ′

1 e−
βΓ
m Hq σ2

〉
· · ·

×
〈
σm e−

β
mHc σ′

m

〉〈
σ′

m e−
βΓ
m Hq σ1

〉
(27)

=
1
Z

∑
σ′
1

∑
σ2

· · ·
∑
σm

∑
σ′

m

m∏
j=1

〈
σj e−

β
mHc σ′

j

〉〈
σ′

j e−
βΓ
m Hq σj+1

〉
(28)

となる。ここで、

s (σj , σj+1) ≡
1
n

n∑
i=1

δ (σ̃j,i, σ̃j+1,i) , (29)

f (β, Γ) ≡ n log
(

1 +
k

e
kβΓ
m − 1

)
(30)

と定義すると、 〈
σj e−

β
mHc σ′

j

〉
= exp

[
− β

m
E (σj)

]
δ
(
σj , σ

′
j

)
∝ pSA

(
σj ;

β

m

)
δ
(
σj , σ

′
j

)
, (31)〈

σ′
j e−

βΓ
m Hq σj+1

〉
∝ exp

[
s
(
σ′

j , σj+1

)
f (β,Γ)

]
(32)

と書ける。式 (32)を示そう。そのために、Hqの冪乗を計算する。Hq =
∑

i χiであるため、χiの冪乗を計

算すれば良い。

χl
i = (Ek − 1k)l =

l∑
j=0

(
l

j

)
Ej

k (−1k)l−j = Ek +
1
k

[
(1 − k)l − 1

]
1k (33)
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となるから、式 (32)は、

〈
σ′

j e−
βΓ
m Hq σj+1

〉
=

n∏
i=1

∞∑
l=0

1
l!

(
−βΓ

m

)l 〈
σ̃′

j,i Ek +
1
k

[
(1 − k)l − 1

]
1k σ̃j+1,i

〉
(34)

=
n∏

i=1

[
e−

βΓ
m δ

(
σ̃′

j,i, σ̃j+1,i

)
+

1
k

e−
βΓ
m (1−k) − 1

k

]
(35)

∝ es(σ′
j ,σj+1)f(β,Γ) (36)

となる。以上より式 (28)は、

pQA (σ1; β,Γ) =
1
Z

〈
σ1

(
e−

β
mHce−

β
mHq

)m

σ1

〉
=

1
Z

∑
σ2

· · ·
∑
σm

m∏
j=1

pSA

(
σj ;

β

m

)
es(σj ,σj+1)f(β,Γ) (37)

となる。横磁場イジングモデルの例と同様、鈴木トロッタ分解による経路積分表示により、次元を１つ上げ

た古典系と等価であることが示された。先ほどの横磁場イジングモデルの例と同様、量子項の強さ Γに対
し、f(β, Γ)は単調減少関数となっている。つまり、量子項を弱めると f (β, Γ)は強くなり、トロッタ方向
に相関が生まれることになる。式 (37)より鈴木トロッタ分解による経路積分表示を用いた量子モンテカル
ロ法では、

pupdate
QA−ST

(
σ̃j,i| {σj}m

j=1 \ σ̃j,i; β,Γ
)

=
exp

[
− β

mE (σj) + (s (σj−1, σj) + s (σj , σj+1)) f (β,Γ)
]

∑
σ̃j,i

exp
[
− β

mE (σj) + (s (σj−1, σj) + s (σj , σj+1)) f (β, Γ)
] (38)

を計算して状態を更新していけば良いことがわかる。図 3にシミュレーテッドアニーリング、交換モンテカ
ルロ法、ならびに今回我々が用いた量子アニーリング法の概念図を表した。シミュレーテッドアニーリング

(SA)は、m個の独立なサンプルを用いて徐々に温度を下げながらシミュレーションすることに相当する。

また交換モンテカルロ法 (EXMC)は独立なm個のサンプルを異なる温度におき、ある確率で隣接レプリカ

間の交換を行う。また量子アニーリング法 (SA+QA)は「並列度」mの「擬並列化」6をしているとも見な

せる。































m SA ( m  runs)σ 1σ 2σ m MCSσ 1σ 2σ m σ 1σ 2σ m ffff σ 1σ 2σ m ffffSA+QA






























m MCS





























m EXMC ( m  runs)σ 1σ 2σ m MCSσ 1σ 2σ m σ 1σ 2σ m σ 1σ 2σ m σ 1σ 2σ m
図 3: シミュレーテッドアニーリング (SA)、交換モンテカルロ法 (EXMC)、量子アニーリング法 (SA+QA)
の概念図

5.1 クラスタ名の問題

式 (29)により定義されている s (σj , σj+1)は、σj と σj+1 がどの程度同じ状態にいるかを表す値である。

しかし、図 4のように、分割方法は同じだが、クラスタの「名前」が異なる場合、s (σ1, σ2) = 0となる。
6「擬並列化」と述べた理由は、非対角項を導入した結果現れる f (β, Γ) という相互作用があるためである。
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σ1 = σ′
2 σ2

図 4: クラスタ分割の方法は同じだが、クラスタの「名前」が異なる場合

もちろん、量子項の強さ Γを十分ゆっくり小さくすれば、Γ = 0に到達した際に全て同じクラスタの「名
前」になるべきものである。そのため σj = σ1, σj+1 = σ2 のような状況が起こってしまうと経路積分表示

をしたメリットが十分に活かされなくなってしまう。類似の問題として、±1の２値のみをとる強磁性イジ
ングモデルのドメインウォールの問題がある。磁場無し強磁性イジングモデルでは、全て上向きである状態

か、または全て下向きである状態が基底状態となっている。イジングモデルの半分を上向き、もう片方の半

分を下向きとしたときに、上向きスピンと下向きスピンの間にはドメインウォールが形成されてしまい、工

夫の無いモンテカルロシミュレーションをしてしまうと、安定状態になかなか到達できない。クラスタ分析

の場合は、同じクラスタ分割を表す方法が k!通り存在するので、２値のみをとるイジングモデルに比べて
ドメインウォールの問題は更に困難を極める。このドメインウォールの問題を回避するために s (σj , σj+1)
の定義を変更した purityという量を導入して近似を行う。purityの定義は

s̃ (σj , σj+1) ≡
1
n

k∑
c=1

max
c′=1,··· ,k

[
Y (σj) Y T (σj+1)

]
c,c′

(39)

となる。ただし、Y (σ)は

Y (σj) = (σ̃j,1, σ̃j,2, · · · , σ̃j,n) (40)

なる、n × k行列を表す。式 (29)により定義されている s (σj , σj+1)は、

s (σj , σj+1) =
1
n

Tr
[
Y (σj) Y (σj+1)

T
]

(41)

と書けることを付記しておく。

purityの性質について簡単な例を通してみてみよう。クラスタ数 k = 3, 要素数 n = 7とする。クラスタ
の名前を A,B,Cとする。まずはじめに、σj 及び σj+1 が表 3の状態にあるとしよう。

要素１ 要素２ 要素３ 要素４ 要素５ 要素６ 要素７

σj A A A B B C C

σj+1 C C B C A A B

表 3: σj と σj+1 の状態

このとき、Y (σj)及び Y (σj+1)は、

Y (σj) =

 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1

 (42)

Y (σj+1) =

 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0

 (43)
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となる。このとき、式 (39)に従って purityを計算する。

Y (σj)Y (σj+1)
T =

 0 1 2
1 0 1
1 1 0

 (44)

より、purityは 4/7となる。一方、s (σj , σj+1) = 0である。σj のラベルは表 3で固定したまま、σj+1のラ

ベルを付け替えた場合、s (σj , σj+1)は、表 4のようになる。このとき、purityの値と σj+1のクラスタの名

前を付け替えた時の、s (σj , σj+1)の最大値は一致することが分かった。

要素１ 要素２ 要素３ 要素４ 要素５ 要素６ 要素７ s (σj , σj+1) purity

σj+1 C C B C A A B 0 4/7

σj+1 C C A C B B A 2/7 4/7

σj+1 A A C A B B C 4/7 4/7

σj+1 A A B A C C B 3/7 4/7

σj+1 B B C B A A C 2/7 4/7

σj+1 B B A B C C A 3/7 4/7

表 4: σj を固定したもと、σj+1 の名前を付け替えた時の s (σj , σj+1)の振る舞い

別の例として、σj 及び σj+1 が表 5の状態にあるとしよう。

要素１ 要素２ 要素３ 要素４ 要素５ 要素６ 要素７

σj A B B B B C C

σj+1 B A A A C A A

表 5: σj と σj+1 の状態

このとき、Y (σj)及び Y (σj+1)は、

Y (σj) =

 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1

 (45)

Y (σj+1) =

 0 1 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

 (46)

このとき、

Y (σj)Y (σj+1)
T =

 0 1 0
3 0 1
2 1 1

 (47)

より、purityは 6/7となる。一方、s (σj , σj+1) = 0である。先ほどの例と同様、σj のラベルは表 5で固定
したまま、σj+1のラベルを付け替えた場合、s (σj , σj+1)は、表 6のようになる。このときは、purityの値
と σj+1 のクラスタの名前を付け替えた時の、s (σj , σj+1)の最大値は一致しないことが分かる。

purityは σj と σj+1がどの程度近い状態にあるかを判定する指標ではあるが、可換ではない7。すなわち

一般に s̃ (σj , σj+1) ̸= s̃ (σj+1, σj)である。表 3の場合は、

s̃ (σj , σj+1) = s̃ (σj+1, σj) =
4
7

(48)
7定義により、s (σj , σj+1) = s (σj+1, σj) となり、これは可換である。
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要素１ 要素２ 要素３ 要素４ 要素５ 要素６ 要素７ s (σj , σj+1) purity

σj+1 B A A A C A A 0 6/7

σj+1 C A A A B A A 1/7 6/7

σj+1 A B B B C B B 4/7 6/7

σj+1 C B B B A B B 3/7 6/7

σj+1 A C C C B C C 4/7 6/7

σj+1 B C C C A C C 2/7 6/7

表 6: σj を固定したもと、σj+1 の名前を付け替えた時の s (σj , σj+1)の振る舞い

であり可換であるが、表 5の場合は、

s̃ (σj , σj+1) =
6
7
, s̃ (σj+1, σj) =

5
7

(49)

となり等しくない。Y (σj)Y (σj+1)
T について、各々の cに対し、

xc = max
c′=1,··· ,k

[
Y (σj)Y (σj+1)

T
]

c,c′
(50)

とし、また各々の c′ に対し

yc′ = max
c=1,··· ,k

[
Y (σj)Y (σj+1)

T
]

c,c′
(51)

とする。表 3の例のように、任意の cに対し、xc = yc′ なる c′ が存在するとき、purityは可換となる。ま
たその逆も成立する。なぜなら、

s̃ (σj+1, σj) =
1
n

k∑
c=1

max
c′=1,··· ,k

[
Y (σj+1)Y (σj)

T
]

c,c′
(52)

であるからである。一方、表 5の場合は Y (σj) Y (σj+1)
T が式 (47)となり、xc = yc′ なる c′が存在しない

cが存在する。そのため、purityは可換ではない。
以上見てきたことから、purityの性質をまとめると、

1. purityは一般に非可換である。

2. purityに関する不等式

0 ≤ s (σj , σj+1) = Tr
(
Y (σj)Y (σj+1)

T
)
≤ s̃ (σj , σj+1) ≤ 1 (53)

が成立する。

5.2 purityを用いた高速化

鈴木トロッタ分解を用いた経路積分表示による量子モンテカルロ法では、式 (38) で状態を更新してい
けば良い。しかし s (σj , σj+1)の部分がドメインウォールの問題を引き起こすため、それを回避するため
の手段として前節で purity を導入した。具体的に purity を用いた高速化は以下のように行う。式 (38)
の s (σj−1, σj) + s (σj , σj+1) の部分を s̃ (σj−1, σj , σj+1) ≡ s̃ (σj−1, σj) + s̃ (σj , σj+1) とする。すなわち
pupdate
QA−ST

(
σ̃j,i| {σj}m

j=1 \ σ̃j,i; β, Γ
)
の代わりに

pupdate
QA−ST+purity

(
σ̃j,i| {σj}m

j=1 \ σ̃j,i; β, Γ
)

=
exp

[
− β

mE (σj) + s̃ (σj−1, σj , σj+1) f (β, Γ)
]

∑
σ̃j,i

exp
[
− β

mE (σj) + s̃ (σj−1, σj , σj+1) f (β, Γ)
] (54)
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Algorithm 1 Quantum Annealing for Clustering
1: Initialize inverse temperature β and quantum annealing parameter Γ.
2: repeat

3: for j = 1, ...,m do

4: for i = 1, ..., n do

5: Draw the new assignment of the i-th data point, σj,i, with a probability given in Eq. (54).

6: end for

7: end for

8: Increase inverse temperature β, and decrease QA parameter Γ.
9: until State σ converges

となる。ここで、s̃ (σj−1, σj , σj+1) ≡ s̃ (σj−1, σj) + s̃ (σj , σj+1)としたが、purityは非可換な量なので、実
際は以下の４通りの場合が考えられる。

s̃ (σj−1, σj , σj+1) ≡ s̃ (σj−1, σj) + s̃ (σj , σj+1) (55)

s̃ (σj−1, σj , σj+1) ≡ s̃ (σj−1, σj) + s̃ (σj+1, σj) (56)

s̃ (σj−1, σj , σj+1) ≡ s̃ (σj , σj−1) + s̃ (σj , σj+1) (57)

s̃ (σj−1, σj , σj+1) ≡ s̃ (σj , σj−1) + s̃ (σj+1, σj) (58)

これらのうち我々は式 (55)を採用した。それは以下の理由による。
[
Y (σj)Y (σj+1)

T
]
の (c, c′)要素は σj

でクラスタ cに属し、かつ σj+1 でクラスタ c′ に属する要素の個数である。purityの定義は式 (39)より、
s (σj , σj+1)は、σj を基準として σj+1の近さを定量化していることがわかる。また式 (54)の分母は σ̃j,iに

ついての和なので、σj を基準としないと良いサンプリングになっていない。そのため、σj について状態を

更新する際には、σj を基準とする式 (55)を用いれば良いことが分かる8。

5.3 熱ゆらぎと量子ゆらぎの同時制御

式 (37)より分かるように、我々が用いたアルゴリズムは β/mによる熱ゆらぎの効果と f (β,Γ)による量
子ゆらぎの効果が両方働いている。そのため、熱ゆらぎと量子ゆらぎを巧みに制御することにより、より良

い解を得られることが期待できる。シミュレーテッドアニーリングと従来型の量子アニーリング法の良い

ところを相補的に利用しようという試みである。実際のアルゴリズムは Algorithm 1のようになっている。
ここで重要になるのが、Algorithm 1の８行目のプロセスである。ここで温度と量子項の同時制御を行って
いるのである。

温度と量子ゆらぎの同時制御をどのように行うかを考えるために、まず極端な場合について考える。
β
m ≫ f (β,Γ)のとき、それぞれのレプリカがほぼ独立に{σj}m

j=1は式 (22)の分布に従う。また、β
m ≪ f (β,Γ)

のとき、{σj}m
j=1 はエネルギー E (σj)によらず、全てのレプリカについて同じ状態になろうとする。

小さい系について、温度と量子ゆらぎを同時制御したテスト計算を行った。その結果、途中で {σj}m
j=1が

準安定状態に到達しているときにより良い解を得ていることが分かった。

以上から、

1. β
m は f (β, Γ)より十分大きくなるようにとり、準安定状態を検出する。

2. f (β, Γ)が β
m を追い抜くようにする。

8実際、簡単な系で式 (55) から式 (58) を用いて、同じスケジュールで計算をしたところ、式 (55) が最も良い解を得ることが分
かった。
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という２段階のプロセスを経るようなスケジュールを考えれば良いことがわかる。図 5に概念図を示す。図
中の f∗がより良い解を出すためのスケジュールである。図 5の f1ははじめのうちから βより強い場合に対

応し、量子ゆらぎによる状態の混合をほとんどしていないことに相当する。一方、図 5の f2は量子ゆらぎ

が強いため、実質的にm枚のスライスがほぼ独立に振る舞うことになり、これはシミュレーテッドアニー

リング法と本質的に変わらないことになっている。M C S βf *0 f 1 f 2
図 5: 熱・量子揺らぎの同時制御。良い解を出すスケジュールは f∗ である。

我々は温度と量子項のスケジュール関数として、

β (t) = β0r
t
β (59)

Γ (t) = ∞ (t < τ) (60)

Γ (t) = Γ0 exp
(
−rt−τ

Γ

)
(t ≥ τ) (61)

を用いた。ただしここで τ は温度 β (t) = mとなる tである。kβΓ
m ≪ 1のとき、トロッタ方向の相互作用 f

は

f (β, Γ) ∼ −n log
(

βΓ
m

)
= nrt

Γ − n log
(

βΓ0

m

)
(62)

となることから、f∗のようなスケジュールを構成するには、十分大きい Γ0で、かつ rβ < rγ であれば良い

ことがわかる。簡単のため、我々は β = mになるまで f (β, Γ) = 0とした (Γ (t) = ∞)。すなわち、β = m

になるまでは独立なシミュレーテッドアニーリングをm個並列に実行し、その後量子項を弱めることによ

り（f (β, Γ)の値を大きくして）解を得ることを試みた。

6 数値実験結果

我々は以下の３つの問題についてこれまで紹介してきた量子アニーリング法及び、比較実験としてシミュ

レーテッドアニーリングを用いて数値実験を行った。温度、量子同時制御スケジュールとしては、レプリカ

数m = 50, 初期逆温度 β0 = 0.2m, 初期量子項 Γ0 = e1/2, 温度変化率 rβ = 1.05を用いた。また比較実験
として行ったシミュレーテッドアニーリングでは、初期逆温度 β0 = 0.2, 温度変化率 rβ = 1.05とし、55回
の独立な計算結果の平均を取った。

• MNISTデータ [39]を用いた、混合正規分布 (Mixture of Gaussian: MoG)の推定 (クラスタ数 k = 30)

• Reutersデータ [40]を用いた、Latent Dirichlet Allocation(LDA)の推定 (クラスタ数 k = 20)

• NIPSコーパス [41]を用いた、Latent Dirichlet Allocation(LDA)の推定 (クラスタ数 k = 20)

全ての問題について量子項変化率 rΓ = 1.05を用いた。ただし３番目の問題については、rβ = 1.02を用
いた比較実験も行った。

図 6に数値実験結果を示す。上から１番目 (MNISTデータ)、２番目 (Reutersデータ)、３番目 (NIPS
データ)の図は β0 = 0.2, Γ0 = e1/2, rβ = 1.05を用い、１番下 (NIPSデータ)の図は β0 = 0.2, Γ0 = e1/2,
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図 6: アニーリングスケジュールを変化させて、シミュレーテッドアニーリングと量子アニーリング法を比
較した。１番上のグラフはMNIST データ、上から２番目のグラフはReutersデータ、上から３番目及び４
番目のグラフは NIPSデータを用いた。１番左の図はm 個のレプリカのうち最小エネルギー、左から２番

目のグラフはm個のレプリカの平均エネルギー、左から３番目は隣接するレプリカ間の purityの平均値。
rΓ の値と f2, f∗ との対応は右に記した。いずれの場合も f∗ では SAよりも低いエネルギー状態を実現で
きていることが分かる。β = 1(シミュレーテッドアニーリング)または β = m(量子アニーリング)となって
からの値をプロットしてある。

rβ = 1.02を用いた結果である。それぞれの問題に対し、左の図は式 (18)のm個のレプリカのうち、最小

値を表している。左から２番目は式 (18)の m個のレプリカの平均値を表している。左から３番目は、式

(39)で定義された purityの平均値を表している。いずれのデータも β = 1(シミュレーテッドアニーリング)
または β = m(量子アニーリング)となってからの値のみをプロットしてある。
左の図から、量子アニーリング法を用いた場合、f∗ に対応する熱・量子同時制御を行うと、シミュレー

テッドアニーリングよりもよい解が得られていることが分かる。

7 結論

本原稿で紹介した研究では、

1. クラスタ分析に適した量子アニーリング法の開発

2. 熱・量子最適同時制御の概形の解明

の２点を行った。クラスタ分析に量子アニーリング法を適用すると、クラスタの「名前」の問題（ドメイン

ウォールの問題）が起こる。我々は purityと呼ばれる量を導入することにより、クラスタの「名前」の問
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題を回避することに成功した。また、初期段階では量子項を強くしておくことにより、各レプリカでほぼ独

立に（擬並列化）準安定状態を検出し、その後量子ゆらぎの項を弱くすることにより、より良い解を得るこ

とに成功した。
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