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1

第1章 序論

1.1 はじめに

現代の情報化社会において，デジタルデータの圧縮や機械学習に関する研究はま

すますその重要性を増しており，その基礎理論については情報理論の一分野である

情報源符号化に関する問題として近年盛んに研究が行われている．情報源符号化の

主な目的はなるべく効率よく情報を伝送する事であるが，Shannonが 1948年に発

表した論文に端を発するこの情報源符号化の問題は，次のように数理モデル化され

る [20]．まず，デジタルデータ等の情報は，ある確率構造を仮定した情報源から情

報源系列として出力される．次に，出力された情報源系列は符号器により符号語と

呼ばれるまた別の異なる系列に変換，すなわち符号化された後に伝送あるいは蓄積

される．そして，伝送あるいは蓄積された符号語は復号器により，元の情報源系列

に復号される．ただし，復号の際に誤りが生じ，元の情報源系列に正しく復号でき

ない可能性がある．情報源符号化の代表的な問題設定として，符号語を元の情報源

系列に誤りなく復号するといった事が考えられる．誤りがないというのは，符号語

を復号した系列が元の情報源系列と異なる確率が，情報源系列の長さを十分大きく

した場合に 0に収束していくかあるいは任意の情報源系列の長さに対して 0である

かのいずれかを指す場合が多い．特に後者は無歪み情報源符号化と呼ばれる．

無歪み情報源符号化において可変長，すなわち符号語長が情報源系列毎に異なる

事を許容した場合，情報の伝送および蓄積の効率性を測る代表的な評価基準として

平均符号語長が挙げられる．平均符号語長とは各情報源系列に対する符号語長の情

報源の確率分布に関する期待値である．一方，任意の無歪み符号は，各情報源系列

に対して定められる符号語長に関し，クラフトの不等式1を満たさなければならない

1情報源系列xnが離散有限集合Xn上に値をとり，符号化関数ϕnに対し，x
nの符号語長を |ϕn(x

n)|
と表した場合，クラフトの不等式は

∑
xn∈Xn |X |−|ϕn(x

n)| ≤ 1である．ただし，|X |は X の要素数を
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事が知られている （例えば，[8]等）．従来，情報源に定常エルゴードな確率分布

を仮定した場合，シャノンの情報源符号化定理 [20]として，任意の無歪み符号に対

し，情報源 1シンボルあたりの平均符号語長の下限が漸近的にエントロピーレート

で与えられる事が知られ，さらに，情報源 1シンボルあたりの平均符号語長が漸近

的にエントロピーレートに等しくなる，ある無歪み符号が存在する事が知られてい

る．ここで，エントロピーレートとは情報源の確率分布から一意に定まる量である．

平均符号語長を評価基準とする無歪み情報源符号化においては，シャノンの情報源

符号化定理により，平均符号語長の理論的限界が与えられているため，クラフトの

不等式を満たし，かつ，平均符号語長がその理論的限界に到達する符号を構成する

事が主な目的となる．実際，情報源の確率構造を利用する事により，情報源 1シン

ボルあたりの平均符号語長がエントロピーレートに漸近する実用的な符号化アルゴ

リズムが提案されている．その代表的な例としてハフマン符号や算術符号等が挙げ

られる．ハフマン符号は独立定常な確率分布を持つ情報源に対し，情報源 1シンボ

ルを符号化した場合に平均符号語長が理論的限界値であるエントロピー2に達する事

が知られている [13]．さらに，ハフマン符号を情報源系列の長さに応じて拡大して

適用する事により，情報源 1シンボルあたりの平均符号語長は漸近的に，すなわち

情報源系列の長さを十分大きくした場合にエントロピーレートに到達するが，符号

化における計算量は情報源系列の長さに応じて指数的に大きくなってしまう．一方，

算術符号は，情報源 1シンボル毎ではなく情報源系列全体を一度に符号化する，よ

り計算量の削減された実用的な符号化アルゴリズムである [18, 19]．いずれの符号に

おいてもその符号語長は情報源の確率分布により定められ，情報源系列 xnが生起す

る確率を p(xn)とした場合，ハフマン符号であれば情報源 1シンボルあたりの符号

語長は ⌈−(1/n) log p(xn) + 1/n⌉以下で与えられ，算術符号であれば情報源系列 xn

に対する符号語長は− log p(xn) + 2により定められる．ここで，− log p(xn)は理想

符号語長と呼ばれる．

一方，ユニバーサル情報源符号化と呼ばれる情報源の確率構造の一部が未知であ

る情報源符号化の問題は実用的に重要な研究となっている．ユニバーサル情報源符

号化の一分野においては，定常エルゴードな確率分布を持つ情報源に対し，無歪み

表す．
2独立定常な確率分布に対するエントロピーレートはエントロピーに帰着される．
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の下，情報源 1シンボルあたりの平均符号語長が情報源のエントロピーレートに漸

近するような符号を構成する事が重要なテーマとなっている．例えば，テキストデー

タの圧縮等に応用されている LZ符号 [32, 33]やネットワーク上でやり取りされる

ファイルの圧縮等に利用される bzip2に応用されているブロックソート法 [4]は，情

報源に定常エルゴードな確率分布を仮定した場合，いずれも実験的には情報源系列

の長さを十分大きくすれば平均符号語長がエントロピーレートに収束する事が知ら

れている3．

ユニバーサル情報源符号化における代表的な問題設定として，情報源の確率構造

に対し，例えば，情報源系列の出現確率が 1次マルコフ過程と呼ばれる直前の値の

みに依存する確率モデルに従う事は既知であるが遷移確率の確率パラメータは未知

であるという様な仮定を置く事が挙げられる [6, 15, 24, 25, 28, 30]．さらに，出現

確率が直前の長さ kの系列に依存する k次マルコフ過程である事，すなわち確率モ

デルはマルコフ過程であると仮定されているが次数 kが未知，つまり何次のマルコ

フ過程かは未知であるという問題設定等も考えられている [3, 10, 15, 16, 21, 22]．

本論文では，前者をモデル既知の確率モデル，後者をモデル未知の確率モデルとそ

れぞれ呼ぶ事にする．先に述べたハフマン符号や算術符号は，その符号語長が情報

源の確率分布によって定まるものであった．つまり，符号語長を与える確率分布で

ある符号化確率を何らかの形で決定できれば算術符号等を用いた符号化が可能であ

るという事である．したがって，確率モデルの仮定に基づくユニバーサル情報源符

号化に関する一部の研究においては，符号化の良し悪しを測る基準である評価関数

を導入した下でその評価関数を最適化する符号化確率を決定する事が主な目的とさ

れている [3, 6, 10, 15, 16, 21, 22, 24, 25]．符号化確率の決定に関し，時点 1から

時点 nまでに発生した情報源系列 xn を得た下で，一括して xn に対する符号化確

率 Ap(xn)を決定する非逐次型の符号化 [28, 30]と各時点 tにおいてそれまでに発

生した情報源系列 xt−1を得た下で，次に発生する情報源シンボル xtに対する符号

化確率 Ap(xt | xt−1)を逐次的に決定し，それを時点 nまで繰り返す逐次型の符号

3LZ符号に関しては情報源に定常エルゴードな確率分布を仮定した場合，平均符号語長がエント

ロピーレートに収束する事が理論的にも証明されているが [31]，その収束オーダーまでは明らかにさ

れていない．ブロックソート法に関しては情報源の確率分布が有限次数の定常マルコフ過程により表

される場合，平均符号語長がエントロピーレートにより上界される事が理論的にも証明されている

が [2]，その収束オーダーまでは明らかにされていない．
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化 [16, 21, 22]の二つが挙げられる．実際に計算機上で符号化確率を計算する場合，

非逐次型の符号化では時点 nまでの確率の積を計算する事になるため，情報源系列

の長さが大きくなった場合，符号化確率の値が 0に非常に近い値となってしまい，計

算機上では 0と扱われてしまう．一方，逐次型の符号化の場合，各時点 tにおいて計

算した符号化確率を用いて符号語長を定めるため，そのような問題は発生しない．ま

た，平均符号語長の解析という点においては，両者は等価である．ただし，先に述べ

たように，任意の無歪みな符号はクラフトの不等式を満たさなければならないが，算

術符号等のように符号化確率により符号語長を定める場合，符号語長は非逐次型の符

号化であれば− logAp(xn)の形で与えられ，逐次型の符号化であれば各時点 tにおい

て− logAp(xt | xt−1)の形で与えられるため，クラフトの不等式は，何らかの手法に

より決定される符号化確率が劣確率分布である事を要求するものであると言い換え

られる4．逐次型の符号化においては各時点 tにおける情報源の確率分布 p(xt | xt−1)

と符号化確率Ap(xt | xt−1)を用いて表される log(p(xt | xt−1)/Ap(xt | xt−1))を時点

1から時点 nまで足し合わせた log(p(xn)/Ap(xn))を評価関数として導入するのが一

般的である5 [6, 10, 15, 16, 21, 22, 28, 30]．ここで，log(p(xn)/Ap(xn))は，符号化

確率Ap(xn)を用いた場合の符号語長と理想符号語長との差分を表す．この評価関数

log(p(xn)/Ap(xn))の情報源の確率分布に関する期待値は冗長度と呼ばれ，これは平

均符号語長と情報源のエントロピーレートとの差分，すなわち相対エントロピーを

表す．

一方，統計的予測問題における一部の研究 [11, 12]では，時系列的に観測されるデー

タに基づき，次の時点に発生するデータが何であるかを予測する，あるいはデータが従

う確率分布そのものを推定する問題が考えられている．特に後者については，各時点 t

におけるデータが従う確率分布p(xt | xt−1)の推定に対し，推定の良し悪しを測る何ら

かの損失関数を導入し，その損失関数を最小にする決定関数Ap(xt | xt−1)を求めると

いった事が主に行われている．損失関数の一例として log(p(xt | xt−1)/Ap(xt | xt−1))

を時点 1から時点 nまで足し合わせた対数損失 log(p(xn)/Ap(xn))が挙げられる．こ

れは，ユニバーサル情報源符号化における符号化確率Ap(xn)を用いた場合の符号語

4符号語長を − logAp(xn)で与えた場合，クラフトの不等式は
∑

xn∈Xn Ap(xn) ≤ 1となる．
5一方，非逐次型の符号化においても同様に時点 nまでの情報源の確率分布および符号化確率を用

いた log(p(xn)/Ap(xn))が評価関数として導入される事が多い．
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長と理想符号語長− log p(xn)との差分を表す．さらに，対数損失 log(p(xn)/Ap(xn))

のデータが従う確率分布に関する期待値はカルバックライブラー情報量と呼ばれ，

これは先に述べた逐次型の符号化における冗長度と等価であるとみなせる．つまり，

冗長度すなわち平均符号語長を評価基準としたユニバーサル情報源符号化の問題に

おいて平均符号語長の最小化を図る事は，統計的予測問題の中でも対数損失を導入

した確率分布の推定問題においてカルバックライブラー情報量の最小化を図る事に

等しいと言える [11, 12]．

統計的予測問題の中でも確率分布を推定する問題においては，データの確率分布

に対し，先に述べたような確率モデルを導入し，ミニマックス基準やベイズ基準に基

づいた推定を行う事が考えられているが [11]，ベイズ基準に基づく推定をユニバー

サル情報源符号化に応用したベイズ符号は，任意の長さの情報源系列に対し，平均

符号語長をベイズ基準の下で最小にする符号であり [15]，理論的にも重要な符号で

ある．ベイズ符号では確率モデルのパラメータに事前分布が導入されるが，情報源

符号化においては，例えば圧縮対象のテキストの種類に応じて，ある単語の出現頻

度がどの程度であり，さらにその頻度がそれまでの文脈にどの程度依存して変わっ

てくるか等が事前に分かっている場合が多いため，パラメータに事前分布を仮定す

る事は比較的自然である．また，ミニマックス基準に基づく推定を応用した符号も

一部では研究されているが [3, 24, 25]，ベイズ符号においてジェフリーズの事前分布

と呼ばれるあるクラスの事前分布を仮定した場合，ベイズ符号は漸近的にそのよう

な符号と等価になる事が知られている [7]．特にベイズ符号の場合，その性能を理論

的に容易かつ精密に解析する事が可能であり，実際，平均符号語長がエントロピー

レートに漸近する事が明らかにされているが，その漸近式は o(1)まで明らかにされ

ており，収束オーダーも明確である [6, 10]．特にマルコフ過程のように高次のモデ

ルが低次のモデルを含む入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルで表さ

れる情報源に対し，ベイズ符号の平均符号語長が精密に解析されており，ベイズ符

号の有効性が理論的に証明されている [10]．一方，先に述べた，確率モデルはマル

コフ過程であると仮定されているが次数 kが未知，つまり何次のマルコフ過程かは

未知であるものの一種であるFSMX情報源に対し，効率的なベイズ符号化アルゴリ

ズムが提案されている [16]．また，モデル未知の確率モデルで表される情報源の一

種である区分定常情報源に対しても効率的なベイズ符号化アルゴリズムが提案され
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ている [21]．区分定常情報源とは，ある定常分布に従って情報源系列を発生させて

いる情報源の確率パラメータがある時点で突然に変化し，その後またある時点まで

はその変化したパラメータを持つ定常分布に従って系列を発生させ，またパラメー

タが変化するといった情報源である [29] 6．

ユニバーサル符号化の問題においては先に述べた通り，未知の情報源の確率分布

に対し，平均符号語長がエントロピーレートに収束する符号を構成する事が主な目

的とされているが，これは，モデル既知あるいはモデル未知の確率モデルを仮定し

た上で，情報源の確率分布がどのようなモデルあるいはどのようなパラメータによ

り表される確率分布であったとしても，平均符号語長に関するそのような性質を満

たす事が望まれている．つまり，仮定した確率モデルは情報源の確率分布を表現で

きる事が前提とされている．しかし，このような前提の下で平均符号語長がそのよ

うな性質を満たすユニバーサル符号に対し，確率モデルが表現できるとしたその前

提が実際には成り立たなかった場合の符号化性能を評価する事も重要であると考え

られる．実用的な場面においては，情報源系列の観測を始める前に確率モデルを仮

定し，そのモデルに基づき，以降は情報源系列を観測しながら符号化を行っていく

ため，確率モデルが情報源の確率分布を表現できない場合は往々にして起こり得る

はずである．しかし，これまでのところ，そのような問題設定についてはほとんど

議論されていない．ただし，確率モデルはマルコフ過程であると仮定されているが，

次数 kが未知，つまり何次のマルコフ過程かは未知であるといったモデル未知の確

率モデルに対し，任意の次数および任意の遷移確率パラメータに対して，それらに

よって規定される確率分布がデータが従う確率分布と等しくならない場合，データ

が従う確率分布を仮定した確率モデルでは表現できないと呼ぶ事にする．従来，統

計学におけるモデル選択問題に関する研究では，データが従う確率分布を表現でき

ない確率モデルについての研究が一部で行われており，例えば，モデル選択基準の

一つであるAIC [1]をデータが従う確率分布を表現できない確率モデルまで拡張し

たTICが提案されている [23]．AICやTICの解析においては，パラメータの最尤推

6区分定常情報源をモデル未知の確率モデルとみなした場合，これは統計学における変化点検出の

問題と同様であるが，変化点を検出するという目的と平均符号語長を最小にする符号化を行うとい

う目的とでは，評価関数や損失関数が異なる．したがってその目的に応じて異なった手法が必要であ

り，目的を達成するための最適なアルゴリズムも異なってくる．
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定量が用いられているが，仮定したモデル既知の確率モデルがデータが従う確率分

布を表現できる場合，最尤推定量は，ある正則条件の下，その確率分布のパラメー

タに概収束し，漸近正規性を持つ事が知られている [14]．一方，データが従う確率

分布を仮定したモデル既知の確率モデルでは表現できない場合，最尤推定量は，先

の正則条件に対応する適切な条件の下，同様の漸近的性質を持つ事が知られている．

すなわち，最尤推定量は，仮定した確率モデルの中の確率分布の内，データが従う

確率分布とのカルバックライブラー情報量を最小にする確率分布のパラメータに概

収束し，漸近正規性を持つ事が知られている [17, 27]．

1.2 本論文の目的

本論文ではまず，モデル既知の確率モデルに基づくベイズ符号において情報源の

確率分布がその確率モデルでは表現されない分布だった場合の冗長度を精密に漸近

評価する．さらに，その結果を応用し，マルコフ過程のように入れ子構造を持つ階

層型のモデル未知の確率モデルに基づくベイズ符号において，情報源の確率分布が

その確率モデルでは表現されない分布だった場合の冗長度を精密に漸近評価し，そ

のように仮定が崩れた場合でもベイズ符号が有効である事を論じる．すなわち，階

層型のモデル未知の確率モデルに基づくベイズ符号は，そのように仮定が崩れた場

合であっても最高次の確率モデルのみに基づくベイズ符号と比較し，冗長度の意味

で同等あるいはそれ以上の性能を発揮する事を示す．

本論文ではさらに，区分定常情報源に関するベイズ符号の応用について考察を行

う．先に述べたブロックソート法は，これまでのところ，その符号化性能が理論的に

明確に解析されていない．本論文では，モデル未知の確率モデルの一種である，次

数 kが未知のマルコフ過程で表される情報源に対し，ブロックソート法の特徴的前

処理であるブロックソート後の系列が区分定常情報源からの出力系列とみなせる事

を利用し，区分定常情報源のベイズ符号を応用する事により，実用性をほとんど失

う事なく理論的にも明確な符号化アルゴリズムを提案し，その有効性を論じる．
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1.3 本論文の構成

第 2章では，問題設定および従来研究について述べる．まず，無歪み可変長情報

源符号化の数理モデルと問題設定を述べた後，シャノンの情報源符号化定理とハフ

マン符号等の実用的な符号化アルゴリズムについて述べる．そして，実用的なユニ

バーサル符号の代表例であるブロックソート法について述べ，確率モデルに基づく

ユニバーサル符号について述べる．最後に，ベイズ符号を定義し，本論文に関連す

るベイズ符号の従来研究について述べる．第 3章においては，確率モデルが情報源

の確率分布を表現できない場合の問題を考える重要性について述べた後，本論文の

位置づけについて述べる．そして，本論文の一方の成果である，情報源の確率分布

が仮定した確率モデルでは表現されない分布だった場合のベイズ符号の冗長度を解

析し，ベイズ符号の有用性について考察する．第 4章では，本論文のもう一方の成

果である，ブロックソート法に区分定常情報源のベイズ符号を応用した符号化アル

ゴリズムを提案し，その有効性について考察する．最後に，第 5章において以上の

成果をまとめる．
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第2章 問題設定および従来研究

2.1 はじめに

本章では，本論文の問題設定および従来研究について述べる．まず，無歪み可変長

情報源符号化の数理モデルと問題設定を述べた後，シャノンの情報源符号化定理と

ハフマン符号等の実用的な符号化アルゴリズムについて述べる．そして，実用的な

ユニバーサル符号の代表例であるブロックソート法について述べた後，確率モデル

に基づくユニバーサル符号について述べる．最後に，確率モデルに基づくユニバー

サル符号と統計的予測問題との関連について言及した後，ベイズ符号を定義し，本

論文に関連するベイズ符号の従来研究について述べる．

2.2 無歪み可変長情報源符号化

本節では，無歪み可変長情報源符号化の数理モデルと問題設定を述べた後，シャ

ノンの情報源符号化定理とハフマン符号等の実用的な符号化アルゴリズムについて

述べる．

2.2.1 可変長情報源符号化の数理モデル

可変長情報源符号化の数理モデルを図 2.1に示す．離散有限集合X を情報源アル
ファベットと呼ぶ．情報源アルファベットX 上に値をとる確率変数をXとし，その

実現値を xとする．さらに，X n上の確率変数列をXn = X1 · · ·Xnとし，その実現

値 xn = x1 · · · xnを情報源系列と呼ぶ．情報源系列 xnは，確率質量関数 p(xn)を持

つ情報源の確率分布に従い発生する．離散有限集合 U を符号語アルファベットと呼
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図 2.1: 可変長情報源符号化の数理モデル

び，U∗を U の要素からなる任意の長さの系列の集合とする．符号化関数 ϕnおよび

復号関数 ψnを次のように定義する．

ϕn : X n −→ U∗, (2.1)

ψn : U∗ −→ X n. (2.2)

ここで，ϕn(x
n)を符号語と呼び，ϕn(x

n) = uk = u1 · · ·uk ∈ U∗に対し，|ϕn(x
n)| =

k/ log |U|を符号語長と呼ぶ．符号語長 |ϕn(x
n)|は一般には元の情報源系列長 nとは

異なり，これは可変長符号化と呼ばれる．

2.2.2 無歪み符号化とクラフトの不等式

任意の長さの情報源系列に対し，対応する符号語を復号した系列が元の情報源系

列と一致しない確率が 0である場合を無歪みと呼ぶ．無歪みとはすなわち任意の

n = 1, 2, · · · に対し，次の式が成り立つ事である．

Pr {ψn(ϕn(X
n)) ̸= Xn} = 0. (2.3)

任意の無歪みな符号化において，次の式が満たされなければならない事が知られて

いる（例えば，[8]等）．

補題 2.2.1 ∑
xn∈Xn

|X |−|ϕn(xn)| ≤ 1. (2.4)

ただし，|X |はX の要素数を表す．
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2.2.3 平均符号語長とシャノンの情報源符号化定理

無歪み可変長符号化における情報の伝送および蓄積の効率性を測る代表的な評価

基準として平均符号語長が挙げられる．平均符号語長とは各情報源系列に対する符

号語長の情報源の確率分布に関する期待値であり，次のように定義される．

Epn [|ϕn(X
n)|] =

∑
xn∈Xn

p(xn)|ϕn(x
n)| (2.5)

ただし，Epnは p(xn)による期待値を表す．

従来，情報源に定常エルゴードな確率分布を仮定した場合，シャノンの情報源符

号化定理として，任意の無歪みな符号化に対し，情報源 1シンボルあたりの平均符

号語長の下限が漸近的にエントロピーレートで与えられる事が知られ，さらに，情

報源 1シンボルあたりの平均符号語長が漸近的にエントロピーレートに等しくなる，

ある無歪みな符号化が存在する事が知られている．すなわち，以下の定理が成り立

つ事が知られている [20]．

定理 2.2.1 [20] 以下，確率質量関数 p(xn)は定常エルゴード性を満たすとする．こ

のとき，任意の無歪みな符号化は次の式を満たさなければならない．

lim
n→∞

1

n
Epn [|ϕn(X

n)|] ≥ H(X ). (2.6)

一方，次の式を満たすある無歪みな符号化が存在する．

lim
n→∞

1

n
Epn [|ϕn(X

n)|] = H(X ). (2.7)

ただし，H(X )は情報源のエントロピーレートと呼ばれ，情報源の確率分布から一
意に定まる量である．これは次のように定義される1．

H(X ) = lim
n→∞

− 1

n

∑
xn∈Xn

p(xn) log p(xn). (2.8)

ここで，logの底は |X |である事に注意する．

1確率質量関数 p(xn)が定常エルゴード性を満たせば，極限値は必ず存在する．
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2.2.4 平均符号語長の理論的限界を達成する符号の構成

平均符号語長を評価基準とする無歪み情報源符号化においては，シャノンの情報

源符号化定理により，平均符号語長の理論的限界が与えられているため，クラフト

の不等式を満たし，かつ，平均符号語長がその理論的限界に到達する符号を構成す

る事が主な目的となる．実際，ハフマン符号 [13]と呼ばれる，情報源の確率構造を

利用した情報源 1シンボルあたりの平均符号語長がエントロピーレートに漸近する

符号化アルゴリズムが提案されている．ハフマン符号は定常無記憶情報源，すなわ

ち情報源シンボルが独立にある定常な確率分布に従って発生する情報源に対して，

情報源 1シンボルを符号化した場合に平均符号語長が理論的限界値であるエントロ

ピー2に達する事が知られている [13]．以下，符号語アルファベットUを {0, 1}とし
た場合の定常無記憶情報源に対するハフマン符号化アルゴリズムを示す．

• step-1: 情報源アルファベットX の各要素を生起する確率 p(x)が大きい順に並

べる．

• step-2: 生起する確率 p(x)が最も小さい二つの要素にそれぞれ 0と 1を割り当

てる．そして，その二つの生起する確率の和を計算し，その二つの要素を，そ

の和を生起する確率とした一つの要素とみなし，各要素を生起する確率が大き

い順に並べる．

• step-3: 生起する確率の和が 1になるまで step-2を繰り返す．

• step-4: 各要素に割り当てられた系列をその符号語とする．

さらに，ハフマン符号を情報源系列の長さに応じて拡大して適用する事により，情

報源 1シンボルあたりの平均符号語長は ⌈−(1/n) log p(xn) + 1/n⌉以下となるが，す
なわち平均符号語長はエントロピーレートに漸近するが，符号化における計算量が

情報源系列の長さに応じて指数的に大きくなってしまう事が知られている．一方，算

術符号 [18, 19]と呼ばれるより計算量の削減された実用的な符号化アルゴリズムも

提案されており，情報源系列 xnに対する符号語長は− log p(xn) + 2により定められ

2定常無記憶情報源に対するエントロピーレートはエントロピー H(X) = −
∑

x∈X p(x) log p(x)

に帰着される．
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る事が知られている（例えば，[8]等）．つまり，ハフマン符号も算術符号も符号語

長は情報源の確率分布により定められる事が分かる．ここで，− log p(xn)は理想符

号語長と呼ばれる．

2.3 ユニバーサル情報源符号化

本節では，まず，実用的なユニバーサル符号の代表例であるブロックソート法に

ついて述べる．次に，確率モデルを定義し，その例としてFSMX情報源と区分定常

情報源の二つを挙げる．最後に，確率モデルに基づくユニバーサル符号の中でも評

価関数を導入した符号化について述べる．

2.3.1 実用性と理論的明瞭性のトレードオフ関係

情報源の確率構造の一部が未知である情報源符号化の問題はユニバーサル情報源

符号化の分野として研究が行われており，実用的にも重要な研究である．ユニバーサ

ル情報源符号化の多くの研究においては，定常エルゴードな確率分布を持つ情報源に

対し，無歪みの下，情報源 1シンボルあたりの平均符号語長が情報源のエントロピー

レートに漸近するような符号を構成する事が重要なテーマとなっている．例えば，テ

キストデータの圧縮等に応用されているLZ符号 [32, 33]，ネットワーク上でやり取り

されるファイルの圧縮等に利用される bzip2に応用されているブロックソート法 [4]

は，情報源に定常エルゴードな確率分布を仮定した場合，いずれも実験的には情報源

系列の長さを十分大きくすれば平均符号語長がエントロピーレートに収束する事が

知られている．しかし，その収束オーダーがどの程度であるかといった事は理論的に

は明らかにされていない．LZ符号に関しては情報源に定常エルゴードな確率分布を

仮定した場合，平均符号語長がエントロピーレートに収束する事が理論的にも証明

されているが [31]，その収束オーダーまでは明らかにされていない．ブロックソート

法に関しては情報源の確率分布が有限次数の定常マルコフ過程により表される場合，

平均符号語長がエントロピーレートにより上界される事が理論的にも証明されている

が [2]，その収束オーダーまでは明らかにされていない．一方，確率構造の一部が未知

である情報源に対して確率モデルを仮定し，それに基づいて符号化を行うといった手
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法についても一部では研究が行われている [3, 16, 21, 22, 24, 25, 28, 30]．さらに，確

率モデルに加えて評価関数を導入し，仮定した確率モデルに基づき評価関数の最適化

を行う事により，符号化を行うといった手法も提案されている [3, 16, 21, 22, 24, 25]．

このような手法については，時間計算量やメモリ計算量が膨大となり，実用化にお

いてはそれらを削減した効率的な符号化アルゴリズムを考案する必要があるが，平

均符号語長の評価をその収束オーダーまで含めて精密に行う事が可能である等，理

論的明瞭性は大きい．

2.3.2 実用的なユニバーサル符号の代表例：ブロックソート法

ブロックソート法ではまず，情報源系列を 1シンボルずつ巡回シフトした系列を

全て辞書順にソートする事により，元の情報源系列と同じ長さの別の系列に変換す

る．これは BW変換と呼ばれる．そして，情報源系列に BW変換を施した系列を

Move-To-Front法（以下，MTF法）により符号語に変換する．

BW変換のアルゴリズム [4]を以下に示す．

• step-1: 情報源系列 xnを逆順に並べた系列を x̄nとし，x̄nの最後に終端記号 $

を加えた系列 x̄n$を生成する．

• step-2: step-1で生成した系列 x̄n$を左巡回シフトさせて生成した n個の系列

を縦に並べ，(n+ 1)行 (n+ 1)列の行列M を生成する．

• step-3: step-2で生成した行列M の各行を 1列目のシンボルから辞書順にソー

トし，ソート後の行列を M̃ とする．

• step-4: M̃ の第 n+ 1列を $を除いて上から y1y2 · · · として ynを出力し，さら

に，ynを出力する際に除いた $の行番号 rを出力する．

step-4において ynを出力する際に除いた $の行番号は，BW変換後の系列 ynを元

の情報源系列 xnに逆変換する際に必要となるが，逆変換のアルゴリズムについて

は [4]を参照されたい．
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例えば，情報源系列 x9が 110011010である場合の BW変換は次のように行われ

る．まず，step-1において生成される系列 x̄9$は 010110011$となる．そして，step-2

および 3で生成される行列M および M̃ は次のように与えられる．

M =



010110011$

10110011$0

0110011$01

110011$010

10011$0101

0011$01011

011$010110

11$0101100

1$01011001

$010110011



,



0011$01011

010110011$

0110011$01

011$010110

10011$0101

10110011$0

110011$010

11$0101100

1$01011001

$010110011



= M̃. (2.9)

最後に，step-4で (y9, r) = (110100011, 2)を出力する．

ブロックソート法 [4]では，BW変換後の系列 ynにMTF法を適用する事により，

元の情報源系列 xnに対する符号語が定められる．

2.3.3 確率モデルの定義

ユニバーサル情報源符号化の分野においては一方で，情報源の確率構造に対して

確率モデルを仮定し，確率モデルに基づきユニバーサル符号化を行うといった手法

についても研究が行われている．本論文では確率モデルに基づくユニバーサル符号

を主に扱うため，まず，確率モデルを次のように定義する．

ある実数値パラメータ θにより規定される確率質量関数を p(xn | θ)と表す．パラ
メータ θは未知であり，あるパラメータ空間Θ ⊆ Rk上に値を取るとすると，確率質

量関数 p(xn | θ)の族である {p(xn | θ) | θ ∈ Θ}が定義される．この確率質量関数の族
は確率モデルと呼ばれる．さらに，パラメータ空間Θがある確率モデルを表すイン

デックスmにより区別される状況を考える．この時，確率質量関数は，確率モデル

を表すインデックスmとその下でのパラメータ θmによって規定され，p(x
n | θm,m)
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と表される．ただし，θm = (θm,1, · · · , θm,km)
T は，Θm ⊆ Rkm上の km次元実数値パ

ラメータである．以後，aT およびAT はそれぞれベクトル aおよび行列Aの転置を

表す．確率モデルを表すインデックスmはある離散有限集合M上に値を取り，パ
ラメータ θmはインデックスm毎に異なるパラメータ空間Θm上に値を取るため，確

率質量関数 p(xn | θm,m)の族Hは次のように定義される．

H = {p(xn | θm,m) | θm ∈ Θm,m ∈M} . (2.10)

以後，本論文ではHをモデル未知の確率モデルと呼ぶ事にする．これは，確率モデ
ルを表すインデックスmが未知であり，さらにその下でのパラメータ θmも未知で

あるという事を表す．

一方，確率モデルを表すインデックスmがある一つの既知である値に固定され，

その下でのパラメータ θmが未知であるような場合も考えられる．この時，mは一

つに固定されているため，確率質量関数 p(xn | θm,m)の族Hmは次のように定義さ

れる．

Hm = {p(xn | θm,m) | θm ∈ Θm} . (2.11)

以後，本論文ではHmをモデル既知の確率モデルと呼ぶ事にする．

今後は表記の簡略化のため，確率モデルを表すインデックスmの事をモデルmと

呼び，モデルmとはmがある一つの既知である値に固定されたモデル既知の確率

モデル，すなわち，ある固定されたmの下でのパラメータ θmが未知である場合の

確率質量関数 p(xn | θm,m)の族Hmを表す事にする．

また，モデル未知の確率モデルHは入れ子構造を持つ事，すなわち，km1 < km2 <

· · · なるm1,m2, · · · ∈ Mに対し，

Hm1 ⊂ Hm2 ⊂ · · · , (2.12)

である事を許容する．本論文では，式 (2.12)が成り立つHを入れ子構造を持つ階層
型のモデル未知の確率モデルと呼ぶ事にする．

マルコフ過程を例に挙げる．ここで，M = {1, 2, 3}に対し，モデルm = 1は遷

移確率パラメータが未知である 1次マルコフ過程の確率モデルH1を表す事にする．

ただし，θ1は 1次マルコフ過程の遷移確率パラメータに対応する．m = 2, 3につい
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ても同様である．この時，mがM上のいずれの値を取るか未知である場合，モデ
ル未知の確率モデルを仮定している事になる．一方，m = 1である事が既知である

場合，モデル既知の確率モデルH1を仮定している事になる．m = 2, 3についても

同様である．ここで，k1 < k2 < k3であり，H1 ⊂ H2 ⊂ H3であるから，mがM上
のいずれの値を取るか未知である場合，入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確

率モデルを仮定している事になる．

2.3.4 モデル未知の確率モデルの例1：FSMX情報源

FSMX情報源とはある時点の情報源シンボルの生起する確率が過去の有限長の系

列から定まる情報源でマルコフ過程の一種である．FSMX情報源の確率分布はモデ

ルmとモデルmの下でのパラメータ θmにより定まるため，モデル未知の確率モデ

ルとみなせる．

離散有限集合 Smをモデルmにおける状態の集合とする．情報源系列 xt−1から状

態 s ∈ Smへの写像を次のように表す．

s(xt−1) : X t−1 −→ Sm. (2.13)

各状態 sにおける各情報源シンボルの生起確率は |X − 1|次元パラメータ θsにより

定まる．情報源系列 xt−1を得た下で xtが生起する確率は次のように与えられる．

p(xt | xt−1, θm,m) = p(xt | θs(x
t−1), s(xt−1)). (2.14)

したがって，情報源系列 xnが生起する確率 p(xn)は次のように与えられる．

p(xn) = p(xn | θm,m) (2.15)

=
n∏

t=1

p(xt | xt−1, θm,m) (2.16)

=
n∏

t=1

p(xt | θs(x
t−1), s(xt−1)). (2.17)

ただし，空系列を λとした場合，s(λ)は初期状態であり，s(x0) = s(λ)である．
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図 2.2: 2元 FSMX情報源モデル

FSMX情報源のモデルmは完全木で表現する事が可能である．完全木における

それぞれの枝はシンボル x ∈ X に対応する．また，完全木における葉ノードから
根ノードへの一つのパスを文脈あるいはポストフィクスと呼ぶ．完全木における葉

ノードは状態 sと一対一に対応しているため，葉ノードは sと書く事ができる．した

がって，FSMX情報源のモデルmにおける状態の集合 Smは完全木における葉ノー

ドの集合とみなせる．特に，モデルmを完全木で表現した場合に全ての葉ノードが

深さmのみに存在する時，その情報源はm次マルコフ情報源と呼ばれる．これは入

れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルとみなせる．

FSMX情報源のモデルの例を図 2.2に示す．文脈 xt−1 = · · · 10により定まる状態
を s10 とすると，情報源系列 x5 = 10010において時点 t = 2の状態は s(1) = s1，

時点 t = 3の状態は s(10) = s10，時点 t = 4の状態は s(100) = s00となる．また，

S(m) = {s1, s10, s00}である．

2.3.5 モデル未知の確率モデルの例2：区分定常情報源

区分定常情報源は，時点 1からある時点 t1−1まではあるパラメータで支配される

定常分布に従って情報源系列を発生させる．そして，時点 t1においてそのパラメー



第 2章 問題設定および従来研究 19

タの値が変化し，以後，時点 t1からある時点 t2 − 1まではその変化後のパラメータ

で支配される定常分布に従って情報源系列を発生させ，ある時点 t2において再びパ

ラメータの変化が起こる．これを時点 nまで繰り返す．区分定常情報源の確率分布

はパラメータの変化パターン ωとその変化パターン ωの下でのパラメータ ϕωによ

り定まるため，モデル未知の確率モデルとみなせる．

情報源系列 ynの i番目から j番目までの部分系列を yji = yiyi+1, · · · , yjと表す．パ
ラメータの変化パターンωはパラメータの変化時点の集合として表現される．すなわ

ち，ある変化パターンω ∈ Ωをω = (tω,1, · · · , tω,C(ω))と表す．ここで，tω,0 = 1およ

び tω,C(ω)+1 = n+1を仮定する．部分系列 y
tω,c+1−1
tω,c

を発生させる定常分布のパラメー

タを ϕtω,cと表す．ただし，c = 0, · · · , C(ω)である．すると，ある変化パターンωの

パラメータベクトルは ϕω = (ϕtω,0 , · · · , ϕtω,C(ω)
) ∈ Φω と書ける．部分系列 y

tω,c+1−1
tω,c

に含まれる各シンボルの条件付確率質量関数を p(yt | yt−1, ϕtω,c , ω)とすると，ある

変化パターンωが与えられた下での情報源系列 ynの確率質量関数は以下のように書

き表される．

p(yn | ω) =
Cω∏
c=0

tω,c+1−1∏
t=tω,c

p(yt | yt−1, ϕtω,c , ω). (2.18)

2.3.6 評価関数の導入と非逐次型および逐次型の符号化

先に述べたハフマン符号や算術符号は，その符号語長が情報源の確率分布によっ

て定まるものであった．つまり，符号化確率，すなわち，符号語長を与える確率分

布を何らかの形で決定できれば算術符号等を用いた符号化が可能であるという事

である．したがって，確率モデルの仮定に基づくユニバーサル情報源符号化に関す

る一部の研究においては，符号化の良し悪しを測る基準としてある評価関数を導入

した下でその評価関数を最適化する符号化確率を決定する事が主な目的とされてい

る [3, 6, 10, 15, 16, 21, 22, 24, 25]．

符号化確率の決定に関し，時点 1から時点 nまでに発生した情報源系列 xnを得た

下で，一括して xnに対する符号化確率Ap(xn)を決定する非逐次型の符号化 [28, 30]

と各時点 tにおいてそれまでに発生した情報源系列 xt−1を得た下で，次に発生する

情報源シンボル xtに対する符号化確率 Ap(xt | xt−1)を逐次的に決定し，それを時
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点 nまで繰り返す逐次型の符号化 [16, 21, 22]の二つが挙げられる．実際に計算機上

で符号化確率を計算する場合，非逐次型の符号化では時点 nまでの確率の積を計算

する事になるため，情報源系列の長さが大きくなった場合，符号化確率の値が 0に

非常に近い値となってしまい，計算機上では 0と扱われてしまう．一方，逐次型の

符号化の場合，各時点 tにおいて計算した符号化確率を用いて符号語長を定めるた

め，そのような問題は発生しない．また，平均符号語長の解析という点においては，

両者は等価である．ただし，先に述べたように，任意の無歪みな符号はクラフトの

不等式を満たさなければならないが，算術符号等のように符号化確率により符号語

長を定める場合，符号語長は非逐次型の符号化であれば− logAp(xn)の形で与えら

れ，逐次型の符号化であれば各時点 tにおいて− logAp(xt | xt−1)の形で与えられる

ため，クラフトの不等式は，何らかの手法により決定される符号化確率が劣確率分

布である事を要求するものであると言い換えられる3．

逐次型の符号化においては次で定義される関数を評価関数として導入するのが一

般的である [6, 10, 15, 16, 21, 22, 28, 30]4．

n∑
t=1

log
p(xt | xt−1)

Ap(xt | xt−1)
= log

p(xn)

Ap(xn)
. (2.19)

ここで，log(p(xn)/Ap(xn))は，符号化確率Ap(xn)を用いた場合の符号語長と理想

符号語長− log p(xn)との差分を表す．さらに，この評価関数の情報源の確率分布に

関する期待値は冗長度と呼ばれ，次のように定義される．

Epn

[
log

p(Xn)

Ap(Xn)

]
=
∑

xn∈Xn

p(xn) log
p(xn)

Ap(xn)
. (2.20)

これは平均符号語長と情報源のエントロピーレートとの差分，すなわち相対エント

ロピーを表す．

3符号語長を − logAp(xn)で与えた場合，クラフトの不等式は
∑

xn∈Xn Ap(xn) ≤ 1となる．
4一方，非逐次型の符号化においても同様に時点 nまでの情報源の確率分布および符号化確率を用

いた log(p(xn)/Ap(xn))が評価関数として導入される事が多い．
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2.4 ベイズ符号に関する従来研究

本節では，逐次型の符号化と統計的予測問題との関連について言及した後，ベイ

ズ符号を定義し，本論文においてベイズ符号を対象とするモチベーションと本論文

に関連するベイズ符号の従来研究について述べる．

2.4.1 逐次型の符号化と統計的予測問題との関連

統計的予測問題における一部の研究 [11, 12]では，時系列的に観測されるデータに

基づき，次の時点に発生するデータが何であるかを予測する，あるいはデータが従う

確率分布そのものを推定する問題が考えられている．特に後者については，各時点 t

におけるデータが従う確率分布p(xt | xt−1)の推定に対し，推定の良し悪しを測る何ら

かの損失関数を導入し，その損失関数を最小にする決定関数Ap(xt | xt−1)を求めると

いった事が主に行われている．損失関数の一例として log(p(xt | xt−1)/Ap(xt | xt−1))

を時点 1から時点 nまで足し合わせた対数損失 log(p(xn)/Ap(xn))が挙げられる．こ

れは，ユニバーサル情報源符号化における符号化確率Ap(xn)を用いた場合の符号語

長と理想符号語長− log p(xn)との差分を表す．さらに，対数損失 log(p(xn)/Ap(xn))

のデータが従う確率分布に関する期待値はカルバックライブラー情報量と呼ばれ，こ

れは 2.3.6節で述べたユニバーサル情報源符号化における冗長度と等価であるとみな

せる．つまり，冗長度すなわち平均符号語長を評価基準としたユニバーサル情報源

符号化の問題において平均符号語長の最小化を図る事は，統計的予測問題の中でも

対数損失を導入した確率分布の推定問題においてカルバックライブラー情報量の最

小化を図る事に等しいと言える [11, 12]．

2.3.6節までに述べた問題設定ではX が離散有限集合であった．一方，統計的予測
問題においてはX は離散有限集合とは限らない一般の集合として議論される事が多
い．そこで，X が一般の集合である場合の問題設定についても述べておく．後に紹
介する従来研究の一部と本論文で述べる成果の一部は，X が一般の集合である場合
の問題設定となっている．

まず，t = 1, · · · , nに対し，Xtを可測空間とし，Xt上に値を取る確率変数Xtをxtと
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する．さらに，Xt上のある測度 νに対し，確率密度 p(xt | xt−1)5が存在し，xtは p(xt |
xt−1)に従って発生すると仮定する．また，X n上の確率変数列をXn = X1 · · ·Xnと

し，その実現値を xn = x1 · · · xnとする．ここで，p(xn) =
∏n

t=1 p(xt | xt−1)はデー

タが従う確率分布の密度関数である6．ただし，p(xn)は定常性かつエルゴード性を

満たすものとする．決定関数Ap(xt | xt−1)を
∫
Xt
Ap(xt | xt−1)dν(xt) = 1なるXt上

の確率密度とする7．対数損失を導入した統計的予測問題においては，以下で定義さ

れる損失関数を何らかの基準により最小化するAp(xt | xt−1)を決定する事が主な目

的となる．

n∑
t=1

log
p(xt | xt−1)

Ap(xt | xt−1)
= log

p(xn)

Ap(xn)
. (2.21)

ただし，logは 2.3.6節までとは異なり自然対数である．これは対数損失と呼ばれる．

さらに，対数損失の p(xn)に関する期待値はカルバックライブラー情報量として次

のように定義される．

Epn

[
log

p(Xn)

Ap(Xn)

]
=

∫
Xn

p(xn) log
p(xn)

Ap(xn)
dν(xn), (2.22)

以後，Epn は p(xn)に関する期待値を表す．これは，Xt が離散有限集合であれば，

2.3.6節で定義した冗長度に相当する．カルバックライブラー情報量の解析を行う事

はユニバーサル符号化における冗長度，すなわち平均符号語長の解析を行う事に等

しい．

また，2.3.3節で定義した確率モデルにおける確率質量関数は，適宜，確率密度関

数と読み換える事にする．

2.4.2 ベイズ符号

統計的予測問題における一部の研究においてはデータが従う確率分布に確率モデ

ルを仮定し，ミニマックス基準やベイズ基準に基づく決定が行われている [11]．本

5もし，Xtが離散であれば，各 xt ∈ Xtに対し，ν({xt}) = 1であり，p(xt | xt−1)は Xt上の確率

質量関数である．
6ただし，Xn が離散の場合は確率質量関数である．
7もし，Xtが離散であれば，Ap(xt | xt−1)は

∑
xt

Ap(xt | xt−1) = 1なる Xt上の確率質量関数で

ある．いずれもクラフトの不等式を等号で満たす場合を考えている事になる．
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節ではベイズ基準に基づく決定について述べる．2.4.1節で定義した対数損失および

カルバックライブラー情報量は損失関数およびリスク関数として次のように書き換

えられる．まず，損失関数 L(θm,m,Ap(x
n), xn)は次のように定義される．

L(θm,m,Ap(x
n), xn) = log

p(xn | θm,m)

Ap(xn)
. (2.23)

そして，損失関数を p(xn)に関して期待値を取ったリスク関数R(θm,m,Ap(x
n))は

次のように定義される．

R(θm,m,Ap(x
n)) =

∫
Xn

p(xn | θm,m)L(θm,m,Ap(x
n), xn) dν(xn). (2.24)

まず，モデル既知の確率モデルを仮定した場合について述べる．ベイズ基準に基

づく決定を行う場合，パラメータの事前分布，すなわち Θm 上の事前確率密度を

w(θm | m)と定義し，リスク関数をパラメータの事前分布に関し，期待値を取った

以下のベイズリスク関数BRHm(Ap(x
n))を導入する．

BRHm(Ap(x
n)) =

∫
Θm

w(θm | m)R(θm,m,Ap(x
n)) dθm. (2.25)

ベイズ基準の下で最適（以下，ベイズ最適）な決定関数，すなわちベイズリスク関

数を最小にする決定関数Ap∗m(x
n)は次のように与えられる [15]．

Ap∗m(x
n) = p(xn | m) (2.26)

=

∫
Θm

p(xn | θm,m)w(θm | m) dθm. (2.27)

一方，各時点 tにおける逐次型のベイズ最適な決定関数 Ap∗m(xt | xt−1)は次のよう

に与えられる [15]．

Ap∗m(xt | xt−1) = p(xt | xt−1,m) (2.28)

=

∫
Θm

p(xt | xt−1, θm,m)w(θm | xt−1,m) dθm. (2.29)

ただし，w(θm | xt−1,m)は，xt−1を得た下でのパラメータ θmの事後確率密度を表

し，これは次のように定義される．

w(θm | xt−1,m) =
p(xt−1 | θm,m)w(θm | m)∫

Θm
p(xt−1 | θm,m)w(θm | m) dθm

. (2.30)
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統計的予測問題においては，パラメータ θmの推定量（例えば，最尤推定量）を θ̂m

として p(xn | θ̂m,m)が予測に用いられる事もあるが，ベイズ最適な決定では，パラ

メータの推定量を一つに定める事はせず，p(xn | θm,m)に対し，パラメータの取り

得る値全てをその事前分布あるいは事後分布で重みづけたものを予測に用いている

事に相当する．ただし，これは損失関数として対数損失を導入している事によるも

のである．

次に，モデル未知の確率モデルを仮定した場合について述べる．この場合はさら

に，モデルの事前分布，すなわちM上の事前確率をP (m)と定義し，リスク関数を

パラメータの事前分布とモデルの事前分布のそれぞれに関し，期待値を取った以下

のベイズリスク関数BRH(Ap(x
n))を導入する．

BRH(Ap(x
n)) =

∑
m∈M

P (m)

∫
Θm

w(θm | m)R(θm,m,Ap(x
n)) dθm. (2.31)

ベイズ最適な決定関数Ap∗(xn)は次のように与えられる [15]．

Ap∗(xn) =
∑
m∈M

P (m)p(xn | m) (2.32)

=
∑
m∈M

P (m)

∫
Θm

p(xn | θm,m)w(θm | m) dθm. (2.33)

一方，各時点 tにおける逐次型のベイズ最適な決定関数Ap∗(xt | xt−1)は次のように

与えられる [15]．

Ap∗(xt | xt−1) =
∑
m∈M

P (m | xt−1)p(xt | xt−1,m) (2.34)

=
∑
m∈M

P (m | xt−1)

∫
Θm

p(xt | xt−1, θm,m)w(θm | xt−1,m) dθm.

(2.35)

ただし，P (m | xt−1)は，xt−1を得た下でのモデルmの事後確率を表し，これは次

のように定義される．

P (m | xt−1) =
P (m)p(xt | xt−1,m)∑

m∈M P (m)p(xt | xt−1,m)
. (2.36)
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統計的予測問題においては，何らかのモデル選択基準を用いる事により，モデルを

一つに選択した下で予測が行われる事が多いが，ベイズ最適な決定では，モデルを

一つに選択する事はせず，あらゆるモデル全てをその事前確率あるいは事後確率で

重みづけたものを予測に用いている事に相当する．ただし，これは損失関数として

対数損失を導入している事によるものである．

ベイズ符号では，ベイズ最適な決定関数を符号化確率として用いて算術符号化を

行う事を試みる．また，時点 nにおけるベイズ最適な非逐次型の符号化確率と時点

1から時点 nまでのベイズ最適な逐次型の符号化確率の積とは等価になるため [15]，

理論解析においては両者を区別せずに議論を進めていく．特に，冗長度すなわち平

均符号語長の解析においては非逐次型の符号化確率で議論し，符号化アルゴリズム

においては逐次型の符号化確率で議論する事が多い．

以後，本論文では，Ap∗(xn)をモデル未知の確率モデルに基づくベイズ最適な決

定（あるいは符号化確率）と呼び，p(xn | m)をモデル既知の確率モデルに基づくベ

イズ最適な決定（あるいは符号化確率）と呼ぶ事にする．

2.4.3 ベイズ基準を導入するモチベーション

ベイズ符号は，任意の長さの情報源系列に対し，平均符号語長をベイズ基準の下

で最小にする符号であり [15]，理論的にも重要な符号であるが，本論文においてベ

イズ符号を対象とする理由は次の通りである．

情報源符号化においては，例えば圧縮対象のテキストの種類に応じて，ある単語

の出現頻度がどの程度であり，さらにその頻度がそれまでの文脈にどの程度依存し

て変わってくるか等が事前に分かっている場合が多いため，パラメータに事前分布

を仮定する事は比較的自然である．

また，ミニマックス基準に基づく決定を応用した符号も一部では研究されている

が [3, 24, 25]，パラメータの事前確率密度が w(θm | m)がジェフリーズの事前確率

密度である場合，モデル既知の確率モデルに対するベイズ最適な決定関数 p(xn | m)

はミニマックスリスク基準の下でも最適な決定関数になる事が知られている [7]．す

なわち，ベイズ符号はある事前分布の下，漸近的にミニマックス基準に基づく決定

を応用した符号と等価になる事が言える．
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特にベイズ符号の場合，その性能を理論的に容易かつ精密に解析する事が可能で

あり，実際，平均符号語長がエントロピーレートに漸近する事が明らかにされている

が，その漸近式は o(1)まで明らかにされており，収束オーダーも明確である [6, 10]．

これについては次節で詳細に述べる．特にマルコフ過程のように高次のモデルが低

次のモデルを含む入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルで表される情

報源に対し，ベイズ符号の平均符号語長が精密に解析されており，ベイズ符号の有

効性が理論的に証明されている [10]．これについては 2.4.5節で詳細に述べる．

一方，先に述べた，確率モデルはマルコフ過程であると仮定されているが次数 k

が未知，つまり何次のマルコフ過程かは未知であるものの一種であるFSMX情報源

に対し，効率的なベイズ符号化アルゴリズムが提案されている [16]．また，モデル

未知の確率モデルで表される情報源の一種である区分定常情報源に対しても効率的

なベイズ符号化アルゴリズムが提案されている [21]．これらについては 2.4.6節以降

で詳細に述べる．

2.4.4 モデル既知の確率モデルに基づくベイズ符号の性能解析

従来，2.4.1節の問題設定において，モデル既知の確率モデルに基づくベイズ最適

な決定におけるカルバックライブラー情報量の漸近評価が行われている．これは，モ

デル既知の確率モデルに基づくベイズ符号の冗長度，すなわち平均符号語長の漸近

評価と等価である．本節ではその主結果について述べる．

本節で扱う確率モデルはモデル既知のものであるため，2.3.3節や 2.4.1節で定義

されているものに関し，mはある一つの値に固定しておく．さらに，本節において，

確率分布は定常無記憶であるため，p(xn) = p(xn | θ∗m,m) =
∏n

i=1 p(xi | θ∗m,m)な

るある θ∗m ∈ Θmが存在すると仮定する．ここで，θ
∗
mを真のパラメータと呼ぶ事に

する．

モデル既知の確率モデルに基づくベイズ最適な決定におけるカルバックライブラー

情報量は次の定理により与えられる．

定理 2.4.1 [6]
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適当な正則条件 [6]の下で次の式が成り立つ．

Epn

[
log

p(Xn)

p(Xn | m)

]
=
km
2

log
n

2πe
+ log

√
detIθ∗m

w(θ∗m | m)
+ o(1).

ただし，p(xn | m)は 2.4.2節において定義されたモデル既知の確率モデルに基づく

ベイズ最適な決定である．また，Iθ∗mは次のように定義される．

Iθ∗m = E

[
∂ log p(X | θ∗m,m)

∂θm

∂ log p(X | θ∗m,m)

(∂θm)T

]
. (2.37)

ここで，Eは p(x | θ∗m,m)による期待値を表す．

定理 2.4.1により，モデル既知の確率モデルに基づくベイズ符号の冗長度は，o(1)

までの精密な評価が行われており，かつO(km log n)で 0に収束する，すなわち，1

シンボルあたりの平均符号語長は O(km log n/n)でエントロピーレートに収束する

事が分かる．また，誤差項として真のパラメータ θ∗mに依存する定数項が現れている

のが見て取れる．

2.4.5 モデル未知の確率モデルに基づくベイズ符号の性能解析

従来，2.3.6節までの問題設定において，モデル未知の確率モデルに基づくベイズ

符号における冗長度の漸近評価が行われている．本節ではその主結果について述べ

る．そして，主結果より導かれる性質として，モデル未知の確率モデルに基づくベ

イズ符号はモデル既知の確率モデルに基づくベイズ符号と比較し，平均符号語長の

意味でより良い性能を発揮する事について述べる．

式 (2.12)で定義される入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルにおい

て，p(xn) = p(xn | θ∗m,m)なるある θ∗m ∈ Θmおよびあるm ∈ Mが存在すると仮定
する．そして，全ての θ∗mの内，最小次数のものを θ∗m∗ ∈ Θm∗ と定義する．すなわ

ち，m∗ ∈Mを次のように定義する．

m∗ = arg min
m∈M

{
km
∣∣∃θm,∀ xn, p(xn | θm,m) = p(xn)

}
. (2.38)

ここで，m∗, θ∗m∗をそれぞれ真のモデル，真のパラメータと呼ぶ事にする．

このとき，モデル未知の確率モデルに基づくベイズ符号の冗長度は次の定理によ

り与えられる．
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定理 2.4.2 [10]

適当な正則条件 [10]の下で次の式が成り立つ．

Epn

[
log

p(Xn)

Ap∗(Xn)

]
=

km∗

2
log

n

2πe
+ log

√
detI(θ∗m∗ | m∗)

w(θ∗m∗ | m∗)
− logP (m∗) + o(1).

(2.39)

ただし，Ap∗(xn)は 2.4.2節において定義されたモデル未知の確率モデルに基づくベ

イズ最適な符号化確率である．また，I(θm | m)は次の式で定義され，その極限値は

存在すると仮定する．

I(θm | m) = lim
n→∞

1

n
Epn

[
∂ log p(Xn | θm,m)

∂θm

∂ log p(Xn | θm,m)

(∂θm)T

]
. (2.40)

定理 2.4.2より，モデル未知の確率モデルに基づくベイズ符号の冗長度は，o(1)ま

での精密な評価が行われており，かつO(km∗ log n)で 0に収束する，すなわち，1シ

ンボルあたりの平均符号語長はO(km∗ log n/n)でエントロピーレートに収束する事

が分かる．その収束オーダーは真のモデルのパラメータの次数に依存し，さらに，真

のモデルや真のパラメータに依存する誤差項が現れているのが見て取れる．

一方，Hm∗をHm′の部分集合とすると，定理 2.4.2より，Ap∗(xn)を符号化確率と

して用いたベイズ符号における冗長度はO(km∗ log n)で 0に収束するが，モデルm′

を既知として一つに固定した下で p(xn | m′)を符号化確率としてモデル既知の確率

モデルに基づくベイズ符号を適用した場合，冗長度はO(km′ log n)で 0に収束する．

したがって，m∗の定義より km∗ < km′ である事から，モデル未知の確率モデルに

基づくベイズ符号は，より次数の高いモデルを既知として一つに固定した下でのモ

デル既知の確率モデルに基づくベイズ符号と比較し，平均符号語長のエントロピー

レートへの収束オーダーが小さくなるといった意味でより良い性能を発揮する．

2.4.6 FSMX情報源に対する効率的なベイズ符号化アルゴリズム

本節では，2.3.6節までの問題設定を考える．

従来，2.3.4節で定義された FSMX情報源に対する効率的なベイズ符号化アルゴ

リズムが提案されている．ベイズ符号においては，2.4.2節で述べた通り，ベイズ基
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準の下で最適な符号化確率を決定した上で算術符号化を行う事を考えるため，この

符号化確率の決定が主要な問題となる．

FSMX情報源において，モデルおよびその下でのパラメータは未知であるが，そ

れらに関する事前確率関数 P (m)および事前確率密度 w(θm | m)はそれぞれ既知で

あるとする．すると，FSMX情報源から出力される情報源系列 xt−1を得た下で，次

の時点に発生するシンボル xtのベイズ最適な逐次型の符号化確率は次のように与え

られる [15]．

Ap∗(xt | xt−1) =
∑
m∈M

P (m | xt−1)

∫
θm∈Θm

p(xt | xt−1, θm,m)w(θm | xt−1,m) dθm.

(2.41)

ただし，P (m | xt−1)および w(θm | xt−1,m)はそれぞれ，xt−1を得た下でのモデル

mの事後確率関数および xt−1,mを得た下でのパラメータ θmの事後確率密度を表す．

この符号化確率を効率的に計算するアルゴリズムについて述べていく．

まず，パラメータの事後確率密度に関する積分の部分は自然共役な事前確率密度

を仮定する事により，代数的な計算に帰着する事ができ，その結果，時間計算量は

O(t)まで削減する事ができる．一方，モデルの事後確率関数に関する和計算の部分

については，各時点 tにおいてO(2t−1)の時間計算量を要し，これは系列長と共に指

数的に増大してしまう．そこで，モデルに関する事前確率関数にある特別な仮定を

置く事により，この時間計算量をO(t)まで削減する方法 [16]について述べる．

従来の方法では，各時点において文脈木を生成し，その文脈木を用いて符号化確

率の計算が行われている．

文脈木の生成については次のように行う．部分系列を xji = xi · · · xj とする．時
点 tまでに発生した情報源系列 xtに対し，その文脈に対応するノード s(λ), s(xtt−1),

· · · s(xt1)の内，すでに文脈木に含まれるノードを除いたノードを文脈木に加える．時
点 tまでの文脈に対応するノードの集合をStと書く事にする．すなわち，St = {s(λ),
s(xtt−1), · · · s(xt1)}である．このようにして生成される文脈木は，時点 tまでに発生

した情報源系列 xtから考え得る全ての状態の集合である．

符号化確率の計算に関し，従来，文脈木における一つのノードの事前確率関数に

そのノードを状態として含むFSMX情報源のモデルの事前確率関数を対応させた次
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の式が提案されている [16]．

P (s) =
∑

{m|s∈S(m)}

P (m). (2.42)

この式を用いれば，符号化確率の計算において一つの文脈に属するノードのみを考

えれば良い事になる8．式 (2.42)およびパラメータの事前確率密度としてディリク

レ分布の確率密度を仮定した場合，符号化確率は自然共役性から次のように計算さ

れる．

Ap(xt | xt−1) =
∑
s∈St

p(xt | xt−1, s)P (s | xt−1), (2.43)

p(xt | xt−1, s) =
n(xt | xt−1) + β(xt | s)∑|X |−1

a=0 (n(a | xt−1) + β(a | s))
. (2.44)

ただし，n(a | xt−1)は状態 sの下での情報源シンボル a ∈ X が発生した回数であり，
β(a | s)はディリクレ分布のパラメータである．
生成した文脈木と式 (2.43)を用いれば時点 tにおける文脈のみを考えて符号化確

率を計算する事ができる．一方，ノードの事後確率関数は以下のように更新される9．

P (s | xt) =
q(s | xt)∑
s∈St

q(s | xt)
, (2.45)

q(s | xt) =

{
p(xt|xt−1,s)P (s|xt−1)

Ap(xt|xt−1)
, (s ∈ St)

P (s | xt−1). (otherwise)
(2.46)

ただし，P (s | x0) = P (s)である．

モデルの事後確率関数の和計算に関する時間計算量は各時点 tにおいて，モデル

mの総数が 2t−1である事から当初はO(2t−1)であったところがO(t)まで削減されて

いる事が分かる．

2.4.7 区分定常情報源に対する効率的なベイズ符号化アルゴリズム

本節では，2.3.6節までの問題設定を考える．

8式 (2.42)において，
∑

s∈St
P (s) = 1が満たされる事に注意する．

9事後確率関数の更新式に関し，P (s | xt) =
∑

{m|s∈S(m)} P (m | xt)が成り立つ事に注意する．
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従来，2.3.5節で定義された区分定常情報源に対する効率的なベイズ符号化アルゴ

リズムが提案されている 10．ベイズ符号においては，2.4.2節で述べた通り，ベイズ

基準の下で最適な符号化確率を決定した上で算術符号化を行う事を考えるため，こ

の符号化確率の決定が主要な問題となる．

区分定常情報源において，変化パターンおよびその下でのパラメータは未知であ

るが，それらに関する事前確率関数P (ω)および事前確率密度w(ϕω | ω)はそれぞれ
既知であるとする．すると，区分定常情報源から出力される情報源系列 yt−1を得た

下で，次の時点に発生するシンボル ytのベイズ最適な逐次型の符号化確率は次のよ

うに与えられる [15]．

Ap∗(yt | yt−1) =
∑
ω∈Ω

P (ω | yt−1)

∫
ϕω∈Φω

p(yt | yt−1, ϕω, ω)w(ϕω | yt−1, ω) dϕω.

(2.47)

ここで，P (ω | yt−1)および w(ϕω | yt−1, ω)はそれぞれ，yt−1を得た下での変化パ

ターン ωの事後確率関数および yt−1, ωを得た下でのパラメータ ϕωの事後確率密度

を表す．前節と同様，この符号化確率を効率的に計算するアルゴリズムについて述

べていく．

まず，パラメータの事後確率密度に関する積分の部分は自然共役な事前確率密度

を仮定する事により，代数的な計算に帰着する事ができ，その結果，時間計算量は

O(t)まで削減する事ができる．一方，変化パターンの事後確率関数に関する和計算

の部分については，各時点 tにおいてO(2t−1)の時間計算量を要し，これは系列長と

共に指数的に増大してしまう．そこで，変化パターンに関する事前確率関数にある

特別な仮定を置く事により，この時間計算量をO(t)まで削減する方法 [21]について

述べる．

時点 1から tまでの間に最後にパラメータが変化した時点を τtとし，ωt = (tω,1,

· · · , tω,C(ωt))を tω,C(ωt) = τtによって定義する．これは，ある変化パターンの部分パ

ターン，すなわち，ωの中で t時点までの変化時点を並べたものとなっている.この

10区分定常情報源をモデル未知の確率モデルとみなした場合，これは統計学における変化点検出の

問題と同様であるが，変化点を検出するという目的と平均符号語長を最小にする符号化を行うとい

う目的とでは，評価関数や損失関数が異なる．したがってその目的に応じて異なった手法が必要であ

り，目的を達成するための最適なアルゴリズムも異なってくる．
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部分パターンに対するパラメータ ϕωt ∈ Φωt も同様に定義する．すると，ベイズの

定理により，ある部分パターン ωtの事後確率関数は以下のように計算される．

P (ωt | yt) =
P (ωt | yt−1)p(yt | yt−1, ωt)

Ap∗(yt | yt−1)
, (2.48)

p(yt | yt−1, ωt) =

∫
ϕωt∈Φωt

p(yt | yt−1, ϕωt , ωt)w(ϕωt | yt−1, ωt) dϕωt . (2.49)

ここで，ある部分パターン ωt+1は次の 2つの場合に分ける事ができる．一方は部分

パターン ωtにおいて時点 t+ 1でパラメータの変化が起きる場合の ωa
t+1であり，も

う一方は変化が起きない場合の ωb
t+1である．時点 t + 1においてパラメータの変化

が起きる確率を πとすれば，ある部分パターン ωt+1の事後確率 P (ωt+1 | yt)は次の
ように計算される．

P (ωa
t+1 | yt) = πP (ωt | yt), (2.50)

P (ωb
t+1 | yt) = (1− π)P (ωt | yt). (2.51)

従来，時点 tまでの間に最後にパラメータが変化した時点が iである確率に関し，次

のような仮定が用いられている [21]．ただし，i = 1, · · · , tである．

P (τt = i) =
∑

{ω|tC(ωt)
=i}

P (ω). (2.52)

この仮定を用いた効率的なベイズ符号化アルゴリズムは次のように記述される．

符号化確率の計算は次のように行われる．

AP (yt | yt−1) =
t∑

i=1

p(yt | yt−1, τt = i)P (τt = i | yt−1), (2.53)

p(yt | yt−1, τt = i) =

∫
ϕτt

p(yt | yt−1, ϕτt , τt = i)w(ϕτt | yt−1, τt = i) dϕτt .

(2.54)

式 (2.54)は，ytが独立定常分布に従って発生し，さらに，パラメータの事前確率密

度としてディリクレ分布の確率密度を仮定した場合は自然共役性から次のように計
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Algorithm 1 従来アルゴリズム [21]

1: Input n

2: for t = 1 to n do

3: calculate AP (yt | yt−1) by Eq. (2.53)

4: for i = 1 to t do

5: calculate P (τt+1 = i | yt) by Eq. (2.57)

6: end for

7: calculate P (τt+1 = t+ 1 | yt) by Eq. (2.58)

8: end for

9: Output AP (yn | yn−1)

算される．

p(yt | yt−1, τt = i)

=
ν(yt | yt−1

i ) + β(yt | τt = i)∑|X |−1
a=0

(
ν(a | yt−1

i ) + β(a | τt = i)
) . (2.55)

ただし，ν(a | yt−1
i )は時点 iから t− 1までの間に情報源シンボル a ∈ X が発生した

回数であり，β(a | τt = i)はディリクレ分布のパラメータである．

一方，事後確率は次のように計算される．

P (τt+1 = i | yt) = (1− π)P (τt = i | yt) (2.56)

= (1− π)p(yt | y
t−1, τt = i)P (τt = i | yt−1)

AP (yt | yt−1)
, (2.57)

P (τt+1 = t+ 1 | yt) = π. (2.58)

従来アルゴリズムにおいて計算される符号化確率はベイズ最適な符号化確率である

事が次の定理により保証される．

定理 2.4.3 [21] 従来アルゴリズムにおいて次の式が成り立つ．

AP (yt | yt−1) = AP ∗(yt | yt−1). (2.59)
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すなわち，従来アルゴリズムにおいて計算される符号化確率はベイズ最適な逐次型

の符号化確率と等しい．ただし，AP (yt | yt−1)は従来アルゴリズムで時点 tにおい

て計算される符号化確率である．

（証明）まず，式 (2.18)，(2.52)および (2.57)より，

P (τt = i | yt−1) =
∑

{ω|tC(ωt)
=i}

P (ω | yt−1), (2.60)

p(yt | yt−1, ω) = p(yt | yt−1, τt = i), (2.61)

が成り立つ．したがって，

AP ∗(yt | yt−1) =
∑
ω∈Ω

p(yt | yt−1, ω)P (ω | xt−1) (2.62)

=
t∑

i=1

∑
{ω|tC(ωt)

=i}

p(yt | yt−1, ω)P (ω | yt−1) (2.63)

=
t∑

i=1

∑
{ω|tC(ωt)

=i}

p(yt | yt−1, τt = i)P (ω | yt−1) (2.64)

=
t∑

i=1

p(yt | yt−1, τt = i)
∑

{ω|tC(ωt)
=i}

P (ω | yt−1) (2.65)

=
t∑

i=1

p(yt | yt−1, τt = i)P (τt = i | yt−1) (2.66)

= AP (yt | yt−1). (2.67)

を得る．ただし，AP (yt | yt−1)は従来アルゴリズムで時点 tにおいて計算される符

号化確率である． □
従来アルゴリズムにおいて，変化パターンの事後確率関数の和計算に関する時間計

算量は各時点 tにおいて，部分パターンωtの総数が 2t−1である事から当初はO(2t−1)

であったところがO(t)まで削減されている事が分かる．
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第3章 表現不可能な確率モデルに基づ

くベイズ符号の性能解析

3.1 はじめに

本章では，本論文の一方の成果である情報源の確率分布を表現できない確率モデ

ルに基づくベイズ符号の性能解析について述べる．まず，確率モデルの表現可能性

の定義およびユニバーサル符号化問題における表現不可能な確率モデルについて議

論する重要性を述べ，統計的予測問題においてデータが従う確率分布を仮定した確

率モデルでは表現できない場合を考慮した問題を扱った従来研究について述べた後，

本論文の位置づけについて述べる．次に，本論文の一つの成果である，モデル既知

の確率モデルを仮定したベイズ符号において情報源の確率分布がその確率モデルで

は表現されない分布だった場合の冗長度すなわち平均符号語長の精密な漸近評価に

ついて述べる．さらに，その結果を応用し，階層型の入れ子構造を持つモデル未知

の確率モデルを仮定したベイズ符号において，情報源の確率分布がその確率モデル

では表現されない分布だった場合の冗長度の漸近評価を厳密に行い，そのように仮

定が崩れた場合にもベイズ符号が有効である事について述べる．具体的には，モデ

ル未知の確率モデルに基づくベイズ符号は，そのように仮定が崩れた場合であって

も最高次の確率モデルのみに基づくベイズ符号と比較し，平均符号語長の意味で同

等あるいはそれ以上の性能を発揮する事を示す．

3.2 確率モデルの表現可能性

モデル既知の確率モデルの場合は任意のパラメータ θmに対し，モデル未知の確

率モデルの場合は任意のモデルmおよびパラメータ θmに対し，それらによって規
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定される確率分布がデータが従う確率分布と等しくならない場合，仮定した確率モ

デルではデータが従う確率分布を表現できないと呼ぶ事にする．一方，モデル既知

の確率モデルの場合はある θmにより，モデル未知の確率モデルの場合はあるモデル

mおよびあるパラメータ θmにより規定される確率分布がデータが従う確率分布と

等しくなる場合，仮定した確率モデルはデータが従う確率分布を表現できると呼ぶ

事にする．例えば，確率モデルはマルコフ過程であると仮定されているが，次数 k

が未知，つまり何次のマルコフ過程かは未知であるといったモデル未知の確率モデ

ルに対し，任意の次数および任意の遷移確率パラメータに対して，それらによって

規定される確率分布がデータが従う確率分布と等しくならない場合，データが従う

確率分布を仮定した確率モデルでは表現できない事になる．

ユニバーサル符号化の問題においては先に述べた通り，未知の情報源の確率分布

に対し，平均符号語長がエントロピーレートに収束する符号を構成する事が主な目

的とされているが，これは，モデル既知あるいはモデル未知の確率モデルを仮定し

た上で，情報源の確率分布がどのようなモデルあるいはどのようなパラメータによ

り表される確率分布であったとしても，平均符号語長に関するそのような性質を満

たす事が望まれている．つまり，仮定した確率モデルは情報源の確率分布を表現で

きる事が前提とされている．しかし，このような前提の下で平均符号語長がそのよ

うな性質を満たすユニバーサル符号に対し，確率モデルが表現できるとしたその前

提が実際には成り立たなかった場合の符号化性能を評価する事も重要であると考え

られる．実用的な場面においては，情報源系列の観測を始める前に確率モデルを仮

定し，そのモデルに基づき，以降は情報源系列を観測しながら符号化を行っていく

ため，確率モデルが情報源の確率分布を表現できない場合は往々にして起こり得る

はずである．しかし，これまでのところ，そのような問題設定についてはほとんど

議論されていない．

従来，統計学におけるモデル選択問題に関する研究では，データが従う確率分布

を表現できない確率モデルについての研究が一部で行われており，例えば，モデル

選択基準の一つであるAIC [1]をデータが従う確率分布を表現できない確率モデルま

で拡張したTICが提案されている [23]．AICやTICの解析においては，パラメータ

の最尤推定量が用いられているが，仮定したモデル既知の確率モデルがデータが従

う確率分布を表現できる場合，最尤推定量は，ある正則条件の下，その確率分布の
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パラメータに概収束し，漸近正規性を持つ事が知られている [14]．一方，データが従

う確率分布を仮定したモデル既知の確率モデルでは表現できない場合，最尤推定量

は，先の正則条件に対応する適切な条件の下，同様の漸近的性質を持つ事が知られ

ている．すなわち，最尤推定量は，仮定した確率モデルの中の確率分布の内，データ

が従う確率分布とのカルバックライブラー情報量を最小にする確率分布のパラメー

タに概収束し，漸近正規性を持つ事が知られている [17, 27]．本論文の解析において

も同様に最尤推定量の漸近的性質を利用しているため，まずはそれについて述べて

いく．

本節では，データが取り得る値の集合であるX については 2.4.1節で述べた設定

で議論を進める．まず，いくつかの諸定義について述べる．はじめに，最尤推定量

とフィッシャー情報行列を定義する．次に，データが従う確率分布とモデル未知の確

率モデルに含まれるある確率分布とのカルバックライブラー情報量を定義する．最

後に，モデル既知の確率モデルHmあるいはモデル未知の確率モデルHに含まれる
確率分布の内，データが従う確率分布にカルバックライブラー情報量の意味で最も

近い確率分布について定義する．

定義 3.2.1 情報源系列 xnが与えられた下での対数尤度関数を log p(xn | θm,m)と

定義し，各m ∈Mに対し，最尤推定量 θ̂mを次のように定義する．

θ̂m = arg max
θm∈Θm

log p(xn | θm,m). (3.1)

各m ∈ Mに対し，フィッシャー情報行列 Ĵ(θm | m), J(θm | m)および I(θm | m)を

次のように定義する．

Ĵ(θm | m) = − 1

n

∂2 log p(xn | θm,m)

∂θm(∂θm)T
, (3.2)

J(θm | m) = lim
n→∞

1

n
Epn

[
−∂

2 log p(Xn | θm,m)

∂θm(∂θm)T

]
,

(3.3)

I(θm | m) = lim
n→∞

1

n
Epn

[
∂ log p(Xn | θm,m)

∂θm

∂ log p(Xn | θm,m)

(∂θm)T

]
, (3.4)

各m ∈Mに対し，J(θm | m)や I(θm | m)に表れている極限は存在するものとする．

また，I(θm | m)の定義は 2.4.5節で述べた定義に等しい．
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定義 3.2.2 各m ∈Mに対し，p = p(xn)と pθm,m = p(xn | θm,m)との間のカルバッ

クライブラー情報量D(p∥pθm,m)を次のように定義する．

D (p∥pθm,m) = Epn

[
log

p(Xn)

p(Xn | θm,m)

]
. (3.5)

定義 3.2.3 各m ∈ Mに対し，カルバックライブラー情報量D(p∥pθm,m)を最小に

するパラメータ θ0mを次のように定義する．

θ0m = arg min
θm∈Θm

D (p∥pθm,m) , (3.6)

また，m0を次のように定義する．

m0 = arg min
m∈M

{
km

∣∣∣∀m′ ̸= m ∈M, D(p∥pθ0m ,m) ≤ D(p∥pθ0
m′
,m′)

}
. (3.7)

ここで，p(xn | θ0m,m)は各m ∈Mに対し，Hmに含まれる確率分布の内，p(x
n)に最

も近い確率分布の確率密度関数あるいは確率質量関数である．さらに，p(xn | θ0m0 ,m0)

はHmに含まれる確率分布の内，p(x
n)に最も近い確率分布の中でも最小次数の確率

分布の確率密度関数あるいは確率質量関数である．

次に，後に示す最尤推定量の漸近的性質に関する補題が成り立つための諸条件に

ついて述べる．次に述べる条件は，後の主定理を示すためにも必要な条件となる．

条件 3.2.1 全てのm ∈Mに対し，Θmはコンパクトであり，θ
0
mはΘmの内部に唯

一つ存在する1．

条件 3.2.2 データが従う確率分布p(xn)に関し，log p(xn)の p(xn)に関する期待値が

存在する．また，log p(xn | θm,m)はθmについてC3級であり，各偏導関数，log p(xn)，

および，

∂ log p(xn | θm,m)

∂θm
· ∂ log p(x

n | θm,m)

(∂θm)T
, (3.8)

は全ての xn ∈ X nと全てのm ∈ Mに対し，有界である．一方，最尤推定量 θ̂mに

関し，任意の nについて Ĵ(θ̂m | m)の行列式および

|n(θ̂m − θ0m)T Ĵ(θ̂m | m)(θ̂m − θ0m)|, (3.9)
1一般に，θ0m は各m ∈ Mに対し，常に唯一つ存在するとは限らない．例えば，Hm が混合正規

分布の確率モデルである場合等が挙げられる．
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は有界である．さらに，w(θm | m)は全てのm ∈Mに対し，θmについてC2級であ

り，任意の nについて |w(θ̂m | m)|は有界である．

条件 3.2.3 情報行列 I(θm | m)および J(θm | m)が存在し，かつそれらは正則行列

である．また，J(θm | m)は全てのm ∈ Mに対し，θ0mのある開近傍で行列の階数
が一定である．

条件 3.2.4 全ての θm ∈ Θmおよび全てのm ∈ Mに対し，w(θm | m) > 0および

P (m0) > 0が成り立つ．

注意 3.2.1 例えば，X が離散有限集合でHが有限次数の定常エルゴードマルコフ
過程の確率モデルであり，全ての x ∈ X に対し，その確率質量関数が 0または 1に

ならず，w(θm | m)がディリクレ分布の確率密度である場合，条件 3.2.1–3.2.4は満

たされる [10].

以上の条件の下で，重複対数の法則 [5, 17, 27]より，最尤推定量の漸近的性質に

関する次の補題が成り立つ．

補題 3.2.1 条件 3.2.1–3.2.3が成り立つならば，全てのm ∈Mに対し，次式が成り
立つ2．

θ̂m = θ0m +O

(√
log log n

n

)
, a.s., (3.10)

Ĵ(θ̂m | m) = J(θ0m | m) +O

(√
log log n

n

)
, a.s. (3.11)

また，最尤推定量の漸近正規性に関する次の補題が成り立つ．

補題 3.2.2 [5, 17, 27] 確率変数 Sn を
√
n(θ̂m0 − θ0m0)と定義すると，Sn は，条件

3.2.1–3.2.3の下，平均ベクトル 0および分散共分散行列 J(θ0m0 | m0)−1I(θ0m0 | m0)

J(θ0m0 | m0)−1を持つ多変量正規分布に分布収束する．

2Pr {limn→∞ Xn = X} = 1が成り立つならば確率変数列XnはX に概収束するといい，Xn −→
X, a.s.と表す．
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表 3.1: 確率モデルの種類と表現可能性による分類

確率モデル 表現できる 表現できない

モデル既知 [6]（2.4.4節） 本論文（3.4節）

モデル未知 [10]（2.4.5節） 本論文（3.5節）

3.3 本章の位置づけ

前節で述べた通り，統計的予測問題においては，データが従う確率分布を仮定し

た確率モデルでは表現できない場合についてしばしば議論されるが，その一方でユ

ニバーサル情報源符号化においては，確率モデルに基づく符号化においてさえも情

報源の確率分布を表現できない場合についての議論はあまりなされていない．

本章で述べる研究成果の位置づけをベイズ符号の性能解析という視点で，確率モ

デルの種類および表現可能性の二つの軸で整理したのが表 3.1である．

3.4 モデル既知の表現不可能な確率モデルに対する解析

本節では，モデル既知の確率モデルを仮定したベイズ符号において情報源の確率

分布がその確率モデルでは表現されない分布だった場合のベイズ最適な決定におけ

るカルバックライブラー情報量の漸近評価を行う．本節以降もデータが取り得る値

の集合であるX については 2.4.1節で述べた設定で議論を進める．本節で扱う確率

モデルはモデル既知のものであるため，2.3.3節や 2.4.1節で定義されているものに

関し，mはある一つの値に固定しておく．

まず，モデル既知の確率モデルに基づくベイズ最適な決定 p(xn | m)の漸近式を示

す次の補題を用意する.

補題 3.4.1 [6],[26] 条件 3.2.1–3.2.4が成り立つならば，次の式が成り立つ．

− log p(xn | m) = − log p(xn | θ̂m,m) +
km
2

log
n

2π
+ log

√
detĴ(θ̂m | m)

w(θ̂m | m)
+ o(1).

(3.12)
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（証明）文献 [6],[26]を参照． □
モデル既知の確率モデルに基づくベイズ最適な決定におけるカルバックライブラー

情報量の漸近式を示すために補題 3.4.1から導かれる次の二つの補題を用意する．

補題 3.4.2 条件 3.2.1–3.2.4が成り立つならば，次の式が成り立つ．

Epn

[
log

p(Xn | θ̂m,m)

p(Xn | m)

]
=

km
2

log
n

2π
+ log

√
detJ(θ0m | m)

w(θ0m | m)
+ o(1), (3.13)

（証明）3.6.1節を参照． □

補題 3.4.3 条件 3.2.1–3.2.3が成り立つならば，次の式が成り立つ．

Epn

[
log

p(Xn | θ̂m,m)

p(Xn | θ0m,m)

]
=

1

2
tr
(
I(θ0m | m)J(θ0m | m)−1

)
+ o(1), (3.14)

（証明）3.6.2節を参照． □
モデル既知の確率モデルに基づくベイズ最適な決定におけるカルバックライブラー

情報量の漸近式は次の定理によって与えられる．

定理 3.4.1 条件 3.2.1–3.2.4が成り立つならば，次の式が成り立つ．

Epn

[
log

p(Xn)

p(Xn | m)

]
=
km
2

log
n

2π
+ log

√
detJ(θ0m | m)

w(θ0m | m)

− 1

2
tr
(
I(θ0m | m)J(θ0m | m)−1

)
+D(p∥pθ0m,m) + o(1), (3.15)

が成り立つ．

（証明）

Epn

[
log

p(Xn)

p(Xn | m)

]
=

Epn

[
log

p(Xn | θ̂m.m)

p(Xn | m)

]
+ Epn

[
log

p(Xn | θ0m,m)

p(Xn | θ̂m,m)

]
+ Epn

[
log

p(Xn)

p(Xn | θ0m,m)

]
,

(3.16)
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とし，補題 3.4.2と補題 3.4.3を用いる． □
定理 3.4.1より，モデル既知の確率モデルに基づくベイズ符号において情報源の確

率分布がその確率モデルでは表現されない分布だった場合，冗長度は o(1)までの精

密な評価がなされており，かつO(km log n)でD(p∥pθ0m,m)に収束する，すなわち，1

シンボルあたりの平均符号語長は O(km log n/n)でエントロピーレートには収束せ

ず，カルバックライブラー情報量の意味で情報源の確率分布に最も近い確率分布と

情報源の確率分布とのカルバックライブラー情報量の分だけ冗長となる事が分かる．

したがって，この場合のベイズ符号は，カルバックライブラー情報量の意味で情報

源の確率分布に最も近い確率分布を符号化確率として用いた符号化と漸近的には同

等の性能を発揮する事が分かる．

3.5 階層型のモデル未知の表現不可能な確率モデルに対

する解析

本節では，2.4.1節で述べた問題設定の下，前節で得られた結果を応用し，階層型

の入れ子構造を持つモデル未知の確率モデルを仮定したベイズ最適な決定において，

情報源の確率分布がその確率モデルでは表現されない分布だった場合の対数損失や

カルバックライブラー情報量の漸近評価を厳密に行い，そのように仮定が崩れた場

合にもベイズ符号が有効である事について述べる．具体的には，モデル未知の確率

モデルに基づくベイズ符号は，そのように仮定が崩れた場合であっても最高次の確

率モデルのみに基づくベイズ符号と比較し，冗長度すなわち平均符号語長の意味で

同等あるいはそれ以上の性能を発揮する事を示す．

3.5.1 対数損失の漸近評価

本節では，入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルに基づくベイズ最

適な決定における対数損失の漸近式を示す．

補題 3.2.1および補題 3.4.1から導かれる次の補題は，対数損失の漸近評価におい

て非常に大きな役割を果たす．
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補題 3.5.1 条件 3.2.1–3.2.4が成り立つならば，次式が成り立つ．

maxm̸=m0 p(xn | m)

p(xn | m0)
= o+(1), a.s. (3.17)

ただし，fn = o+(1)は関数列 {fn}に対し，limn→∞ fn = +0を表す．

（証明）3.6.3節を参照． □
対数損失の漸近式は次の定理によって与えられる．

定理 3.5.1 条件 3.2.1–3.2.4が成り立つならば，次の式が成り立つ．

log
p(xn)

Ap∗(xn)
= log

p(xn)

p(xn | θ̂m0 ,m0)

+
km0

2
log

n

2π
+ log

√
detĴ(θ̂m0 | m0)

w(θ̂m0 | m0)
− logP (m0) + o(1), a.s. (3.18)

（証明）3.6.4節を参照． □
定理 3.5.1は入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルに基づくベイズ最

適な決定における対数損失の漸近式を与えているが，主要項として log(p(xn)/p(xn |
θ̂m0 ,m0))および (km0/2) log nが表れており，他に表れている項は定数項となって

いる．

3.5.2 カルバックライブラー情報量の漸近評価

本節では，入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルに基づくベイズ最

適な決定におけるカルバックライブラー情報量の漸近式を示す．これはベイズ符号

における漸近冗長度と等価であるため，本節の主旨は，モデル未知の確率モデルに

基づくベイズ符号における平均符号語長の漸近評価について述べる事に相当する．

まず，補題 3.2.1を用いる事により，定理 3.5.1の系として次の系を得る．

系 3.5.1 条件 3.2.1–3.2.4が成り立つならば，次の式が成り立つ．

Epn

[
log

p(Xn | θ̂m0 ,m0)

Ap∗(Xn)

]
=
km0

2
log

n

2π
+ log

√
detJ(θ0m0 | m0)

w(θ0m0 | m0)

− logP (m0) + o(1). (3.19)
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（証明）3.6.5節を参照． □
入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルに基づくベイズ最適な決定に

おけるカルバックライブラー情報量の漸近式は次式で与えられる．

定理 3.5.2 条件 3.2.1–3.2.4が成り立つならば，次式が成り立つ．

Epn

[
log

p(Xn)

Ap∗(Xn)

]
=
km0

2
log

n

2π
+ log

√
detJ(θ0m0 | m0)

w(θ0m0 | m0)

− 1

2
tr
(
I(θ0m0 | m0)J(θ0m0 | m0)−1

)
− logP (m0) +D

(
p∥pθ0

m0 ,m
0

)
+ o(1). (3.20)

ただし，

D
(
p∥pθ0

m0 ,m
0

)
= Epn

[
log

p(Xn)

p(Xn | θ0m0 ,m0)

]
, (3.21)

である．

（証明）

Epn

[
log

p(Xn)

Ap∗(Xn)

]
= Epn

[
log

p(Xn | θ̂m0 .m0)

Ap∗(Xn)

]

+ Epn

[
log

p(Xn | θ0m0 ,m0)

p(Xn | θ̂m0 ,m0)

]
+ Epn

[
log

p(Xn)

p(Xn | θ0m0 ,m0)

]
, (3.22)

とし，系 3.5.1およびm = m0に対しても補題 3.4.3が成り立つ事を用いる． □
定理 3.5.2より，入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルに基づくベイ

ズ符号において情報源の確率分布がその確率モデルでは表現されない分布だった場合，

冗長度は，o(1)までの精密な評価がなされており，かつO(km0 log n)でD(p∥pθ0m,m)

に収束する，すなわち，1シンボルあたりの平均符号語長はO(km0 log n/n)でエン

トロピーレートには収束せず，カルバックライブラー情報量の意味で情報源の確率

分布に最も近い確率分布と情報源の確率分布とのカルバックライブラー情報量の分

だけ冗長となる事が分かる．したがって，この場合のベイズ符号は，カルバックラ

イブラー情報量の意味で情報源の確率分布に最も近い確率分布の内，最小次数のも

のを符号化確率として用いた符号化と漸近的には同等の性能を発揮する事が分かる．
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3.5.3 考察

本節では，定理 3.5.1および定理 3.5.2より導かれる結果について考察を行う．ま

ず，Ap∗(xn)を決定関数として用いた場合とあるmが与えられた下で p(xn | m)を

決定関数として用いた場合とでカルバックライブラー情報量の漸近的な性質につい

て比較を行う．これは，入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルを仮定

した場合に，その確率モデルに基づくベイズ符号を用いる場合とモデル未知の確率

モデルの内のある 1つの確率モデルを既知としたモデル既知の確率モデルに基づく

ベイズ符号を用いる場合との性能を比較するという事である．次に，前節で述べた

結果が 2.4.5節で述べた従来研究の主結果の一般化になっている事について述べる．

まず，情報源の確率分布を表現できないモデル未知の確率モデルを考える．さら

に，この確率モデルは入れ子構造を持ち，m̃は最大次数の確率モデルHm̃ ∈ Hを表
すものとする．このような仮定の下では，p(xn | m̃)を決定関数として用いた場合，

つまり最大次数の確率モデルを既知としたモデル既知の確率モデルに基づくベイズ

符号を用いた場合の平均符号語長の収束オーダーは，Ap∗(xn)を決定関数として用

いた場合，つまりモデル未知の確率モデルに基づくベイズ符号を用いた場合より大

きくなってしまう．これは次のような理由による．もし，p(xn | m̃)を用いた場合，

ベイズ最適な決定におけるカルバックライブラー情報量の漸近式の主要項の 1つと

して表れている (km0/2) log nは (km̃/2) log nに等しくなる．よって，m̃およびm0の

定義より，km̃は km0と等しいかより大きくなるため，p(xn | m̃)を用いた場合の平均

符号語長の収束オーダーは (km̃/2) log nとなるが，Ap
∗(xn)を用いた場合の平均符号

語長の収束オーダーは (km0/2) log nとなるため，前者の方が後者より大きくなるか

あるいは両者とも等しくなる．ただし，km̃ > km0であれば p(xn | m̃)を用いた場合

の平均符号語長の収束オーダー (km̃/2) log nはAp∗(xn)を用いた場合の (km0/2) log n

より真に大きくなる．さらに，km̃ > km0なる m̃に対し，p(xn | θ0m̃, m̃)と p(xn | θ0m0 ,

m0)が共にD(p∥pθm,m)を最小にする場合，p(x
n | m̃)を用いた場合のカルバックラ

イブラー情報量の漸近式に表れるD(p∥pθ0m̃,m̃)は，Ap
∗(xn)を用いた場合の漸近式に

表れるD(p∥pθ0
m0 ,m

0)に等しくなる．このような場合が生じる具体例については 3.5.4

節で述べる．さらに，km0 < km < km̃であり，かつ p(xn | θ0m0 ,m0)や p(xn | θ0m̃, m̃)

だけでなく p(xn | θm,m)もD(p∥pθm ,m)を最小にするようなmについても同様の議
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論が成り立つ．

一方，逆に，Ap∗(xn)を用いた場合の平均符号語長の収束オーダーが p(xn | m̃)を

用いた場合より大きくなる事があるかどうかについて議論する．先に述べたものと

同様，km̃を，Hm̃に含まれる，情報源の確率分布にカルバックライブラー情報量の

意味で最も近い確率分布の確率密度関数（あるいは確率質量関数）p(xn | θ0m̃, m̃)が

持つパラメータの次数とする．ただし，p(xn | θ0m̃, m̃)は，m̃の定義よりHにも含ま
れる．しかし，Hm̃はHに含まれる最大次数の確率モデルであるため，km′′ > km̃な

る p(xn | θ0m′′ ,m′′)は存在しない．ここで，p(xn | θ0m′′ ,m′′)は情報源の確率分布に最

も近い確率分布の確率密度関数（あるいは確率質量関数）である．よって，Ap∗(xn)

を用いた場合の平均符号語長の収束オーダーは km′′に依存する事はない．したがっ

て，Ap∗(xn)を用いた場合の平均符号語長の収束オーダーが p(xn | m̃)を用いた場合

より大きくなる事はない．

最後に，モデル未知の確率モデルが情報源の確率分布を表現できる場合，前節で述

べた結果が2.4.5節で述べた従来研究の主結果に帰着される事について述べる．このよ

うな場合，p(xn)とp(xn | θ∗m∗ ,m∗)が等しくなるようなあるm∗およびθ∗m∗が存在する．

よって，m0はm∗に等しくなり，式 (3.20)におけるD(p∥pθ0
m0 ,m

0)の項は 0に等しくな

る．また，I(θ0m0 | m0)は J(θ0m0 | m0)に等しくなるため，I(θ0m0 | m0)J(θ0m0 | m0)−1

は単位行列に等しくなる．よって，tr(I(θ0m0 | m0)J(θ0m0 | m0)−1)の値は km∗に等し

くなる．したがって，前節で述べた結果は，モデル未知の確率モデルが情報源の確

率分布を表現できるかどうかという点について，2.4.5節で述べた従来研究の主結果

の一般化になっている．

3.5.4 ベイズ符号の有効性を示す具体例

本節では，3.5.3節で述べた，km̃ > km0なる m̃に対し，p(xn | θ0m̃, m̃)と p(xn | θ0m0 ,

m0)が共にD(p∥pθm,m)を最小にする場合の具体例について述べる．まず，X = {0, 1}
とし，Hを 1次から 3次までのマルコフ情報源の確率モデルとする．マルコフ情報

源の定義については 2.3.4節を参照されたい．ただし，i = 1, 2, 3に対し，Hmi
は i

次マルコフ情報源の確率モデルである．また，Ap∗(xn)および p(xn | mi)をそれぞ

れ，モデル未知の確率モデルHおよびモデル既知の確率モデルHmi
に基づくベイズ
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符号の決定関数とする．さらに，p(xn)を後述の仮定をみたす 4次マルコフ情報源の

ある確率分布の確率質量関数とする．このような場合，モデル未知の確率モデルは

情報源の確率分布を表現できない．一方，xtおよび l = 1, 2, · · · に対し，xt−1
t−l = xt−l

· · · xt−1が与えられた下で次の時点に発生する情報源シンボル xtが 0に等しくなる

確率をPr(0 | xt−1
t−l )と表すものとする．例えば，x

t−1が · · · 0010に等しい場合，xt−1
t−4

が与えられた下で xtが 0に等しくなる確率はPr(0 | 0010)である．ここで，p(xn)は
次の式を満たすものとする．

Pr(0 | 0000)=Pr(0 | 0100),Pr(0 | 1000)=Pr(0 | 1100),

Pr(0 | 0010)=Pr(0 | 0110),Pr(0 | 1010)=Pr(0 | 1110),

Pr(0 | 0001)=Pr(0 | 0101),Pr(0 | 1001)=Pr(0 | 1101),

Pr(0 | 0011)=Pr(0 | 0111),Pr(0 | 1011)=Pr(0 | 1111). (3.23)

これは，各時点 tにおいて，xt−1, xt−2, xt−4の値が等しければ，xtが発生する確率は

xt−3の値に依存しない事を意味する．このような場合，Hm3 に含まれる，p(x
n)に

カルバックライブラー情報量の意味で最も近い確率分布の確率質量関数 p(xn | θ0m3
,

m3)は次の式を満たさなければならない．

Pr(0 | 000) = Pr(0 | 100),Pr(0 | 010) = Pr(0 | 110),

Pr(0 | 001) = Pr(0 | 101),Pr(0 | 011) = Pr(0 | 111). (3.24)

これは，各時点 tにおいて，p(xn | θ0m3
,m3)は，xtが発生する確率が xt−1, xt−2の値

のみに依存するような確率質量関数である事を意味する．また，p(xn | θ0m2
,m2)は，

Hm2に含まれる，p(x
n)に最も近い確率分布の確率質量関数であり，次の式をみたす．

Pr(0 | 00) = Pr(0 | 000) = Pr(0 | 100),

Pr(0 | 10) = Pr(0 | 010) = Pr(0 | 110),

Pr(0 | 01) = Pr(0 | 001) = Pr(0 | 101),

Pr(0 | 11) = Pr(0 | 011) = Pr(0 | 111). (3.25)
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式 (3.24)および式 (3.25)より，p(xn | θ0m3
,m3)は p(xn | θ0m2

,m2)に等しくなる．よっ

て，p(xn | θ0m3
,m3)がHに含まれる，p(xn)に最も近い確率分布の確率質量関数で

ある事から p(xn | θ0m2
,m2)も Hに含まれる，p(xn)に最も近い確率分布の確率質

量関数である事が言える．つまり，Hに含まれる，p(xn)に最も近い確率分布の確
率質量関数はHm2 およびHm3 に存在するという事である．ただし，km2 は km3 よ

り真に小さいため，定義 3.2.3よりm0はm2に等しくなる．よって， D(p∥pθ0
m0 ,m

0)

= D(p∥pθ0m2
,m2

) = D(p∥pθ0m3
,m3

)が成り立つ．また，km0 は km2 に等しくなる，す

なわち，km0は 2次マルコフ情報源のパラメータの次数に等しくなる．したがって，

Ap∗(xn)を用いた場合の平均符号語長の収束オーダーは，p(xn | m3)を用いた場合に

比べ，((km3−km2)/2) log nだけ小さくなる事が分かる．ここで，m3は 3.5.3節におけ

る m̃であり，km3は3次マルコフ情報源のパラメータの次数に等しいため，km3 > km2

すなわち km̃ > km0である事が分かる．つまり，本節で述べた例は，km̃ > km0なる

m̃に対し，p(xn | θ0m̃, m̃)と p(xn | θ0m0 ,m0)が共にD(p∥pθm,m)を最小にする場合の

例であり，この時，p(xn | m̃)を用いた場合のカルバックライブラー情報量の漸近式

に表れるD(p∥pθ0m̃,m̃)は，Ap
∗(xn)を用いた場合の漸近式に表れるD(p∥pθ0

m0 ,m
0)に等

しくなる．

3.6 補題および定理の証明

3.6.1 補題3.4.2の証明

補題 3.4.1より，

log
p(xn | θ̂m,m)

p(xn | m)
=

km
2

log
n

2π
+ log

√
detĴ(θ̂m | m)

w(θ̂m | m)
+ o(1), (3.26)

となる．ここで，条件 3.2.4より，w(θm | m)は連続であるから，補題 3.2.1より，

log

√
detĴ(θ̂m | m)

w(θ̂m | m)
= log

√
detJ(θ0m | m)

w(θ0m | m)
+ o(1), a.s., (3.27)

が成り立つ．よって，有界収束定理3を用いて題意を得る． □
3確率変数列XnがX に概収束し，任意の nに対し，|Xn|が有界ならば，limn→∞ E[Xn] = E[X]

が成り立つ．
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3.6.2 補題3.4.3の証明

∇ log p(xn | θ̂m,m) = 0より，log p(xn | θ0m,m)にテーラーの定理を用いて，

log p(xn | θ0m,m) = log p(xn | θ̂m,m)

− n

2
(θ̂m − θ0m)T Ĵ(θ̂m | m)(θ̂m − θ0m) + o(1), (3.28)

となるので，

log
p(xn | θ̂m,m)

p(xn | θ0m,m)
=

n

2
(θ̂m − θ0m)T Ĵ(θ̂m | m)(θ̂m − θ0m) + o(1), (3.29)

となる．よって，補題 3.2.1より，

n

2
(θ̂m − θ0m)T Ĵ(θ̂m | m)(θ̂m − θ0m) =

n

2
(θ̂m − θ0m)TJ(θ0m | m)(θ̂n − θ0)

+ o(1), a.s., (3.30)

が成り立つので，有界収束定理を用いて，

Epn

[n
2
(θ̂m − θ0m)T Ĵ(θ0m | m)(θ̂m − θ0m)

]
=

1

2
tr
(
I(θ0m | m)J(θ0m | m)−1

)
+ o(1), (3.31)

となることから，題意を得る． □

3.6.3 補題3.5.1の証明

まず，− log p(xn | θ0m,m)の項を評価する．ここで，∇ =
(

∂
∂θm,1

, · · · , ∂
∂θm,km

)T
とす

ると，全てのm ∈Mに対し，∇ log p(xn | θ̂m,m)は 0に等しく，− log p(xn | θ̂m,m)

はO(n)に等しいので，テーラーの定理より次の式を得る．

− log p(xn | θ0m,m) = − log p(xn | θ̂m,m) +
n

2
(θ0m − θ̂m)T Ĵ(θ̂m | m)(θ0m − θ̂m)

+O
(
n|θ0m − θ̂m|3

)
. (3.32)
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さらに，補題 3.2.1より，

O
(
n|θ̂m − θ0m|3

)
= O

(
(log log n)3/2

n1/2

)
, a.s., (3.33)

および

n

2
(θ0m − θ̂m)T Ĵ(θ̂m | m)(θ0m − θ̂m) = O (log log n) , a.s., (3.34)

が成り立つ．よって，全てのm ∈Mに対し，

− log p(xn | θ0m,m) = − log p(xn | θ̂m,m) +O (log log n) , a.s., (3.35)

が成り立つ．

次にM−およびM+を次のように定義する．

M+ =
{
m
∣∣∣m ∈M, ∀m ̸= m0, D(p∥pθ0m ,m) = D(p∥pθ0

m0
,m0)

}
,

(3.36)

M− =
{
m
∣∣∣m ∈M, ∀m ̸= m0, D(p∥pθ0m ,m) > D(p∥pθ0

m0
,m0)

}
.

(3.37)

全てのm ∈Mに対し，D(p∥pθ0
m0
,m0)はD(p∥pθ0m ,m)に等しいかあるいはより小さ

いので，M− ∪M+ ∪ {m0}はMに等しく，M− ∩M+は ϕに等しい．よって，補

題 3.4.1より，全てのm ∈Mに対し，

log
p(xn | m)

p(xn | m0)
= log

p(xn | θ̂m,m)

p(xn | θ̂m0 ,m0)
− km − km0

2
log

n

2π

+ log
w(θ̂m | m)

√
detĴ(θ̂m0 | m0)

w(θ̂m0 | m0)

√
detĴ(θ̂m | m)

+ o(1), (3.38)

を得る．まずm ∈M−の場合を考える．大数の法則より，全てのm ∈Mに対し，

− log p(xn | θ0m,m) = Epn
[
− log p(Xn | θ0m,m)

]
+ o(n), a.s., (3.39)



第 3章 表現不可能な確率モデルに基づくベイズ符号の性能解析 51

が成り立ち，さらに，条件 3.2.1が成り立つならば，全てのm ∈Mに対し，

D
(
p∥pθ0

m0 ,m
0

)
< D

(
p∥pθ0m,m

)
⇐⇒ Epn

[
− log p(Xn | θ0m0 ,m0)

]
< Eqn

[
− log p(Xn | θ0m,m)

]
, (3.40)

が成り立つので，nが大きくなったとしても − log p(xn | θ0m0 ,m0)は − log p(xn |
θ0m,m)を超えない．よって，全てのm ∈Mに対し，− log p(xn | θ0m,m)はO(n)に

等しいので，

log
p(xn | θ0m,m)

p(xn | θ0m0 ,m0)
= −Cmn+ o(n), a.s., (3.41)

が成り立つ．ただし，Cmはmに依存する定数である．よって，式 (3.35)より，

log
p(xn | θ̂m,m)

p(xn | θ̂m0 ,m0)
= log

p(xn | θ0m,m)

p(xn | θ0m0 ,m0)
+O (log log n) , a.s. (3.42)

= −Cmn+ o(n), a.s., (3.43)

を得る．ここで，w(θ̂m | m)がO(1)に等しく，Ĵ(θ̂m | m)がO(1)に等しいため，式

(3.38)より，全てのm ∈M−に対し，

log
p(xn | m)

p(xn | m0)
= −Cmn−

km − km0

2
log n

+ o(n), a.s., (3.44)

lim
n→∞

log
p(xn | m)

p(xn | m0)
= −∞, a.s., (3.45)

が成り立つ．次にm ∈ M+の場合は，p(xn | θ0m,m)は p(xn | θ0m0 ,m0)に等しいの

で，式 (3.35)より，

log
p(xn | θ̂m,m)

p(xn | θ̂m0 ,m0)
= O (log log n) , a.s., (3.46)

が成り立つ．よって，式 (3.38)およびm0の定義より km > km0である事から，全て

のm ∈M+に対し，

log
p(xn | m)

p(xn | m0)
= −km − km

0

2
log n

+O (log log n) , a.s., (3.47)

lim
n→∞

log
p(xn | m)

p(xn | m0)
= −∞, a.s., (3.48)
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が成り立つ．したがって，全てのm ∈Mに対し，

lim
n→∞

log
maxm̸=m0 p(xn midm)

p(xn | m0)
= −∞, a.s., (3.49)

lim
n→∞

maxm̸=m0 p(xn | m)

p(xn | m0)
= +0, a.s., (3.50)

を得る． □

3.6.4 定理3.5.1の証明

まず，

− log
Ap∗(xn)

P (m0)p(xn | m0)
= − log

(
1 +

∑
m̸=m0 P (m)p(xn | m)

P (m0)p(xn | m0)

)
(3.51)

≤ 0, (3.52)

が成り立ち，さらに，補題 3.5.1より

− log
Ap∗(xn)

P (m0)p(xn | m0)
≥ − log

(
1 +

maxm̸=m0 p(xn | m)
∑

m̸=m0 P (m)

P (m0)p(xn | m0)

)
(3.53)

= − log
(
1 + o+(1)

)
, a.s., (3.54)

が成り立つ．したがって，

− log
Ap∗(xn)

P (m0)p(xn | m0)
= o(1), a.s., (3.55)

が成り立つため，補題 3.4.1を用いる事により，題意を得る． □

3.6.5 系3.5.1の証明

定理 3.5.1より，

log
p(xn | θ̂m0 ,m0)

Ap∗(xn)
=
km0

2
log

n

2π
+log

√
detĴ(θ̂m0 | m0)

w(θ̂m0 | m0)
−logP (m0)+o(1), a.s.,

(3.56)
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を得る．条件 3.2.2が成り立つならば，w(θm0 | m0)は連続であるため，補題 3.2.1

より，

log

√
detĴ(θ̂m0 | m0)

w(θ̂m0 | m0)
= log

√
detJ(θ0m0 | m0)

w(θ0m0 | m0)
+ o(1), a.s., (3.57)

を得る．したがって，有界収束定理を用いる事により，題意を得る． □
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第4章 BW変換に基づくベイズ符号

化アルゴリズム

4.1 はじめに

本章では，本論文のもう一方の成果であるBW変換に基づくベイズ符号化アルゴ

リズムについて述べる．まず，2.3.2節で述べたブロックソート法の一部に用いられ

ているBW変換を階層型のモデル未知の確率モデルの一種であるマルコフ過程で表

される情報源の出力系列に適用した場合，変換後の系列は 2.3.5節で述べた区分定常

情報源の出力系列とみなせる事について述べる．そして，2.4.7節で述べた区分定常

情報源に対する効率的なベイズ符号化アルゴリズムをBW変換後の系列の符号化に

用いる事により，マルコフ過程で表される情報源に対しては実用性をほとんど失う

事無く，符号化の性能が理論的にも明確な符号化アルゴリズムを提案する．

4.2 マルコフ情報源に対するBW変換の性質

2.3.4節で述べたように，FSMX情報源においてモデルmを完全木で表現した場

合に全ての葉ノードが深さmのみに存在する時，その情報源はm次マルコフ情報

源と呼ばれる．この時，モデル mにおける状態は全て長さ mの文脈に対応する．

本章では，FSMX情報源のモデルmに関し，深さmのみに葉ノードを持つ完全木

で表現されるもののみを考え，すなわち，m次マルコフ情報源のみを考え，mは

M = {1, · · · ,mmax}上に値をとるものとする．
2.3.2節におけるBW変換の例において，情報源系列 x9が 1次マルコフ情報源か

ら出力されたと仮定すると，y31は文脈 0の下で発生し，y84は文脈 1の下で発生して

いる事になる．一方，情報源系列 x9が 2次マルコフ情報源の出力されたと仮定する
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と，y1は文脈 00の下で発生し，y32 は文脈 10の下で発生し，y54 は文脈 01の下で発

生し，y76は文脈 11の下で発生している事になる．このように，マルコフ情報源の出

力系列にBW変換を施した系列は，ある区間の部分系列が同じ文脈から発生してい

るため，2.3.5節で述べた区分定常情報源からの出力系列とみなせる事が分かる．

4.3 BW変換に基づくベイズ符号化アルゴリズム

前節で述べたようにマルコフ情報源の出力系列にBW変換を施した系列を区分定

常情報源からの出力系列とみなした場合，その変化パターン ω はモデルm，すな

わち，マルコフ情報源の次数に依存する．そこで，tω,j を tm,j と書き換える事にす

る．ここで，m次マルコフ情報源において発生し得る文脈の総数が 2mである事か

ら，C(ω) ≤ 2m − 1が成り立つ．もし，yn,において全ての文脈が発生したとする

と，C(ω)は 2m − 1に等しくなる．また，2.4.7節で定義した，ある部分パターン ωt

を得た下での部分パターン ωt+1に対し，時点 t + 1においてパラメータが変化する

確率 πは時点 tおよび jに依存する．ただし，jはある変化パターン ωにおける tω,j

の添え字である．この添え字 jはパラメータが何回変化したかという事を表してい

る．そこで本節では，式 (2.52)の仮定に対応するものとして次のような仮定を用い

る．ただし，i = 1, · · · , tである．

P (τt = i, τt = tω,j) =
∑

{ω|tC(ωt)
=i,tC(ωt)

=tω,j}

P (ω). (4.1)

すると，2.4.7節で述べた従来アルゴリズムは次のように書き換える事ができる．

符号化確率の計算は次のように行われる．

AP (y1 | y0) =
mmax∑
l=0

p(y1 | y0, τ1 = 1, τ1 = tmmax−l,0)P (τ1 = 1, τ1 = tmmax−l,0 | y0), (4.2)
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Algorithm 2 提案アルゴリズム
1: Input n,mmax

2: calculate AP (y1 | y0) by Eq. (4.2)

3: for t = 2 to n do

4: calculate AP (yt | yt−1) by Eq. (4.3)

5: m← mmax

6: calculate P (τt+1 = 1, τt+1 = tm,0 | yt) by Eq. (4.7)

7: for i = 2 to t do

8: for j = 1 to min {2mmax , i− 1} do
9: calculate P (τt+1 = i, τt+1 = tm,j | yt) by Eq. (4.7)

10: k ← j

11: while k is even do

12: m← m− 1, k ← k/2

13: calculate P (τt+1 = i, τt+1 = tm,k | yt) by Eq. (4.7)

14: end while

15: end for

16: end for

17: m← mmax

18: for j = 1 to min {2mmax , t} do
19: calculate P (τt+1 = t+ 1, τt+1 = tm,j | yt) by Eq. (4.8)

20: k ← j

21: while k is even do

22: m← m− 1, k ← k/2

23: calculate P (τt+1 = t+ 1, τt+1 = tm,k | yt) by Eq. (4.8)

24: end while

25: end for

26: end for

27: Output AP (yn | yn−1)
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AP (yt | yt−1) = AP (y1 | y0)

+

min{⌊log2(t−1)⌋,mmax}∑
l=0

t∑
i=2l+1

min{⌊(i−1)/2l⌋,mmax}∑
j=1

p(yt | yt−1, τt = i, τt = tmmax−l,j)

× P (τt = i, τt = tmmax−l,j | yt−1). (4.3)

p(yt | yt−1, τt = i, τt = tmmax−l,j)

=

∫
θtmmax−l,j

p(yt | yt−1, θtmmax−l,j
, τt = tmmax−l,j)

× w(θtmmax−l,j
| yt−1, τt = tmmax−l,j) dθtmmax−l,j

. (4.4)

式 (4.4)は，パラメータの事前確率密度にディリクレ分布を仮定した場合，自然共役

性より次のように計算される．

νm,j(yt | yt−1
i ) + βm,j(yt | τt = i)∑|X |−1

a=0

(
νm,j(a | yt−1

i ) + βm,j(a | τt = i)
) . (4.5)

ただし，νm,j(a | yt−1
i )は時点 iから t− 1までの間にシンボル a ∈ X が発生した回数

であり，βm,j(a | τt)はディリクレ分布のパラメータである．
一方，事後確率関数は次のように計算される．

P (τt+1 = i, τt+1 = tm,j | yt)

=

(
1− 2m − 1− j

n− t

)
P (τt = i, τt = tm,j | yt) (4.6)

=

(
1− 2m − 1− j

n− t

)
p(yt | yt−1, τt = i, τt = tm,j)P (τt = i, τt = tm,j | yt−1)

AP (yt | yt−1)
,

(4.7)

P (τt+1 = t+ 1, τt+1 = tm,j | yt) =
2m − j
n− t

. (4.8)

先に述べた通り，提案アルゴリズムは従来アルゴリズムを書き換えたものである．

また，定理 2.4.3により，従来アルゴリズムにおいて計算される符号化確率はベイズ

最適な符号化確率に等しい．したがって，定理 2.4.3と同様に次の定理が成り立つ．
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定理 4.3.1 提案アルゴリズムにおいて計算される符号化確率はベイズ基準の下で最

適な逐次型の符号化確率と等しい，すなわち，

AP (yt | yt−1) = AP ∗(yt | yt−1), (4.9)

が成り立つ．ただし，AP (yt | yt−1)は提案アルゴリズムで時点 tにおいて計算され

る符号化確率である．

（証明）定理 2.4.3と同様． □
提案アルゴリズムにおいて，変化パターンの和計算に関する時間計算量について

考える．提案アルゴリズムの式 (4.3)において，十分大きな tに対し，最も外側の和

計算がmmax + 1回であり，最も内側の和計算がmmax回である．一方，中央の和計

算は l = 0, 1, · · ·mmaxに対し，t回→ t− 2回→・・・→ t− 2mmax回となっていく．した

がって，最大でもO(m2t)であり，当初のO(2t−1)より削減されている事が分かる．
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第5章 結論

5.1 本論文の成果

本論文では階層型の確率モデル族に基づくユニバーサル情報源符号化についての

研究成果を述べた．

第 3章においては，本論文の一方の成果である情報源の確率分布を表現できない

確率モデルに基づくベイズ符号の性能解析について述べた．モデル既知の確率モデ

ルを仮定したベイズ符号において情報源の確率分布がその確率モデルでは表現され

ない分布だった場合の平均符号語長の精密な漸近評価を行った．さらに，その結果を

応用し，入れ子構造を持つ階層型のモデル未知の確率モデルを仮定したベイズ符号

において，情報源の確率分布がその確率モデルでは表現されない分布だった場合の

平均符号語長の漸近評価を厳密に行い，そのように仮定が崩れた場合にもベイズ符

号が有効である事について述べた．具体的には，モデルが規定するパラメータの次

数が最も大きいモデルのみに基づいたベイズ符号を用いる場合（ケースA）と，その

モデルだけでなくよりパラメータの次数が低いモデルまで全て含めてベイズ符号を

用いる場合（ケースB）ではケースBの方がケースAと同等，状況によってはケー

スAより良い性能を発揮するという事を主張した．良い性能とはすなわち，平均符

号語長のエントロピーレートへの収束オーダーがより小さいという事である．ケー

ス Bの方がケース Aより良い性能を発揮する状況というのは，真の確率分布との

カルバックライブラー情報量を最小にする（真の分布に最も近い）確率分布を，パ

ラメータの次数が最も大きくなるモデルだけではなくより小さい次数のパラメータ

を規定するモデルでも表せる場合である．主定理より，収束オーダーは，真の分布

に最も近い分布のうち，パラメータの次数が最も小さい分布のパラメータの次数に

依存する事が分かる．したがって，上記の状況においては，ケースAの場合，収束

オーダーは各モデルが規定するパラメータの次数のうち最大のものに依存する．一
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方，ケースBの場合，最大次数より小さい次数のパラメータでも真の分布に最も近

い分布を表せるため，収束オーダーはその次数に依存する事になり，ケースBの方

がより良い性能を発揮する事が分かった．

第 4章では，本論文のもう一方の成果であるBW変換を利用したベイズ符号化ア

ルゴリズムについて述べた．ブロックソート法の一部に用いられているBW変換を

階層型のモデル未知の確率モデルの一種であるマルコフ過程で表される情報源の出

力系列に適用した場合，区分定常情報源の出力系列とみなせる．従来提案されてい

る区分定常情報源に対する効率的なベイズ符号化アルゴリズムをBW変換後の系列

の符号化に用いる事により，マルコフ過程で表される情報源に対しては実用性をほ

とんど失う事無く，符号化の性能が理論的にも明確な符号化アルゴリズムを提案し

た．提案アルゴリズムは，従来のベイズ最適性が保証されているアルゴリズムを流

用しているため，その性能は理論的にも明確であった．また，計算量についても，マ

ルコフ過程で表される情報源の一種である FSMX情報源に対する効率的なベイズ

符号化アルゴリズムとほとんど同等であり，実用性もほとんど失っていない事が分

かった．
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岩井秀輔，宮希望，前田康成，松嶋敏泰

13.講演 真の分布を含むとは限らない階層モデル族に対するベイズ推定の漸

近評価

第 36回情報理論とその応用シンポジウム（SITA2013），静岡県，

2013年 11月

宮希望，須子統太，安田豪毅，松嶋敏泰
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14.講演 半教師付き学習における一致推定量に基づく予測の漸近評価

第 36回情報理論とその応用シンポジウム（SITA2013），静岡県，

2013年 11月

安田豪毅，宮希望，須子統太，松嶋敏泰

15.講演 ベイズ符号のオーバーフロー確率における最小しきい値の評価

第 36回情報理論とその応用シンポジウム（SITA2013），静岡県，

2013年 11月

齋藤翔太，宮希望，野村亮，松嶋敏泰

16.講演 真のモデルを含まないパラメトリックモデル族に対するベイズ予測

の漸近評価

電子情報通信学会情報理論研究会（IT），岡山県，2011年 7月

宮希望，須子統太，安田豪毅，松嶋敏泰
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