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 深層ニューラルネットは，2012 年頃から機械学習や人工知能の分野で急速に発
展を続けている学習機械である。深層ニューラルネットの快挙は，大画像に対す
る一般物体認識タスクで人間と同程度のスコアを記録し，囲碁では「人類最強」
とも呼ばれる棋士イ・セドル氏に勝利するなど，枚挙に暇がない。ニューラルネ
ットは，神経細胞が繋がり合って情報を処理する様子を抽象化した「脳の数理モ
デル」として，20 世紀半ばに登場し，これまでに二度のブームを引き起こしてい
る。深層ニューラルネットは第三次ブームの立役者である。  
 「深層」という修飾語は，中間層の数が従来のニューラルネットよりも多いこ
とを強調している。ニューラルネットを深層化することで，内部の情報表現が階
層化され，情報処理が効率化されることは，以前から予想されていた。しかし，
古典的な学習法であるバックプロパゲーション（ b a c k p r o pa g a t i o n）では，深層ニ
ューラルネットを学習させることができなかった。原因は様々だが，例えば，層
が深くなるに連れて，学習に必要な誤差信号が減衰し，学習が極端に遅くなるた
めである。深層ニューラルネットを学習させる技術を総称して，深層学習という。
深層学習が立て続けに成功し始めたのは， 20 06 年の Hi nto n や B e ng i o のプレト
レーニングからである。  
 本研究では，深層ニューラルネットの中で何が起きているのか，なぜ深層にし
た方が良いのかという問題に対して，深層ニューラルネットの積分表現理論の開
発を通じて問題解決を図る。深層ニューラルネットの内部では，タスクに有利な
情報表現（特徴量写像）が獲得されていると考えられている。情報表現を自動的
に獲得するという意味で，深層学習は表現学習とも呼ばれる。しかし，深層学習
はヒューリスティクスを多く含むので，実際に獲得される特徴量の素性は分から
ないことも多い。そもそも，浅いニューラルネットは任意の関数を近似できるほ
ど表現力が高い（万能関数近似器）のに，なぜ深層にする必要があるのだろうか。  
 本研究が拠り所とする積分表現は，ニューラルネットの中間層素子に関する総
和を積分に置き換えて得られる。これは中間層素子を積分核とする積分変換であ
り，双対リッジレット変換と呼ばれる。リッジレット変換は R a d o n 変換やウェー
ブレット変換との関係が深く，幾何学的性質や解析的性質がよく調べられている。
通常のニューラルネットは，積分表現の離散化を通じて理解できる。積分表現理
論は 9 0 年代に起きた第二次ブームにおいて，浅いニューラルネットの表現能力
を調べる過程で成立した。残念ながら，深層ニューラルネットの積分表現理論は
今日までほとんど調べられていない。中間層が二層以上ある場合には，単に積分
核が入れ子になるだけで，中間層同士の関係をうまく定式化できないためである。 
 本研究の結果は二つに分けられる：浅いニューラルネットの積分表現理論と，
深層ニューラルネットの積分表現理論である。浅いニューラルネットの理論では，
Re LU と呼ばれる活性化関数に対応するように積分表現理論を拡張し，ニューラ
ルネットと R a do n 変換およびウェーブレット変換との関係を詳らかにし，さらに
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積分表現を離散化してニューラルネットを学習する方法を提案した。  
 深 層 ニ ュ ー ラ ル ネ ッ ト の 理 論 で は ， デ ノ イ ジ ン グ ・ オ ー ト エ ン コ ー ダ ー
（ d e no i s i ng  a u to e n c od e r ;  DAE）と呼ばれるクラスに対して， DA E を輸送写像と
みなす方法で，積分表現を構成した。また，輸送写像の極限を調べることで，無
限層ニューラルネットに相当する連続 D AE の性質を明らかにした。 D A E はデー
タ分布のエントロピーを減らす方向に入力データを再配置する輸送作用があり，
この作用は層を深くした方が顕著になることが分かった。従って，浅い D AE と
深層 D A E とでは抽出される特徴量が異なることから， D AE においては積極的に
深層化すべきであると言える。本研究の結果を深層学習のアルゴリズムに反映す
る方法の開発は，今後の重要な課題である。  
 
 本論文の構成は，第 1 章が本研究の概要と論文の構成の説明，第 2 章が関連研
究と先行研究のサーベイ，第 3 章と第 4 章が本論を展開するうえでの準備，第 5
章から第 7 章が本論，第 8 章が本研究の総括である。第 2 章以降の各章の詳細は
次の通りである。  
 第 2 章では関連研究および先行研究について，深層ニューラルネットと浅いニ
ューラルネットの二つの観点で整理する。まず深層ニューラルネットについては，
最初に全体の動向を概観する。次に，本研究の主題の一つである「深層ニューラ
ルネットの中では何が起きているか」について言及している研究を整理する。本
研究で取り扱う R e LU や D AE については独立に節を設けるほか，オートエンコ
ーダーと対照的な表現学習の例として，畳み込みネットワークについても解説す
る。一方，浅いニューラルネットについては，まず 9 0 年代の結果を整理する。
具体的には，万能関数近似能力を軸にして積分表現理論が登場するまでの経緯を
説明する。続いて，積分表現理論以降に登場したリッジレット解析や学習理論に
ついて，その後の展開を整理する。  
 第 3 章では，本研究で用いる数学的な道具を整理する。具体的には， Fo ur i e r
変換や R a d o n 変換，ウェーブレット解析，拡散方程式，最適輸送理論の基本的な
定理や公式を整理する。さらに，本論で展開される超関数や特異積分の計算につ
いて解説する。これらの計算には，これまでにまとまった解説が少なく，申請者
が独自に計算した内容も含む。  
 第 4 章では積分表現理論について基本事項を説明する。本章は本論を展開する
うえでの準備にあたるが，積分表現理論は本研究の要であり，申請者の考察も多
く含むことから，独立に章を設けた。まず積分表現理論がリッジレット解析と等
価であることを説明したあと，リッジレット変換が R a d o n 変換とウェーブレット
変換の合成変換に分解できることを示す。これにより，リッジレット解析の幾何
学的な意味付けが明らかとなる。最後に，リッジレット変換の離散化や，ベクト
ル値の場合の考え方を説明する。これにより，現実のニューラルネットと積分表
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現との関係が明らかとなる。  
 第 5 章では浅いニューラルネットの積分表現理論を展開する。まず，深層学習
において， R e LU と呼ばれる非有界な活性化関数が用いられる背景を簡単に説明
す る。 こ れ によ り ， 深層 ニ ュ ーラ ル ネ ット の 積 分表 現 理 論を 展 開 する た め には
Re LU を含む超関数によるリッジレット解析が必要であることが分かる。本章の
前半では，超関数によるリッジレット変換が存在すること，および適当な条件の
下で再構成公式（逆変換）が成り立つことを理論的に示す。後半では，リッジレ
ット変換の具体例を解析的に計算し，さらに再構成公式の数値例を計算すること
で，理論の実効性を確認する。  
 第 6 章では深層ニューラルネットの積分表現理論を展開する。まず，DAE が登
場した背景と，DA E の学習アルゴリズムを簡単に説明し，Al a i n  a nd  Be n g i o の変
分計算によって学習アルゴリズムの停留点が陽に求まることを示す。続いて，得
られた D AE が輸送写像とみなせることを説明する。本章の前半では，浅い D AE
による輸送の性質を調べる。後半では，三つの深層 D AE（積層 DAE，合成 D AE，
連続 D AE）を導入し，深層 DAE による輸送現象を軸として深層 DAE の積分表現
理論を展開する。積層 D A E は深層学習の一種であるプレトレーニングで現れる
形式だが，解析が難しい。合成 D A E は浅い DAE の合成写像であり，これ自体も
輸送写像なので解析は比較的容易である。連続 D AE は合成 D AE の連続極限であ
り，無限層のニューラルネットに相当する。本章の主結果は二つある。まず，連
続 D AE による輸送に伴って変形されたデータ分布（押出測度）が，逆向きの拡
散方程式に従うことを示す。つまり，連続 D AE はデータ分布のエントロピーを
減らすようにデータ点を再配置する連続力学系である。次に，積層 D A E と合成
DAE の等価性を示す。つまり，積層 DAE から得られる特徴量は，ある線形写像
によって適当な合成 D AE から得られた特徴量に変換できる。二つの主結果の系
として，合成 DA E と積層 DA E はいずれも，層を重ねるに連れて連続 D AE と類
似の振舞いをするようになることが分かる。最後に，深層 D A E の積分表現は，
層毎の積分表現を合成したものとして得る。  
 第 7 章では積分表現を離散化することでニューラルネットを学習させる方法を
説明する。再構成公式を離散化することで学習済ニューラルネットが得られる。
離散化は離散フーリエ変換のように規則的な格子に沿って行うこともできるが，
本章ではサンプリングによる方法を提案する。これは，データからリッジレット
変換を推定し，得られた変換を確率分布とみなして，パラメータをサンプリング
する方法である。リッジレット変換をパラメータ空間上の確率分布とみなしたも
のをオラクル分布と呼ぶ。人工データおよび実データに対してアルゴリズムを適
用し，バックプロパゲーションに依らない学習が行えることを確認した。  
 第 8 章では本研究を総括し，今後の展望について述べる。  
 なお付録には，本文で省略した証明と，本研究の背景となる知識をまとめた。  
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