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 相 対 論 的 量 子 化 の 自 由 部 分 の 記 述 の 基 礎 は 、 自 由 粒 子 と し て の 電 子 の 質 量 、 運

動 量 と エ ネ ル ギ ー の 関 係 を 光 速 度 を 仲 介 と し て 表 し た 等 式
2 2 2 2 4c cE p m= + を 偏 微

分 作 用 素 の 関 係 式 と し て 解 釈 す る 事 に よ っ て 導 か れ る が 、 こ れ に は 大 き く 分 け て

三 通 り の 方 法 が あ る 。  
 第 一 の 方 法 は ク ラ イ ン ・ ゴ ル ド ン 方 程 式 と し て 定 式 化 す る も の で あ る 。 こ れ は

時 間 に つ い て も 空 間 に つ い て も 二 階 の 偏 微 分 方 程 式 と な り 、 質 量 を 持 つ 粒 子 の 分

散 性 と 双 曲 性 （ 有 限 伝 播 性 ） の 波 動 現 象 を 良 く 表 現 す る 方 程 式 で あ る が 、 量 子 力

学 の 基 礎 方 程 式 で あ る シ ュ レ デ ィ ン ガ ー 方 程 式 の 持 つ 確 率 解 釈 （
2L ノ ル ム 又 は 全

電 荷 の 保 存 則 ） を 継 承 し な い の で 、 粒 子 を 対 象 と し た 相 対 論 的 量 子 力 学 の 基 礎 方

程 式 と は 見 做 さ れ な い 。 一 方 、 相 互 作 用 の 有 る 場 の 方 程 式 と し て 、 湯 川 の 中 間 子

論 の 基 礎 を 担 う な ど 、 非 線 形 性 を 取 り 入 れ た 状 況 で は 基 礎 方 程 式 と し て の 有 効 性

を 発 揮 す る も の と し て 知 ら れ て い る 。ま た 、エ ネ ル ギ ー（ ソ ボ レ フ 空 間
1H ノ ル ム ）

の 保 存 則 と の 整 合 性 を 持 ち 、時 間 に 関 す る 積 分 方 程 式 に 転 換 し た 際 の 非 斉 次 項（ デ

ュ ア メ ル 項 ） に お い て １ 階 の 滑 ら か さ を 恢 復 す る の で 、 数 学 的 取 扱 い に は 有 利 な

点 を 数 多 く 持 っ て い る 。  

 第 二 の 方 法 は デ ィ ラ ッ ク 方 程 式 と し て 定 式 化 す る も の で あ る 。 こ れ は 波 動 函 数

を 多 成 分 化 （ ベ ク ト ル 化 ） し 、 単 独 方 程 式 の 代 り に 方 程 式 系 と し て 考 え る 方 法 で

あ る 。  こ の 定 式 化 で は
2L ノ ル ム（ 全 電 荷 ）の 保 存 則 が 成 立 す る の で 、粒 子 を 対 象

と し た 相 対 論 的 量 子 力 学 の 基 礎 方 程 式 と し て 広 く 受 け 入 れ ら れ て い る 。 一 方 、 デ

ィ ラ ッ ク 方 程 式 は 、 エ ネ ル ギ ー に 相 当 す る 概 念 を 導 入 す る 事 が 困 難 で あ り 、 ク ラ

イ ン ・ ゴ ル ド ン の 非 斉 次 項 に お け る 滑 ら か さ の 恢 復 も 起 こ ら な い の で 、 数 学 的 な

研 究 対 象 と し て 困 難 な 点 を 抱 え て い る 事 に な る 。  
 第 三 の 方 法 が 半 相 対 論 的 定 式 化 で 、 そ の 線 形 部 分 を

2
ti m∂ ± − ∆と し て 考 え る 方

法 論 で あ る 。 こ れ は 、 ク ラ イ ン ・ ゴ ル ド ン の 複 素 レ ベ ル で の 因 数 分 解 と も 、 ベ ク

ト ル 化 し な い デ ィ ラ ッ ク と も 見 做 す 事 が 出 来 る が 、 空 間 に つ い て の 作 用 素 が 最 早

微 分 作 用 素 で は な く 、擬 微 分 作 用 素 の一 種 であるフーリエ乗 法 作 用 素
1 2 2 1/2( | | )m ξ− + 

と し て 意 味 を 持 つ も の に な る 。 こ れ は 非 局 所 的 作 用 素 で あ り 、 作 用 す る 函 数 の 影

響 が 大 域 的 に 拡 が っ て し ま う 為 、 線 形 レ ベ ル で も 解 析 学 的 取 扱 い に は 様 々 な 困 難

を 伴 う 。 線 形 レ ベ ル で の 非 局 所 性 の 困 難 の 例 と し て 、 ナ ビ エ ・ ス ト ー ク ス 方 程 式

に お け る ス ト ー ク ス （ ヘ ル ム ホ ル ツ ・ ル レ イ ） 射 影 作 用 素 2

1

| |
( )i j

ij
ξ ξ

ξ
δ− −  の 導 入 の

も た ら す 影 響 が 、 こ れ に 相 当 す る も の で あ り 、 本 質 的 な 問 題 を 内 包 し て い る と 考

え ら れ る 。 一 方 、 ク ラ イ ン ・ ゴ ル ド ン 方 程 式 で も デ ィ ラ ッ ク 方 程 式 で も 、 そ の 数

学 的 基 礎 は 半 相 対 論 的 発 展 作 用 素
2 1 2 2exp( ) ex ( | | )pit m i mt ξ−− ± +± ∆ =   の分 散 評

価 やストリッカーツ評 価 が担 っ て い る の で 、 結 局 全 て の 根 源 に 位 置 す る の は 半 相 対 論

的 枠 組 と 考 え ら れ る 。 従 っ て 、 こ の 分 野 に お け る 数 学 的 問 題 の 本 質 的 な 所 は 半 相

対 論 的 方 程 式 の 問 題 に 帰 着 さ れ る 事 と な る 。  

 
 



 

 2 

 クライン・ゴルドン方 程 式  デ ィ ラ ッ ク 方 程 式  半 相 対 論 的 方 程 式  

時 間 微 分  
 

空 間 微 分  
 

波 動 函 数  
 

デ ュ ア メ ル 項 に  
於 け る 滑 ら か さ  

 
電 荷  

 
エ ネ ル ギ ー  

2 階  
 

2 階  
 

ス カ ラ ー 値  
 

1 階 向 上  
 
 

不 定 値  
 

正 定 値  

1 階  
 

1 階  
 

ベ ク ト ル 値  
 

不 変  
 
 

正 定 値  
 

不 定 値  

1 階  
 

1 階 （ 擬 微 分 ）  
 

ス カ ラ ー 値  
 

不 変  
 
 

正 定 値  
 

正 定 値  

 自 由 方 程 式 ( f r ee  equat i on )レ ベ ル で の 立 場 の 違 い に 応 じ た 非 線 形 モ デ ル が 自 然

な 興 味 の 対 象 と し て 研 究 さ れ て い る 。 そ の 中 で も 第 三 の 立 場 で あ る 半 相 対 論 的 非

線 形 偏 微 分 方 程 式 の 研 究 は 最 近 注 目 さ れ る よ う に な っ て い る 。 具 体 的 に は 、 ハ ー

ト リ ー 型 の 相 互 作 用 を 持 つ 半 相 対 論 的 方 程 式 を ホ ゾ ン 星 の 状 態 方 程 式 と し て 定 式

化 し た F röhl i ch と Lenzmann の 研 究 が 先 駆 を 成 す も の で あ る 。  
 ハ ー ト リ ー 型 の 相 互 作 用 は 函 数 の 滑 ら か さ を 上 げ る 効 果 を 持 つ た め 、 取 扱 い は

容 易 で あ り 、 一 般 化 も 期 待 通 り に 行 う こ と が 可 能 で あ る 。 一 方 、 通 常 の 冪 型 の 相

互 作 用 は 、 一 様 評 価 を ソ ボ レ フ 埋 蔵 の 枠 組 で 行 う 限 り 、 空 間 次 元 n の 半 分 よ り 高

い 滑 ら か さ （ / 2n ε+ ） を 失 っ て し ま う 。 一 次 元 の 場 合 （ 1n = ）、 ソ ボ レ フ 空 間
11/2 2/4(1 ) LH −∆= − が 臨 界 空 間 と し て 位 置 付 け ら れ る 。 実 際 Krieger,  Lenzma nn と

Raphaë l は ( 1 / 2)s sH > の 場 合 を ま ず 逐 次 近 似 の 方 法 で 論 じ 、
1/2H の 場 合 は 解 の 存 在

は コ ン パ ク ト 性 を 用 い る 方 法 で 示 し 、 一 意 性 は 改 め て ユ ド ビ ッ チ ・ ウ ラ ジ ミ ロ フ

の 方 法 で 証 明 し て い る 。  
 半 相 対 論 的 方 程 式 は 、 理 論 物 理 の 研 究 対 象 と し て も 最 近 活 発 に 取 り 上 げ ら れ て

い る が 、  そ の 手 法 は 主 要 部
2m − ∆ を 形 式 的 に テ ー ラ ー 展 開 し 、 有 限 項 で 打 ち 切

っ た 形 （ 例 え ば 3

21 1
2 8m m

m − ∆ + ∆ ） を 基 礎 と し て い る 。 こ の 方 法 で は 、 主 要 部 は 通 常

の 偏 微 分 作 用 素 と な り 局 所 性 は 恢 復 す る も の の 、 数 学 的 に は 全 く タ イ プ の 異 な る

方 程 式 を 扱 っ て い る 事 に な り 、 却 っ て 本 質 を 見 失 っ て し ま う 可 能 性 を 持 つ 。  
 申 請 者 は 主 に 二 次 の 相 互 作 用 を 持 つ 半 相 対 論 的 方 程 式 及 び そ の 系 に 対 す る 初 期

値 問 題 を 一 次 元 の 場 合 に 研 究 し た 。 特 に 、 複 素 共 軛 を 通 じ た 相 互 作 用 に 対 し て ブ

ル ガ ン 法（ フ ー リ エ 制 限 法 ）が 有 効 に 働 く 仕 組 み を 解 明 し 、有 限 電 荷 ク ラ ス（
2L ク

ラ ス ） で の 時 間 大 域 解 の 一 意 的 存 在 の 証 明 を 与 え た 事 は 顕 著 で あ る 。 更 に 、 エ ネ

ル ギ ー 構 造 と 両 立 す る よ う に 吉 田 近 似 を 二 重 に 施 し た 近 似 方 程 式 か ら 出 発 し 、 臨

界 空 間
1/2H に 相 当 す る エ ネ ル ギ ー ク ラ ス の 一 様 評 価 を 得 る と と も に 、 積 分 方 程 式

を 巧 妙 に 評 価 し て
2L レ ベ ル で 近 似 解 が コ ー シ ー 列 を 成 し て い る こ と を 示 し 、

Krieger,  L enzmann と R aphaë l の 方 法 論 と は 独 立 の 見 通 し の 良 い 解 の 構 成 法 を 考

案 し た 。 こ の 方 法 論 は コ ン パ ク ト 性 に 基 づ く 解 の 存 在 証 明 を 大 き く 変 え る 可 能 性

を 持 っ て お り 、 非 線 形 シ ュ レ デ ィ ン ガ ー 方 程 式 の 初 期 境 界 値 問 題 や ベ ン ジ ャ ミ

ン ・ オ ノ 方 程 式 、 ゼ ゲ ー 方 程 式 等 の ハ ミ ル ト ン 系 の 基 礎 理 論 に 応 用 が 期 待 さ れ る

も の で あ る 。  
 本 博 士 論 文 は 、 そ れ ら の 成 果 に 基 づ き 、 今 迄 に 行 わ れ た 申 請 者 の 研 究 を 系 統 的

に 論 じ た も の で あ る 。 本 論 文 は 4 つ の 章 と 補 遺 か ら 成 っ て い る 。  
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 第 一 章 で は 、 半 相 対 論 的 方 程 式 の 物 理 学 的 背 景 と そ の 導 入 、 数 学 的 基 礎 を 論 じ

る た め の 問 題 設 定 、 基 本 的 函 数 空 間 の 纏 め 、 先 行 研 究 の 紹 介 と そ の 比 較 検 討 を 行

っ た 後 に 、 主 結 果 を 3 つ の 定 理 と し て 纏 め て い る 。  
 第 二 章 で は 、 二 次 の 自 己 相 互 作 用 を 持 つ 単 独 方 程 式 に つ い て 、 波 動 函 数 ψ に 対

し
2ψ , 2ψ , 2| |ψ ψψ= の 三 つ の 場 合 を そ れ ぞ れ 論 じ て い る 。 特 に

2ψ の 相 互 作 用 に 対 し

て 、 ブ ル ガ ン 法 （ フ ー リ エ 制 限 法 ） が 有 効 に 働 く 機 構 を 解 明 し て い る 。 ブ ル ガ ン

法 と は 相 互 作 用 描 像 （ 朝 永 描 像 ） に お け る 場 の 方 程 式 の 時 空 フ ー リ エ 変 換 に 基 づ

く 解 析 法 で あ り 、 相 互 作 用 毎 に 適 切 な 評 価 を 確 立 す る 事 が 鍵 と な る 。 従 っ て 、 二

次 の 相 互 作 用 に 応 じ た 新 た な 双 線 形 評 価 を 証 明 す る 事 が 主 題 で あ り 、 そ れ が 第 二

章 の 中 心 テ ー マ と な っ て い る 。  
 第 三 章 で は 、 コ ン パ ク ト 性 に 基 づ く 従 来 の 解 の 構 成 法 を 、 吉 田 近 似 に 基 づ く 近

似 解 の 構 成 、 そ の 一 様 エ ネ ル ギ ー 評 価 、 電 荷 ノ ル ム に 於 い て コ ー シ ー 列 を 成 す 事

の 証 明 、 の 三 つ の 段 階 に 分 け 、 有 界 性 と 完 備 性 に 基 づ く 解 の 構 成 法 に 書 き 換 え た

も の で あ る 。  
 第 四 章 で は 、 解 の 時 間 大 域 的 存 在 に 於 い て ゲ ー ジ 条 件 が 果 た す 役 割 を 、 否 定 的

な 立 場 か ら 検 討 し た も の で あ る 。 具 体 的 に は 、 自 己 相 互 作 用 が ゲ ー ジ 条 件 を 満 た

さ な い 場 合 、 零 以 外 の 解 は 時 間 大 域 的 に 存 在 し 得 な い 事 を 証 明 し た も の で あ る 。  
 上 記 の 研 究 遂 行 に 当 り 、 良 く 知 ら れ た 不 等 式 の 改 良 や 一 般 化 の 必 要 に 迫 ら れ 、

新 し い 不 等 式 の 考 案 と そ の 証 明 に 取 り 組 ん だ 成 果 を 纏 め た も の が 補 遺 で あ る 。 加

藤 ・ ポ ン セ の 交 換 作 用 素 の 評 価 （ 分 数 冪 ラ イ プ ニ ッ ツ 評 価 ） を は じ め 、 そ れ 自 身

興 味 深 く 、 応 用 上 に も 有 用 な 不 等 式 が 数 多 く 示 さ れ て い る 。  
 以 上 を 要 約 す る と 、 本 論 文 は 半 相 対 論 的 非 線 形 場 の 数 学 的 諸 問 題 を 初 期 値 問 題

の 大 域 解 の 存 在 ・ 非 存 在 の 視 点 か ら 論 じ た も の で あ り 、 逐 次 近 似 の 枠 組 の 有 効 性

と そ の 限 界 を も 明 ら か に し た 点 に 、 極 め て 高 い 学 術 的 価 値 を 持 つ も の で あ る 。  
 よ っ て 本 論 文 は 博 士 （ 理 学 ） の 学 位 論 文 と し て 相 応 し い も の と し て 認 め る 。  
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