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本 論 文 で は 、対 称 な 鞍 点 行 列 を 係 数 に 持 つ 連 立 一 次 方 程 式 の 解 に 対 す る 精 度 保

証 付 き 数 値 計 算 法 が 提 案 さ れ て い る ．対 称 な 鞍 点 行 列 を 係 数 に 持 つ 連 立 一 次 方 程

式 と は 次 の よ う な ２ ×２ の ブ ロ ッ ク 行 列 を 係 数 に 持 つ 連 立 一 次 方 程 式 で あ る ．  

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝑏𝑏,    𝐻𝐻 = � 𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐵𝐵𝑇𝑇 −𝐶𝐶� ,  𝑢𝑢 = �

𝑥𝑥
𝑦𝑦� ,   𝑏𝑏 = �𝑓𝑓𝑔𝑔� 

こ こ で 、𝐴𝐴 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛×𝑛𝑛,𝐶𝐶 ∈ 𝑅𝑅𝑚𝑚×𝑚𝑚は そ れ ぞ れ 対 称 半 正 定 値 で あ り 、𝐵𝐵 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛×𝑚𝑚 (𝑛𝑛 ≥ 𝑚𝑚)は 列 full 

rank(rank(𝐵𝐵)=m)で あ り 、𝑥𝑥, 𝑓𝑓 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛, 𝑦𝑦, 𝑔𝑔 ∈ 𝑅𝑅𝑚𝑚と す る ．本 論 文 で は 、こ の 鞍 点 行 列 を 係

数 に 持 つ 連 立 一 次 方 程 式 を 鞍 点 問 題 と 呼 ぶ 。こ の よ う な 鞍 点 問 題 に 対 し て 、数 学

的 に 厳 密 な 解 の 存 在 と 一 意 性 を 証 明 し 、さ ら に 厳 密 解 と 近 似 解 の 誤 差 上 界 を 求 め

る こ と を 目 的 と し て い る ．本 論 文 で は 、こ の よ う な 方 法 を 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算

法 と 呼 ん で い る ．  

 数 値 計 算 は 、様 々 な 自 然 現 象 や 社 会 現 象 を シ ミ ュ レ ー シ ョ ン す る 際 に 用 い ら れ

る が 、離 散 化 (線 形 化 )す る 時 の 誤 差 や 数 値 計 算 す る 時 の 数 値 計 算 誤 差 な ど 様 々 な

誤 差 が 発 生 し 、計 算 結 果 に 重 大 な 影 響 を 与 え る こ と が あ る ．精 度 保 証 付 き 数 値 計

算 で は 、数 理 モ デ ル 化 し た 後 の 計 算 に お け る 全 て の 誤 差 を 考 慮 し て 近 似 解 と 厳 密

解 の 誤 差 上 限 を 計 算 す る ．本 研 究 で は 、特 に 丸 め 誤 差 な ど を 含 む 数 値 計 算 誤 差 に

つ い て 考 慮 さ れ て い る ．  

鞍 点 問 題 は 、 Stokes 方 程 式 な ど の 偏 微 分 方 程 式 を 弱 形 式 化 し 有 限 要 素 法 を 用

い て 得 ら れ る 方 程 式 や 最 適 化 問 題 に お い て KKT 条 件 を 満 た す 方 程 式 な ど 様 々 な

科 学 計 算 や 工 学 の 分 野 か ら 現 れ る 方 程 式 で あ り 、Golub な ど 多 く の 研 究 者 に よ っ

て 研 究 さ れ て き た ．こ の 鞍 点 問 題 の 解 法 と し て 、Schur 補 元 (𝑆𝑆 = 𝐵𝐵𝑇𝑇𝐴𝐴−1𝐵𝐵 + 𝐶𝐶)と 呼 ば

れ る 行 列 を 用 い た 方 法 が あ る ． こ の 方 法 は 、 元 の 連 立 方 程 式 よ り 次 元 の 小 さ い

𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝐵𝐵𝑇𝑇𝐴𝐴−1𝑓𝑓 − 𝑔𝑔、 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑓𝑓 − 𝐵𝐵𝐵𝐵と い う ２ つ の 連 立 方 程 式 を 解 く 方 法 で あ る ．  

 一 般 的 な 連 立 一 次 方 程 式 に 対 す る 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 法 は 、係 数 行 列 の 近 似

逆 行 列 𝑅𝑅 ≈ 𝐻𝐻−1を 用 い る 方 法 が 良 く 知 ら れ て い る ．例 え ば 、バ ナ ッ ハ の 縮 小 写 像 原

理 か ら 導 か れ る 近 似 逆 行 列 を 用 い た 定 理 や 成 分 毎 に 評 価 を 行 う Yamamoto の 定 理

な ど が あ る ．し か し 、2000 年 代 に な り 、こ の 鞍 点 問 題 に 対 し て 、係 数 行 列 の 近 似

逆 行 列 を 使 用 せ ず Schur 補 元 を 用 い る 方 法 が 研 究 さ れ て い る ．Chen と Hashimoto

は 、 2003 年 に 行 列 𝐴𝐴が 対 称 正 定 値 行 列 、 𝐶𝐶が 対 称 半 正 定 値 行 列 で あ る 問 題 に 対 す

る 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 法 を 開 発 し た 。こ の 方 法 は 、前 述 し た Schur 補 元 を 用 い

た ２ つ の 連 立 方 程 式 に 基 づ い て x, yそ れ ぞ れ の 誤 差 を 行 列 の ノ ル ム 評 価 を 用 い て

計 算 す る 方 法 で あ り 、従 来 の 方 法 で あ る 近 似 逆 行 列 を 用 い た 方 法 よ り 高 速 に 精 度

保 証 可 能 で あ る ．さ ら に 、 2009 年 に は Kimura と Chen に よ り 行 列 𝐴𝐴が 対 称 半 正 定

値 行 列 且 つ 𝐶𝐶 = 𝑂𝑂(零 行 列 )で あ る 問 題 に 対 す る 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 法 が 研 究 さ

れ て い る ．こ の 方 法 は 𝐴𝐴と 𝑆𝑆と を 対 角 成 分 に 持 つ ブ ロ ッ ク 対 角 行 列 を 前 処 理 行 列 と

し て 使 用 す る 方 法 で あ る ．  

 し か し 、こ れ ま で の 研 究 で は 𝐴𝐴と 𝐶𝐶と が 共 に 対 称 半 正 定 値 行 列 で あ る よ う な 問 題



  
  

No.2 

に 対 し て 、Schur 補 元 を 用 い た 従 来 の 方 法 よ り 高 速 な 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 法 は

研 究 が さ れ て い な か っ た ．そ こ で 、本 研 究 で は こ の よ う な 問 題 を 扱 い 従 来 の 方 法

よ り 高 速 な 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 法 を 提 案 す る ．  

本 論 文 は ５ 章 か ら 構 成 さ れ る ．第 １ 章 で は 、前 述 し た 研 究 背 景 に 加 え 、研 究 目

的 お よ び 概 要 を 述 べ て い る ．第 ２ 章 で は 、本 論 文 で 使 用 す る 記 法 と 共 に 鞍 点 問 題

に 対 す る Schur 補 元 を 用 い た 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 法 の 先 行 研 究 で あ る Chen と

Hashimoto の 方 法 と Kimura と Chen の 方 法 が 紹 介 さ れ て い る ．  

第 ３ 章 で は 、鞍 点 問 題 の 解 に 対 す る Schur 補 元 に 基 づ く 新 た な 精 度 保 証 付 き 数

値 計 算 法 が 提 案 さ れ て い る ．こ の 方 法 は 大 き く ３ つ に 分 け ら れ て い る ．１ つ 目 は 、

対 象 の 連 立 一 次 方 程 式 に 対 し て 行 列 𝐴𝐴を 正 則 化 す る 方 法 で あ る ． 本 問 題 で は 行 列

𝐴𝐴が 対 称 半 正 定 値 で あ る た め 、そ の ま ま で は 𝐴𝐴−1を 含 む Schur 補 元 を そ の ま ま 用 い

る こ と が で き な い ．𝐶𝐶 = 𝑂𝑂の 場 合 に つ い て 、正 則 化 の 方 法 は 開 発 さ れ て い る が 、C ≠

Oの 場 合 に つ い て は 研 究 さ れ て い な い た め 、 そ の 方 法 を 新 た に 提 案 し て い る ． こ

の 方 法 で は 、行 列 𝐴𝐴が 対 称 半 正 定 値 行 列 、且 つ 行 列 𝐻𝐻が 正 則 と い う 条 件 の 元 で 、𝐴̃𝐴 =

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇が 対 称 正 定 値 行 列 、  𝐵𝐵� = 𝐵𝐵 − 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵が full rank、 𝐶̃𝐶 = 𝐶𝐶 − 𝐶𝐶𝑇𝑇𝑊𝑊𝑊𝑊が 対 称 半 正 定

値 行 列 と い う 条 件 を 満 た す 対 称 正 定 値 行 列 𝑊𝑊が 存 在 す る と い う 命 題 が 示 さ れ て

い る ．さ ら に 、こ の 命 題 の 行 列𝑊𝑊に 基 づ く 前 処 理 行 列 を 用 い て 、𝐴𝐴を 正 則 化 す る 方

法 が 提 案 さ れ て い る ．  

次 に 、 行 列 𝐴𝐴を 正 則 化 し た 連 立 一 次 方 程 式 に 対 し て 、 Schur 補 元 に 基 づ く 前 処

理 行 列 を 用 い て 前 処 理 付 き 係 数 行 列 の 固 有 値 の 範 囲 を 限 定 す る ．前 処 理 行 列 と し

て 行 列 𝐴𝐴と 𝑆𝑆を 成 分 に 持 つ ブ ロ ッ ク 対 角 行 列 𝑃𝑃を 用 い る ． Axelsson と Neytcheva の

研 究 に よ り 、 前 処 理 付 き 係 数 行 列 𝑃𝑃−1𝐻𝐻の 全 て の 固 有 値 が 閉 区 間 [−1,− 1
2
]と 閉 区 間

[1,2]と の 和 集 合 に 含 ま れ る こ と が 証 明 さ れ て い る ． 本 論 文 で は こ れ を 改 善 し 、 前

処 理 付 き 係 数 行 列 𝑃𝑃−1𝐻𝐻の 全 て の 固 有 値 が 半 開 区 間 (−1, 1−√5
2

]と 閉 区 間 [1, 1+√5
2

]と の 和

集 合 に 含 ま れ る と い う 補 題 が 示 さ れ て い る ．  

さ ら に 、こ の 前 処 理 付 き 係 数 行 列 の 固 有 値 を 用 い て 、厳 密 解 と 数 値 計 算 に よ り

得 ら れ た 近 似 解 と の 誤 差 上 限 を 求 め る 定 理 が 提 案 さ れ て い る ．補 題 よ り 前 処 理 付

き 係 数 行 列 の 絶 対 値 最 少 固 有 値 は 2/(√5 − 1)で あ る こ と が わ か る ．厳 密 解 と 近 似 解

と の 誤 差 上 限 が 、前 処 理 付 き 係 数 行 列 の 絶 対 値 最 少 固 有 値 の 逆 数 と 前 処 理 行 列 の

逆 行 列 𝑃𝑃−1の ２ ノ ル ム 、 残 差 の ２ ノ ル ム と の ３ つ 値 の 積 で 与 え ら れ る こ と が 示 さ

れ て い る ．  

本 論 文 で 提 案 さ れ た 定 理 に お い て 計 算 が 必 要 な 成 分 は 、A - 1 と S - 1 と 残 差 の ２ ノ

ル ム で あ る が 、 こ れ ら は Chen と Hashimoto の 方 法 で も 計 算 が 必 要 な 成 分 と 一 致

す る ．従 っ て 、一 度 こ れ ら の 値 を 計 算 す る こ と で ２ つ の 誤 差 上 限 を 得 る こ と が で

き 、２ つ の 誤 差 上 限 の う ち 良 い 評 価 の 方 を 採 用 す る こ と で 誤 差 上 限 を 改 善 で き る ． 

本 章 で は 、さ ら に 先 行 研 究 で 提 案 さ れ て い る 前 処 理 行 列 を 用 い た 誤 差 上 限 を 改
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善 す る 方 法 も 提 案 さ れ て い る ． こ の 方 法 は 、 例 え ば Stokes 方 程 式 に 対 し て 混 合

有 限 要 素 法 を 用 い て 得 ら れ た 連 立 一 次 方 程 式 で は 、 ||(𝐵𝐵𝑇𝑇𝐵𝐵)−1||の 値 が 分 割 サ イ ズ h

の 逆 ２ 乗 に 比 例 す る た め 、分 割 サ イ ズ が 小 さ く な る と 誤 差 上 限 が 悪 く な る と い う

問 題 に 対 処 し た 方 法 で あ る ．提 案 さ れ た 誤 差 上 限 を 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 す る た

め に 、行 列 や 逆 行 列 の ２ ノ ル ム を 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 す る 方 法 な ど も 述 べ ら れ

て い る ．  

第 ４ 章 で は 、学 術 的 な 例 と 実 用 的 な 例 を 用 い て 提 案 方 法 の 有 効 性 が 検 証 さ れ て

い る ． ま ず 、 𝐴𝐴が 対 称 半 正 定 値 行 列 、 C ≠ Oで あ る 鞍 点 行 列 を 係 数 に 持 つ 連 立 一 次

方 程 式 の 例 に 対 し て 数 値 実 験 を 行 い 、 従 来 の 近 似 逆 行 列 を 用 い た 方 法 に 比 べ て

Schur 補 元 を 用 い た 本 提 案 方 法 が 高 速 化 に 計 算 さ れ る こ と が 確 認 さ れ て い る ．ま

た 、 𝐴𝐴を 正 則 化 し た 後 の 問 題 に 対 し て 、 提 案 方 法 と 先 行 研 究 で あ る Chen と

Hashimoto の 方 法 と 比 べ 、計 算 時 間 が ほ ぼ 同 じ で 誤 差 上 限 が よ り 小 さ い 値 が 得 ら

れ る こ と が 確 認 さ れ て い る ．  

第 ５ 章 で は 、本 論 文 の ま と め と し て 提 案 方 法 、数 値 実 験 を ふ ま え て 結 論 を 述 べ

る ．  

以 上 を 要 約 す る と 、𝐴𝐴 , 𝐶𝐶が 共 に 対 称 半 正 定 値 で あ る 鞍 点 問 題 に 対 し て 、𝐴𝐴 を 正 則

に す る 方 法 を 提 案 し 、Schur 補 元 を 用 い た 高 速 な 精 度 保 証 付 き 数 値 計 算 法 の 適 応

可 能 な 範 囲 を 拡 張 し た 。こ れ に よ り 従 来 の 近 似 逆 行 列 を 用 い た 方 法 で し か 精 度 保

証 付 き 数 値 計 算 が で き な か っ た 問 題 を こ れ ま で よ り 高 速 に 計 算 可 能 に し た 。さ ら

に 、𝐴𝐴と 𝑆𝑆と を 対 角 成 分 に 持 つ ブ ロ ッ ク 対 角 行 列 を 前 処 理 行 列 に 用 い て 、元 の 連 立

一 次 方 程 式 の 係 数 行 列 の 全 て の 固 有 値 が 包 含 さ れ る 範 囲 を こ れ ま で よ り 小 さ な

範 囲 に 包 含 さ れ る こ と を 証 明 し た ．そ し て 、そ の 前 処 理 付 き 係 数 行 列 の 固 有 値 を

用 い て 新 た な 誤 差 評 価 式 を 提 案 し 、先 行 研 究 と ほ ぼ 同 じ 計 算 時 間 で よ り 精 度 の よ

い 誤 差 上 限 が 得 ら れ る こ と を 示 し た ．こ れ ら の 成 果 は 、鞍 点 問 題 の 精 度 保 証 付 き

数 値 計 算 法 の 分 野 に 大 き く 貢 献 す る も の で あ る ．従 っ て 、本 論 文 は 博 士 (工 学 )の

学 位 論 文 と し て 価 値 あ る も の と 認 め ら れ る ．  
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