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2. ELIMINATION OF DOMINATED STRATE-
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±²´§ ¬± ¾» · ·² øîòï÷ò Ú®±³ °´¿§»® ·ù ª·»©°±·²¬ô ±²½» ¸» ¾»½¿³» ·²»»²¬·¿´ ·² ¬¸·
©»¿µ »²»ô ¸» ³¿§ ¬±° ¬¸·²µ·²¹ ¿¾±«¬ ¸· ½¸±·½»ò Ø±©»ª»®ô ¸· ½¸±·½» ³¿§ ¬·´´
¿ºº»½¬ ¬¸» ±¬¸»®ù °¿§±ººå ·² ¬¸· ½¿»ô ·ù ½¸±·½» · ¬·´´ ®»´»ª¿²¬ ¬± ¬¸» ·¬«¿¬·±²ò
øîòï÷ ³¿§ ¿´± ¾» ©»¿µ»²»¼ ¾§ ´»¬¬·²¹ ·¬ ¸±´¼ º±® °´¿§»® ·² ¿ «¾»¬ ±º Òò É» ©·´´
¼·½« «½¸ ¿ °¿®¬·¿´ ·²»»²¬·¿´·¬·§ ·² Ý¸¿°¬»® íò

ß´¬¸±«¹¸ ·²»»²¬·¿´·¬§ · ¿² ¿¬¬®·¾«¬» ±º ¿ ·²¹´» °´¿§»®ô ·² ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬¿¬»ó
³»²¬ô ©» ¹»²»®¿´·¦» ·¬ ¬± ¿ ¹®±«° ±º °´¿§»®ò

Ô»³³¿ îòîòï ø×²»»²¬·¿´ «¾»¬ ±º °´¿§»®÷ò Ô»¬ × ¾» ¿ «¾»¬ ±º Òò Ì¸»² »¿½¸
°´¿§»® · × · ¿² ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·º ¿²¼ ±²´§ ·º º±® ¿´´ ¶ Òô

«¶(× å Ò ×) = «¶(× å Ò ×) º±® ¿´´ × ô × Í× ¿²¼ Ò × ÍÒ × ò øîòî÷

Ð®±±ºò øÑ²´§ó·º÷ Ô»¬ × = ·ïô òòòô ·µ ô ×¬ = ·ïô òòòô ·¬ º±® ¬ = ïô òòòô µô ¿²¼ ô  ÍÒ

«¶(×¬
å Ò ×¬

) = «¶(×¬
å Ò ×¬

) ¾§ ·²¼«½¬·±² ±² ¬ò

Ì¸» ¾¿» ½¿»ô ·ò»òô «¶(·ï å  ·ï) = «¶(·ï
å  ·ï)ô · ±¾¬¿·²»¼ º®±³ øîòï÷ò Í«°°±»

¬¸¿¬ «¶(×¬
å Ò ×¬

) = «¶(×¬
å Ò ×¬

)ò Í·²½»  = (×¬
å Ò ×¬

) = (×¬+ï
å Ò ×¬+ï

)ô ©»

ïÌ¸» ½±²½»°¬ ±º ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ³¿§ »»³ ®»´¿¬»¼ ¬± ¬¸» ½±²½»°¬ ±º ¿ �¼«³³§ °´¿§»®�·²
½±±°»®¿¬·ª» ¹¿³» ¬¸»±®§ ø»»ô º±® »¨¿³°´»ô Ñ¾±®²» ¿²¼ Î«¾·²¬»·² ÅïðïÃô °òîèð÷ô ¾«¬ ¬¸»§ ¿®»

¬®¿²º±®³ ¿ ¬®¿¬»¹·½ º±®³ ¹¿³» ·²¬± ¿ ÌË ¹¿³»ô ¿²¼ ©» ¸¿ª» »¨¿³°´» ¬± ¸±© ¬¸» ´±¹·½¿´
·²¼»°»²¼»²½» ±º ¬¸±» ¬©± ½±²½»°¬ò
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¸¿ª» «¶(×¬+ï
å Ò ×¬+ï

) = «¶(×¬ å Ò ×¬)ò ß°°´§·²¹ øîòï÷ ¬± «¶(×¬
å Ò ×¬)ô ©» ¸¿ª»

«¶(×¬
å Ò ×¬

) = «¶(×¬+ï
å Ò ×¬+ï

)ô ¿²¼ ½±²»¯«»²¬´§ «¶(×¬+ï
å Ò ×¬+ï

) = «¶(×¬
å Ò ×¬

) =

«¶(×¬
å Ò ×¬) = «¶(×¬+ï

å Ò ×¬+ï
)ò

ø×º÷ Í«°°±» ¬¸¿¬ ±³» · × · ²±¬ ·²»»²¬·¿´ô ¬¸¿¬ ·ô ¬¸»®» · ±³» ·ô · Í·ô
 · Í ·ô ¿²¼ ¶ Ò «½¸ ¬¸¿¬ «¶(·å  ·) = «¶(·å  ·)ò Ô»¬ × = (·å × · )ô × =

(·å × · )ô ·¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ øîòî÷ ¼±» ²±¬ ¸±´¼ º±® ¶ò

Ô»¬ × ¾» ¿ »¬ ±º ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·² Ùô Ò = Ò ×ô ¿²¼ · Ò ò Ì¸» ®»¬®·½¬·±²
«· ±º «· ±² ¶ Ò Í¶ ©¸»®» = Í¶ Í¶ º±® »¿½¸ ¶ Ò

«·(Ò ) = «·(× å Ò ) º±® ¿´´ Ò ÍÒ ¿²¼ × Í× ò øîòí÷

Ô»³³¿ îòîòï ¹«¿®¿²¬»» ¬¸¿¬ «· (Ò ô Í· · Ò ô «· · Ò ) ·
¬¸» ¹¿³» ±¾¬¿·²»¼ º®±³ Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ¾§ »´·³·²¿¬·²¹ °´¿§»® ·² ×
¿²¼ ±³» ¬®¿¬»¹·» º®±³ Í·ô · Ò ò

Ô»¬ Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ¿²¼ Ù = (Ò ô Í· · Ò ô «· · Ò ) ¾» ¬©± ¹¿³»ò
É» ¿§ ¬¸¿¬ Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ù ·ºº

ÜÎïò Ò Ò ¿²¼ ¿²§ · Ò Ò · ¿² ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·² Ùå

ÜÎîò º±® ¿´´ · Ò ô Í· Í· ¿²¼ »¿½¸ · Í· Í· · ¿ ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹§ ·² Ùå

ÜÎíò «· · ¬¸» ®»¬®·½¬·±² ±º «· ±² ¶ Ò Í¶ò

Ô»¬ Ù ¾» ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùò Í±³» ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿²¼ ·²»»²¬·¿´ °´¿§ó
»® ·² Ù ³¿§ ²±¬ ¾» »´·³·²¿¬»¼ º®±³ Ù ¬± Ù ò Ì¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ ¬¿¬» ¬¸¿¬ ¬¸»
®»³¿·²·²¹ ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿²¼ ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ¿®» ¬·´´ ¼±³·²¿¬»¼ ¿²¼
·²»»²¬·¿´ ·² Ù ò

Ô»³³¿ îòîòî ø×²¬»®¿½¬·±² ±º »´·³·²¿¬·±²÷ò Ô»¬ Ù = (Ò ô Í· · Ò ô «· · Ò ) ¾»
¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùò Ì¸»²ô

øï÷ ·º · Í· (· Ò ) · ¼±³·²¿¬»¼ ·² Ùô ± ·¬ · ·² Ù å

øî÷ ·º · Ò · ¿² ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·² Ùô ± ·¬ · ·² Ù å

øí÷ «°°±» ¬¸¿¬ Í· = Í· º±® ¿´´ · Ò ¿²¼ ´»¬ · Ò ¿²¼ · Í·ô ¬¸»²ô · · ¼±³·ó
²¿¬»¼ ·² Ù ·º ¿²¼ ±²´§ ·º ·¬ · ¼±³·²¿¬»¼ ·² Ù ò

Ð®±±ºò øï÷ Í«°°±» ¬¸¿¬ · · ¼±³·²¿¬»¼ ¾§ · ·² Ùò Ì¸»²ô «·(·å Ò ·) > «·(·å Ò ·)
º±® ¿´´ Ò · ÍÒ ·ò É» ½¿² ¿«³» ©·¬¸±«¬ ´± ±º ¹»²»®¿´·¬§ ¬¸¿¬ · · ²±¬ ¿
¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹§ ·² Ùô ± · Í·ò É» ¸¿ª»ô ¾§ øîòí÷ô º±® ¿´´ Ò Ò ÍÒ Ò ô
«·(·å Ò ·) = «·(·å Ò ·å Ò Ò )> «·(·å Ò ·å Ò Ò ) = «·(·å Ò ·) º±® ¿´´ Ò ·

ÍÒ ·ò Ì¸«ô · · ¼±³·²¿¬»¼ ¾§ · ·² Ù ò øî÷ ½¿² ¾» °®±ª»¼ ·² ¿ ·³·´¿® ³¿²²»®ò

øí÷ Ì¸» ±²´§ó·º °¿®¬ º±´´±© ·³³»¼·¿¬»´§ º®±³ øï÷ò Ú±® ¬¸» ·º °¿®¬ô «°°±» ¬¸¿¬ ·

· ¼±³·²¿¬»¼ ¾§ · ·² Ù ò Ì¸»² «·(·å Ò ·) > «·(·å Ò ·) º±® ¿´´ Ò · ÍÒ ·ò Þ§

¿«³°¬·±²ô ©» ¸¿ª» ÍÒ · = ÍÒ ·ò Ô»¬ Ò · ¾» ¿² ¿®¾·¬®¿®§ »´»³»²¬ ·² ÍÒ · =

ÍÒ ·ò É» ¸¿ª»ô ¾§ øîòí÷ô º±® ¿´´ Ò Ò ÍÒ Ò ô «·(·å Ò ·å Ò Ò ) = «·(·å Ò ·)
> «·(·å Ò ·) = «·(·å Ò ·å Ò Ò )ò Ì¸«ô · · ¼±³·²¿¬»¼ ¾§ · ·² Ùò
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×² ´·¬»®¿¬«®»ô Ô»³³¿ îòîòî øï÷ · ½¿´´»¼ ¸»®»¼·¬¿®·¬§ º±® ¬¸» ½¿» ©·¬¸ ±²´§ »´·³·ó
²¿¬·±² ±º ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ø»» ß°¬ ÅìÃ÷ò Ô»³³¿ îòîòî øí÷ ¬¿¬» ¬¸¿¬ »´·³·²¿ó
¬·±² ±º ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ¼±» ²±¬ ¹»²»®¿¬» ²»© ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò ×²¼»»¼ô ¿
©» ©·´´ »» ·² ¬¸» º±´´±©·²¹ »¨¿³°´» ø¿´± ·² Û¨¿³°´» îòïòí÷ô »´·³·²¿¬·²¹ ·²»»²ó
¬·¿´ °´¿§»® ±²´§ ¹»²»®¿¬» ²»© ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò

Û¨¿³°´» îòîòï øÛ´·³·²¿¬·±² ±º ×²»»²¬·¿´ Ð´¿§»® ±²´§÷ò Ì¸» ´»º¬³±¬ îó°»®±²
¹¿³» ¸¿ ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹§ ¾«¬ ¿² ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ô ¬¸¿¬ ·ô °´¿§»® ïò Þ§
»´·³·²¿¬·²¹ ¸·³ô ©» ¸¿ª» ¬¸» ïó°»®±² ¹¿³» ·² ¬¸» ³·¼¼´»ô ¿²¼ô ¾§ »´·³·²¿¬·²¹
°´¿§»® îô ©» ¸¿ª» ¬¸» »³°¬§ ¹¿³» Ù ±² ¬¸» ®·¹¸¬³±¬ò

ï î îï îî

ïï ìôê îôê
ïî ìôê îôê

·°

î îï îî

ê ê ·°
Ù ò

ß Üó®»¼«½¬·±² ¿´´±© ·³«´¬¿²»±« »´·³·²¿¬·±² ±º ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿²¼
·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò ×¬ ©±«´¼ ¾» ¼»·®¿¾´» ¬± »°¿®¿¬» ¬¸» ¬©± »´·³·²¿¬·±²ò Ú·®¬ô
´»¬ Ò = Ò ¸±´¼ ·² ÜÎïô ·ò»òô Ù ®»«´¬ º®±³ Ù ¾§ »´·³·²¿¬·²¹ ±²´§ ±³» ¼±³·ó
²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò ×² ¬¸· ½¿»ô Ù · ½¿´´»¼ ¿ ¼ó®»¼«½¬·±² ±º Ùô ¼»²±¬»¼ ¿ Ù ¼ Ù ò
É¸»² ¿´´ ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿®» »´·³·²¿¬»¼ô Ù ¼ Ù · ½¿´´»¼ ¬¸» ¬®·½¬ ¼ó
®»¼«½¬·±²ò Í»½±²¼ô ´»¬ Í· = Í· º±® ¿´´ · Ò ·² ÜÎîô ·ò»òô Ù ®»«´¬ º®±³ Ù ¾§
»´·³·²¿¬·²¹ ±³» ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®å ·² ¬¸· ½¿»ô Ù · ½¿´´»¼ ¿² ·°ó®»¼«½¬·±² ±º Ùô
¼»²±¬»¼ ¾§ Ù ·° Ù ò É¸»² ¿´´ ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ¿®» »´·³·²¿¬»¼ô Ù ·° Ù ·
½¿´´»¼ ¬¸» ¬®·½¬ ·°ó®»¼«½¬·±² ò

É» ¬¸»² ½±²·¼»®·²¹ ¬¸» ±®¼»® ±º ¼ó®»¼«½¬·±² ¿²¼ ·°ó®»¼«½¬·±²ò É» ¿§ ¬¸¿¬
Ù · ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ù ·ºº ¬¸»®» · ¿² ·²¬»®°±´¿¬·²¹ ¹¿³» Ù «½¸ ¬¸¿¬ Ù ¼ Ù
¿²¼ Ù ·° Ù ò ×¬ º±´´±© º®±³ Ô»³³¿ îòîòî ¬¸¿¬ Ù · «²·¯«»´§ ¼»¬»®³·²»¼ ±²½»
Ù ¿²¼ Ù ¿®» ¹·ª»²ò É» ¿§ ¬¸¿¬ Ù · ¬¸» ¬®·½¬ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ù ·ºº ¾±¬¸ Ù ¼ Ù
¿²¼ Ù ·° Ù ¿®» ¬®·½¬ò

Ú±® ½±³°¿®·±²ô ©» ½±²·¼»® ¿²±¬¸»® ½±³°±«²¼ ®»¼«½¬·±²æ Ù · ¿² ×Üó®»¼«½¬·±²
±º Ù ·ºº Ù ·° Ù ¼ Ù º±® ±³» Ù ¬®·½¬ ×Üó®»¼«½¬·±² ·² ¿ ·³·´¿®
©¿§ò

®»¼«½¬·±²ò

Ô»³³¿ îòîòí øÌ¸» ±®¼»® ±º »´·³·²¿¬·±²÷ò øï÷ Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ù ·º ¿²¼ ±²´§
·º Ù · ¿² ×Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùò

øî÷ ×º Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùô ¬¸»² Ù · ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ùò

øí÷ ×º Ù · ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ùô ¬¸»² ¬¸»®» · Ù «½¸ ¬¸¿¬ Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º
Ù ¿²¼ Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ù ò

Ð®±±ºò øï÷ øÑ²´§ó×º÷ Ô»¬ Ù ¾» ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùò Ô»³³¿ îòîòîòøï÷ ·³°´·» ¬¸¿¬
©» ½¿² °±¬°±²» ¿²¼ »°¿®¿¬» »´·³·²¿¬·±² ±º ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» º®±³ »´·³·ó
²¿¬·±² ±º ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò Ø»²½»ô Ù ½¿² ¾» ¿² ×Üó®»¼«½¬·±²ò
ø×º÷ Ô»¬ Ù ¾» ¿² ×Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùô ·ò»òô Ù ·° Ù ¼ Ù º±® ±³» Ùò Ô»³³¿
îòîòîòøí÷ ·³°´·» ¬¸¿¬ Ù ¸¿ ¬¸» ¿³» »¬ ±º ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿ Ùò Ø»²½»ô ©»
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½¿² ½±³¾·²» ¬¸»» ¬©± ®»¼«½¬·±² ¬± ±²»ô ©¸·½¸ §·»´¼ ¬¸» Üó®»¼«½¬·±² Ù ò

øî÷ Í·²½» Ü · ¿ »¬ ±º ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ·² Ùô ©» ½¿² »´·³·²¿¬» ¬¸»³ º®±³ Ùô
¿²¼ ©» ¸¿ª» Ùô ·ò»òô Ù ¼ Ùò Þ§ Ô»³³¿ îòîòîòøî÷ô ¬¸» ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·² Ù ®»ó
³¿·² ·²»»²¬·¿´ò Ø»²½»ô ©» »´·³·²¿¬» Ò Ò º®±³ Ò ·² Ùô ©¸»®» Ò · ¬¸» °´¿§»®
»¬ ±º Ùò Ì¸· ¹¿³» · ¬¸» ¿³» ¿ Ù ¿²¼ Ù ·° Ù ò Ø»²½»ô Ù · ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±²ò

øí÷ Ù = (Ò ô Í· · Ò ô «· · Ò ) ¿ º±´´±©ò Ô»¬ Ò = Ò · Ò æ ·
· ¿² ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·² Ù ¿²¼ · ñ Ò ô Í· = Í· Í· ¿²¼ «· ¾» ¬¸» ®»¬®·½¬·±²
±² · Ò Í¶ º±® »¿½¸ · Ò ò ×¬ · ½´»¿® ¬¸¿¬ Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ù ¿²¼ Ù · ¿

Üó®»¼«½¬·±² ±º Ù ò

Ô»³³¿ îòîòíòøï÷ ¬¿¬» ¬¸¿¬ ×Üó®»¼«½¬·±² ¿®» »¯«·ª¿´»²¬ ¬± Üó®»¼«½¬·±²ô ¿²¼
øî÷ ¬¿¬» ¬¸¿¬ ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ¿´´±© ³±®» °±·¾·´·¬·»ò Ì¸» ½±²ª»®» ±º øî÷ ¼±»
²±¬ ¸±´¼ò ×²¼»»¼ô ·² Û¨¿³°´» îòïòïô °´¿§»® î ¾»½¿³» ·²»»²¬·¿´ ±²´§ ¿º¬»® »´·³·ó
²¿¬·±² ±º °´¿§»® íù ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò øí÷ ¬¿¬» ¬¸¿¬ »¿½¸ Ü×ó®»¼«½¬·±² ½¿² ¾»
¿½¸·»ª»¼ ¾§ ¬©± Üó®»¼«½¬·±²ò Ô»³³¿ îòîòíò ·³°´·» ¬¸¿¬ Ü×ó®»¼«½¬·±² · ³±®»

2.2.2 Preservation of Nash equilibria

Üó®»¼«½¬·±² »´·³·²¿¬» ·®®»´»ª¿²¬ °´¿§»® ¿ ©»´´ ¿ ·®®»´»ª¿²¬ ¿½¬·±² º®±³ ¿
¹¿³»ò ×¬ · ¼»·®¿¾´» ¬± ®»¯«·®» ¬¸¿¬ «½¸ ¿ ®»¼«½¬·±² ¸±«´¼ ´±» ²± »»²¬·¿´
º»¿¬«®»ô º±® »¨¿³°´»ô ±³» ±´«¬·±² ½±²½»°¬ô ±º ¬¸» ±®·¹·²¿´ ¹¿³»ò Ì¸· ½±®ó
®»°±²¼ ¬± Ó»®¬»®² ÅèçÃù ³¿´´ ©±®´¼ ¿¨·±³ò Ø»®»ô ©» ¸±© ¬¸¿¬ Üó®»¼«½¬·±²

»´·³·²¿¬»¼ °´¿§»® ¿®» ·²»»²¬·¿´ ·² ±«® °®±¾´»³ô ©» ½¿² ®»¬±®» Ò¿¸ »¯«·´·¾®·¿
º®±³ ¬¸» ®»¼«½»¼ ¹¿³» ¾§ ¿¼¼·²¹ ¿²§ ¬®¿¬»¹·»ò

É» ¿§ ¬¸¿¬  Í · ¿ ø°«®»ó¬®¿¬»¹§÷ Ò¿¸ »¯«·´·¾®·«³ øÒÛ÷ ·² ¿ ²±²»³°¬§
¹¿³» Ù ·ºº º±® ¿´´ · Òô «·() «·(·å  ·) º±® ¿´´ · Í·ò Ô»¬ ¾» ¬¸» ²«´´ §³¾±´ò
Ú±® ¿²§  Íô ©» ¬·°«´¿¬» ¬¸¿¬ ( å ) =  ¿²¼ ¬¸» ®»¬®·½¬·±² ±º  ¬± ¬¸» »³°¬§
¹¿³» Ù · ò ß´±ô ©» ¬·°«´¿¬» ¬¸¿¬ · ¬¸» ÒÛ ·² Ù ò

É» ¸¿ª» ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬¸»±®»³ô ©¸»®» øï÷ ½±®®»°±²¼ ¬± ¬¸» ³¿´´ ©±®´¼
¿¨·±³ò ×² ¬¸» ½¿» ±º »´·³·²¿¬·±² ±º ±²´§ ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ô ¬¸» ¬¸»±®»³ ·
®»¼«½»¼ ¬± Ì¸»±®»³ ìòíë ·² Ó¿½¸´»® »¬ ¿´ò ÅèèÃò

Ì¸»±®»³ îòîòï øÐ®»»®ª¿¬·±² ±º Ò¿¸ »¯«·´·¾®·¿÷ò Ô»¬ Ù ¾» ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùò
Ì¸»²ô

øï÷ ·º Ò · ¿ ÒÛ ·² Ùô ¬¸»² Ò · ¿ ÒÛ ·² Ù ò

øî÷ ·º Ò · ¿ ÒÛ ·² Ù ô ¬¸»² (Ò å Ò Ò ) · ¿ ÒÛ ·² Ù º±® ¿²§ Ò Ò ¶ Ò Ò Í¶ò
î

Ð®±±ºò øï÷ Ô»¬  ¾» ¿ ÒÛ ·² Ùò Ú±® ¿²§ · Òô «·(·å  ·) «·(·å  ·) ¸±´¼ º±® ¿²§

î×¬ · ©»´´ µ²±©² ¬¸¿¬ ·º ©» ½±²·¼»® ©»¿µ ¼±³·²¿²½» ®¿¬¸»® ¬¸¿² ¬®·½¬ ¼±³·²¿²½»ô °®»»®ª¿ó
¬·±² ¼±» ²±¬ ¸±´¼ò Í»»ô º±® »¨¿³°´»ô Ù·´¾±¿ »¬ ¿´ò ÅìéÃò
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· Í·ò Ô»¬ · Ò ò Ì¸»²ô · · ²±¬ ¼±³·²¿¬»¼ ·² Ùô ¿²¼ ¬¸«ô · Í·ò Ô»¬ ·
Í·ò Í·²½» Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±²ô ©» ¸¿ª» «·(·å Ò ·) = «·(·å Ò ·) «·(·å  ·) =
«·(·å Ò ·)ò Ì¸«ô Ò · ¿ ÒÛ ·² Ù ò

øî÷ Ô»¬ Ò ¾» ¿ ÒÛ ·² Ù ò É» ½¸±±» ¿²§ Ò Ò ÍÒ Ò ò É» ´»¬ Ù± = (Òô Í±
· · Òô

«· · Ò)ô ©¸»®» Í±
¶ = Í¶ ·º ¶ Ò ¿²¼ Í±

¶ = Í¶ ·º ¶ Ò Ò ò Ì¸» ®»¬®·½¬·±² ±º «·

¬± ¶ ÒÍ±
¶ · ¼»²±¬»¼ ¾§ «· ·¬»´ºò Ú·®¬ô ©» ¸±© ¬¸¿¬ (Ò å Ò Ò ) · ¿ ÒÛ ·² Ù±ò

Ô»¬ · Ò ò É» ¸¿ª» «·(Ò ) = «·(Ò å Ò Ò ) º±® ¿²§ Ò ÍÒ ¾§ Ô»³³¿
îòîòïô ·²½» °´¿§»® ·² Ò Ò ¿®» ·²»»²¬·¿´ ·² Ùò Í·²½» Ò · ¿ ÒÛ ·² Ù ô ©»
¸¿ª» «·(·å Ò ·å Ò Ò ) = «·(·å Ò ·) «·(·å Ò ·) = «·(·å Ò ·å Ò Ò ) º±® ¿´´
· Í·ò Ô»¬ · Ò Ò ò Ì¸»² ·²½» · · ·²»»²¬·¿´ô ©» ¸¿ª» «±

· (·å Ò ·å Ò Ò ) =
«±

· (·å Ò ·å Ò Ò ) º±® ¿´´ · Í±
· ò Ø»²½»ô (Ò å Ò Ò ) · ¿ ÒÛ ·² Ù±ò

Ò±©ô ©» ¸±© ¬¸¿¬ (Ò å Ò Ò ) · ¿ ÒÛ ·² Ùò Ô»¬ · Ò ò Í«°°±» ¬¸¿¬ · Ò
¸¿ ¿ ¬®¿¬»¹§ · ·² Ù ± ¬¸¿¬ «·(· å Ò ·) > «·(·å Ò ·)ò É» ½¿² ½¸±±» «½¸ ¿² ·
¹·ª·²¹ ¬¸» ³¿¨·³«³ «·(· å Ò ·)ò Ì¸»²ô ¬¸· · · ²±¬ ¼±³·²¿¬»¼ ·² Ùò Ø»²½»ô ·
®»³¿·² ·² Ù ô ©¸·½¸ ½±²¬®¿¼·½¬ ¬¸» º¿½¬ ¬¸¿¬ Ò · ¿ ÒÛ ·² Ù ò

Ô»¬ ÒÛ(Ù) ¿²¼ ÒÛ(Ù ) ¾» ¬¸» »¬ ±º Ò¿¸ »¯«·´·¾®·¿ º±® ¿ ¹¿³» Ù ¿²¼ ·¬
Üó®»¼«½¬·±² Ù ò ×¬ º±´´±© º®±³ Ì¸»±®»³ îòîòï ¬¸¿¬ ÒÛ(Ù) ¿²¼ ÒÛ(Ù ) ¿®» ½±²ó
²»½¬»¼ ¾§æ

ÒÛ(Ù) = ¶ Ò Ò Í¶ ÒÛ(Ù )ò øîòì÷

É¸»² Ù · ¬¸» »³°¬§ ¹¿³» Ù ô ¬¸» Ò¿¸ »¯«·´·¾®·«³ º±® Ù · ¬¸» ²«´´ §³ó
¾±´  = ( å ) · ¿ Ò¿¸
»¯«·´·¾®·«³ ·² Ùò

Ì¸» ¿¾±ª» ¬¸»±®»³ ¿´± ¸±´¼ º±® ³·¨»¼ ¬®¿¬»¹§ Ò¿¸ »¯«·´·¾®·«³ô ®¿¬·±²¿´ó
·¦¿¾·´·¬§ô ¿²¼ ½±®®»´¿¬»¼ »¯«·´·¾®·«³ò Í± º¿®ô ©» ¸¿ª» ±²´§ °±·¬·ª» ®»«´¬ ¿ º¿®
¿ °«®» ²±²ó½±±°»®¿¬·ª» ±´«¬·±² ½±²½»°¬ ¿®» ½±²½»®²»¼òí

2.3 IEDI Processes and Generated Sequences

Ì¸· »½¬·±² ½±²·¼»® ¬¸» °®±½» ±º ·¬»®¿¬»¼ »´·³·²¿¬·±² ±º ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»
¿²¼ ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ø×ÛÜ× °®±½»÷ò ×² Í»½¬·±² îòíòïô ©» °®»»²¬ ¿² »¨¬»²·±²
±º ¬¸» ±®¼»® ·²¼»°»²¼»²½» ¬¸»±®»³ò ×² Í»½¬·±² îòíòîô ©» ¹·ª» ¿ ¬¸»±®»³ ©¸·½¸
»°¿®¿¬» »´·³·²¿¬·±² ±º ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® º®±³ ¬¸±» ±º ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò

íÌ¸»±®»³ îòîòï ³¿§ ¾» ®»´¿¬»¼ ¬± ¬¸» ½±²·¬»²½§ °®±°»®¬§ ·² Ð»´»¹ ¿²¼ Í«¼¸x±¬»® ÅïðèÃù ¿¨·±³ó

¬®¿¬»¹·» ª¿®§ô ¬¸» ®»¼«½»¼ ¹¿³» ¿®» ¼·ºº»®»²¬ò

îî ELIMINATION OF DOMINATED STRATEGIES AND INESSENTIAL PLAYERS



2.3.1 IEDI sequences and order-independence

Ô»¬ Ùð (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` · ¿² ×ÛÜ×
»¯«»²½» º®±³ Ùð

×ïò Ù¬+ï · ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ù¬ ¿²¼ Ù¬+ï = Ù¬ º±® »¿½¸ ¬ = ðô ò ò ò ô ` ïå

×îòÙ` ¸¿ ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿²¼ ²± ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò

É» ½¿´´ ` ¬¸» ´»²¹¬¸ ±º (Ùð) ¿²¼ Ù` ¬¸» »²¼¹¿³» ±® ¬¸» ±º (Ùð)ò É»
¿§ ¬¸¿¬ (Ù) · ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ·ºº Ù¬+ï · ¬¸» ¬®·½¬ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ù¬ º±®
¬ = ðô òòòô ` ïò Ì¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» · «²·¯«»´§ ¼»¬»®³·²»¼ ¾§ Ùðò

Û¨¿³°´» îòíòïò Ý±²·¼»® ¬¸» ¹¿³» Ù ·² Û¨¿³°´» îòïòïò Ì¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½»
· ¹·ª»² ¿ º±´´±©ò Ð´¿§»® îù ¬®¿¬»¹·» îí ¿²¼ îì ¿®» ¼±³·²¿¬»¼ ¾§ îï ¿²¼ îîå
¾§ »´·³·²¿¬·²¹ îí ¿²¼ îìô ©» ¹»¬ ¬¸» íó°»®±² ¹¿³» ·² ¬¸» ³·¼¼´»ô ©¸»®» °´¿§»®
í · ·²»»²¬·¿´ò Þ§ »´·³·²¿¬·²¹ ¸·³ô ©» ¹»¬ ¬¸» îó°»®±² ¾¿¬¬´» ±º ¬¸» »¨»ò Ì¸»
®·¹¸¬³±¬ ¹¿³» · ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º ¬¸» Ùò Ø»²½»ô ¬¸· ×ÛÜ× »¯«»²½» ¸¿ ´»²¹¬¸
ïò Ì¸»®» ¿®» ¬©± ±¬¸»® ×ÛÜ× »¯«»²½»å îí ¿²¼ îì ¿®» »´·³·²¿¬»¼ »°¿®¿¬»´§ô ¿²¼
¬¸»² °´¿§»® í · »´·³·²¿¬»¼ ¿ ¿² ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò Û¿½¸ »¯«»²½» ¸¿ ´»²¹¬¸ îò

Ù
¼

ï î í îï îî

ïï ïëôïðô ïð ëô óëô ë
ïî ëô ëô ë ïðô ïðôïë

·°

ï î îï îî

ïï ïëôïð ëô ë
ïî ëô ë ïðôïë

Ì¸» ±®¼»® ·²¼»°»²¼»²½» ¬¸»±®»³ øÙ·´¾±¿ »¬ ¿´ò ÅìéÃô ß°¬ ÅìÃ÷ ¬¿¬» ¬¸¿¬ ©¸»²
©» ±²´§ »´·³·²¿¬» ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ô ¿´´ »´·³·²¿¬·±² »¯«»²½» ¸¿ª» ¬¸» ¿³»
»²¼¹¿³»ò Ø»®»ô ©» »¨¬»²¼ ¬¸· ®»«´¬ ¬± ×ÛÜ× »¯«»²½»ò ß´±ô ©» ½±³°¿®» ¬¸»
�·¦»�±º ¼·ºº»®»²¬ »¯«»²½»ò Ì± ¼± ¬¸¿¬ô ©» ·²¬®±¼«½» ¬¸» ½±²½»°¬ ±º ¿ «¾¹¿³»ò
É» ¿§ ¬¸¿¬ Ù = (Ò ô Í· · Ò ô «· · Ò ) · ¿ «¾¹¿³» ±º Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò)
·ºº ø·÷ Ò Òå ø··÷ Í· Í· º±® ¿´´ · Ò å ¿²¼ ø···÷ º±® · Ò ô «· æ ¶ Ò Í¶ Î

· ¹·ª»² ¾§ øîòí÷ò Ñº ½±«®»ô ·º Ù · ¿ Üó®»¼«½¬·±² ±º Ùô ¬¸»² Ù · ¿ «¾¹¿³» ±º
Ùò ß´±ô ¬¸» «¾¹¿³» ®»´¿¬·±² · ¿ °¿®¬·¿´ ±®¼»®·²¹ ¿³±²¹ ¹¿³»ò Ú±® ¿² ×ÛÜ×
»¯«»²½» (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` ô ·º ¬ µô ¬¸»² Ùµ · ¿ «¾¹¿³» ±º Ù¬ò

É» ¸¿ª» ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬¿¬»³»²¬ô ©¸±» °®±±º ©·´´ ¾» °®»»²¬»¼ ·² ¬¸» »²¼ ±º
¬¸· «¾»½¬·±²ò

Ì¸»±®»³ îòíòï øÌ¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» · ¿ ¾»²½¸³¿®µ÷ò Ô»¬ Ùð

¹¿³»ô ¿²¼ (Ùð) = Ù ðô Ù ïô ò ò ò ô Ù ` ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» º®±³ Ùð = Ù ðò
Ì¸»²ô º±® ¿²§ ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` º®±³ Ùðô

øï÷ Ù ` = Ù`å

øî÷ ` `å

øí÷ º±® »¿½¸ ¬ ` ô Ù ¬ · ¿ «¾¹¿³» ±º Ù¬ò

øï÷ · ¬¸» »¨¬»²·±² ±º ¬¸» ±®¼»® ·²¼»°»²¼»²½» ¬¸»±®»³ò øî÷ ¿²¼ øí÷ ³»¿² ¬¸¿¬
¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ¸¿ ¬¸» ¸±®¬»¬ ´»²¹¬¸ ¿²¼ · ³¿´´»¬ ©·¬¸ ®»°»½¬ ¬± ¬¸»
«¾¹¿³» ®»´¿¬·±² º±® ¬¸» ½±³°±²»²¬ ¹¿³» ±º ×ÛÜ×ù ·² ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¬»°ò

IEDI PROCESSES AND GENERATED SEQUENCES îí



×² Û¨¿³°´» îòïòîô ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ¸¿ ´»²¹¬¸ ïô ·ò»òô (Ùð) = Ù ðô Ù ï ò
×² ½±²¬®¿¬ô ¬¸»®» ¿®» ³¿²§ ²±²ó¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ©·¬¸ ³«½¸ ¾·¹¹»® ´»²¹¬¸ò
×² ¬¸· »¨¿³°´»ô ¹·®´ î ¸±«´¼ ¸¿ª» ³¿²§ ¼¿¬·²¹ ½¸±·½»ô »ò¹òô î ø½¸±·½»÷ ïðï
ø¾±§÷ = îðî ½¸±·½»ò Ø»²½»ô ¿ ´±²¹»¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ½±²·¬ ±º »´·³·²¿¬·±² ±º
îðð ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿²¼ ïðð ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®å ¬¸» ´»²¹¬¸ · íððò ß½¬«¿´´§ô
¬¸»®» ¿®» ³¿²§ ×ÛÜ× »¯«»²½» ©·¬¸ ´»²¹¬¸ íððô ·²½» ¬¸» ±®¼»® ±º ¬¸±» »´·³·²¿ó
¬·±² ½¿² ¾» ¿®¾·¬®¿®§ò

Û¨¿³°´» îòïòí ¼±» ²±¬ ®»¯«·®» °´¿§»® î ¬± ¸¿ª» ³±®» ¬®¿¬»¹·»ò Ø»®»ô ¬¸»
¬®·½¬ ×ÛÜ× ¸¿ ¬¸» ´»²¹¬¸ ïððô ¿²¼ ¬¸» ´±²¹»¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ¸¿ ´»²¹¬¸ ïðïô ·²½»
·¬ ¬¿µ» ¬©± ¬»° ¬± »´·³·²¿¬» ¬¸» ¬©± ¬®¿¬»¹·» îí ¿²¼ îì ¿²¼ ¬¸»² »¿½¸ °´¿§»®
º®±³ í ¬± ïðî · »´·³·²¿¬»¼ »¯«»²¬·¿´´§ò

Ì¸» ¿´·»²¬ ¼·ºº»®»²½» ¿³±²¹ ¬¸±» »¨¿³°´» ¿®» ½¿«»¼ ¾§ »´·³·²¿¬·±² ±º
·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò ×º ©» ®»¬®·½¬ ±«® º±½« ±²´§ ±² »´·³·²¿¬·±² ±º ¼±³·²¿¬»¼
¬®¿¬»¹·»ô ¬¸»² ¬¸» ïðð °´¿§»® ®»³¿·² ·² ¬¸» ¹¿³» ¿ ·²»»²¬·¿´ò Þ§ »´·³·²¿¬·²¹
¬¸±» ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ¬¸» ¹¿³» ¿®» ®»¼«½»¼ ½±²·¼»®¿¾´§ò

É» ¸¿ª» ±¬¸»® »´·³·²¿¬·±² °®±½»» ¾§ ¿¼±°¬·²¹ ¼·ºº»®»²¬ ®»¼«½¬·±² «½¸ ¿
Üó ¿²¼ ×Üó®»¼«½¬·±²ò Þ»½¿«» ±º Ô»³³¿ îòîòíô ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ùð)
¾¿»¼ ±² Ü×ó®»¼«½¬·±² · ¸±®¬»® ¿²¼ ³¿´´»® ¬¸¿² ¬¸» »¯«»²½» ¾¿»¼ ±² Üó ±®
×Üó®»¼«½¬·±²ò

×¬ ©±«´¼ ¾» °±·¾´» ¬± ¿°°´§ ±²´§ ¼ó®»¼«½¬·±² «° ¬± ¬»° ³ð ©¸»®» ¬¸»®» ·
²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹§ ¬± »´·³·²¿¬»ô ¿²¼ ¬¸»² ¿°°´§ ·°ó®»¼«½¬·±²ô ©¸·½¸ · ¿´±
¿² ×ÛÜ× »¯«»²½»ò Ì¸¿¬ »¯«»²½» µ»»° ¬¸» ±®·¹·²¿´ »¬ ±º °´¿§»® «° ¬± ³±ò ß º¿®
¿ ©» ½±«²¬ »¿½¸ ±º ¬¸±» ®»¼«½¬·±² ¿ ±²» Ü×ó®»¼«½¬·±²ô ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½»
· ¸±®¬»® ¬¸¿² ø±® »¯«¿´ ¬±÷ ¬¸· »¯«»²½»ò Ø±©»ª»®ô ¬¸· ³·¹¸¬ ¾» ¸±®¬»® ·º ©»
½±«²¬ »¿½¸ Ü×ó®»¼«½¬·±² ½±²·¬·²¹ ±º ²±²¬®·ª·¿´ «¾®»¼«½¬·±² ¿ ¬©± ¬»°ô ·²
©¸·½¸ ½¿» ¬¸» ±®·¹·²¿´ »¬ ±º °´¿§»® · µ»°¬ «° ¬± ¬¸» ¬»° ¬± ¬¿®¬ »´·³·²¿¬·²¹
·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò Ì¸· · ¿ ®»¿±² º±® ±«® ½¸±·½» ±º Ü×ó®»¼«½¬·±² ¿ ©»´´ ¿ ¬¸»
¬®·½¬ Ü×ó®»¼«½¬·±² º±® ±«® °®±½»ìò

Ú·²¿´´§ô ©» ´±±µ ¿¬ ±³» ·³°´·½¿¬·±² ±º Ì¸»±®»³ îòíòï ¬± ¬¸» °®»»®ª¿¬·±²
±º Ò¿¸ »¯«·´·¾®·«³ò Þ§ ®»°»¿¬»¼´§ ¿°°´§·²¹ øîòì÷ ¬± (Ùð) = Ù ðô ò ò ò ô Ù ` ô
©» ¸¿ª» ¬¸» ®»½±ª»®·²¹ ®»«´¬ ¬¸¿¬ ·º Ù ` ¸¿ ¿ Ò¿¸ »¯«·´·¾®·«³ô ¬¸»² ± ¼±»
Ù ð = Ùðò Ì¸· ¸±´¼ »ª»² ·º Ù ` · ¬¸» »³°¬§ ¹¿³»ò Ó±®»±ª»®ô ¬¸· ®»½±ª»®·²¹
®»«´¬ ¼±» ²±¬ ¼»°»²¼ ±² ¬¸» ½¸±·½» ±º ¿² ×ÛÜ× »¯«»²½» º®±³ Ùðò

É» ¿´± ½¿² ´±±µ ¿¬ Ó±«´·²ù ÅçïÃ ¼ø¼±³·²¿²½»÷ó±´ª¿¾·´·¬§ º®±³ ¬¸· ª·»©ó
°±·²¬ò ß ¹¿³» Ùð · ¼ó±´ª¿¾´» ·ºº ¬¸»®» · ¿ »¯«»²½» Ùðô òòòô Ù` ©·¬¸ Ù¬ ï

¼ Ù¬

º±® ¬ = ïô òòòô ` ï «½¸ ¬¸¿¬ ·² Ù`ô »¿½¸ · Ò` ¸¿ ½±²¬¿²¬ °¿§±ºº º±® ¬¸» ±¬¸ó
Ùð ¸¿ ¿² ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ùð) =

Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` ©·¬¸ Ù` = Ù ô ¬¸»² Ùð · ¼ó±´ª¿¾´»ò Ì¸» ½±²ª»®» ¼±» ²±¬
²»½»¿®·´§ ¸±´¼ò

Ò±© ©» ¹·ª» ¬¸» °®±±º ±º Ì¸»±®»³ îòíòïò Ú·®¬ô ©» ®»º»® ¬± Ò»©³¿²ù ´»³³¿

ìÉ» ¿¼±°¬ ¬®·½¬ ¼±³·²¿²½» º±® Ì¸»±®»³ îòíòï ·²½» ¬¸» ±®¼»® ·²¼»°»²¼»²½» ¬¸»±®»³ ¼±» ²±¬
¸±´¼ º±® ©»¿µ ¼±³·²¿²½»ò Í»» ß°¬ ÅìÃ º±® ½±³°®»¸»²·ª» ¼·½«·±² ±² ±®¼»®ó·²¼»°»²¼»²½»
¬¸»±®»³ º±® ª¿®·±« ¬§°» ±º ¼±³·²¿²½» ®»´¿¬·±²ò

îì ELIMINATION OF DOMINATED STRATEGIES AND INESSENTIAL PLAYERS



øÒ»©³¿² ÅçèÃò Í»» ¿´± ß°¬ ÅìÃ÷ò ß² ¿¾¬®¿½¬ ®»¼«½¬·±² §¬»³ · ¿ °¿·® (Èô )ô
©¸»®» È · ¿² ¿®¾·¬®¿®§ ²±²»³°¬§ »¬ ¿²¼ · ¿ ¾·²¿®§ ®»´¿¬·±² ±² Èò É» ¿§
¬¸¿¬ ¨ æ = ðô òòò · ¿ »¯«»²½» ·² (Èô ) ·ºº º±® ¿´´ ðô ¨ È ¿²¼
¨ ¨ +ï ø¿ º¿® ¨ +ï

½´±«®» ±º ò É» ¿§ ¬¸¿¬ (Èô ) · ·ºº º±® »¿½¸ ¨ô §ô ¦ È ©·¬¸
¨ § ¿²¼ ¨ ¦ô ¬¸»®» · ±³» ¨ È «½¸ ¬¸¿¬ § ¨ ¿²¼ ¦ ¨ ò

Ô»³³¿ îòíòï øÒ»©³¿²ù ´»³³¿÷ Ô»¬ (Èô ) ¾» ¿² ¿¾¬®¿½¬ ®»¼«½¬·±² §¬»³ ¿¬ó
·º§·²¹ ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬©± ½±²¼·¬·±²æ

Òïò »¿½¸ »¯«»²½» ·² È

Òîò (Èô )

Ì¸»²ô º±® ¿²§ ¨ Èô ¬¸»®» · ¿ «²·¯«» »²¼°±·²¬ § ©·¬¸ ¨ §ò

Ð®±±º ±º Ì¸»±®»³ îòíòïò øï÷ Ô»¬
( ô Ü×) · ¿² ¿¾¬®¿½¬ ®»¼«½¬·±² §¬»³ô ©¸»®» ©» ©®·¬» Ù Ü× Ù º±® Ù ¼ Ù
¿²¼ Ù ·¼ Ù º±® ±³» ·²¬»®°±´¿¬·²¹ Ù ¿²¼ Ù = Ù ò Û¿½¸ Ü×

·ò»òô Òïò ß´±ô ·¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ Òî ¸±´¼ò Ô»¬ Ùô Ù ô Ù ©·¬¸ Ù Ü× Ù
¿²¼ Ù Ü× Ù ò Ò±©ô ´»¬ Ù ¾» ¬¸» ¬®·½¬ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ùò Ì¸»²ô Ù · ¿ Ü×ó
®»¼«½¬·±² ±º ¾±¬¸ Ù ¿²¼ Ù ò Ø»²½»ô Ù Ü× Ù ¿²¼ Ù Ü× Ù ò Ì¸»² ·¬ º±´´±©
º®±³ Ô»³³¿ îòíòï ¬¸¿¬ º±® ¿²§ Ùð ô ¬¸»®» · ¿ «²·¯«» »²¼°±·²¬ Ù ò Ø»²½»ô ¬¸»
¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ùð) = Ù ðô Ù ïô ò ò ò ô Ù ` ¸¿ ¬¸» ¬¸» ¿³» »²¼¹¿³»ô
·ò»òô Ù ` = Ù ò

øî÷ Ô»¬ (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` ¾» ¿²§ ×ÛÜ× »¯«»²½»ò Þ§ øï÷ô Ù ` = Ù`ò ×º

` < ` ô ¬¸»² Ù ` = Ù (`+ï) ¾§ ×ïô ©¸·½¸ · ¿ ½±²¬®¿¼·½¬·±² ¬± ×î º±® Ù ` = Ù`ò

øí÷ É» °®±ª» ¾§ ·²¼«½¬·±² ±² ¬ ¬¸¿¬ Ù ¬ · ¿ «¾¹¿³» ±º Ù¬ º±® »¿½¸ ¬ = ðô ò ò ò ô ` ò
É¸»² ¬ = ¬ < ` ò Ô»¬
Ù ¬

¼ Ù ¬
·° Ù ¬+ï ¿²¼ Ù¬

¼ Ù¬
·° Ù¬+ïò Ì¸»²ô ·º ¿ ¬®¿¬»¹§ · ·² Ù ¬

· ¼±³·²¿¬»¼ ·² Ù¬ô ·¬ · ¿´± ¼±³·²¿¬»¼ ·² Ù ¬ ¾§ Ô»³³¿ îòîòîòøï÷ò Þ§ Ô»³³¿
îòîòîòøî÷ô ·º ¿ °´¿§»® · ·² Ù ¬ · ·²»»²¬·¿´ ·² Ù¬ô ¬¸»² · · ¿´± ·²»»²¬·¿´ ·² Ù ¬ò
É» ±¾¬¿·² Ù ¬+ï ¾§ »´·³·²¿¬·²¹ ¿´´ ¬¸» ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ·² Ù ¬ ¿²¼ ¿´´ ¬¸»
·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·² Ù ¬ò Ø»²½» Ù ¬+ï · ¿ «¾¹¿³» ±º Ù¬+ïò

2.3.2 Elimination divide

ß² ×ÛÜ× »¯«»²½» ½¿² ¾» °¿®¬·¬·±²»¼ ·²¬± ¬©± »¹³»²¬ô Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù³± ï ¿²¼
Ù³± ô ò ò ò ô Ù`

°´¿§»® ¿®» »´·³·²¿¬»¼ô ¿²¼ ·² ¬¸» »½±²¼ô ±²´§ ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ¿®» »´·³·²¿¬»¼ò
É» ¸¿ª» ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬¿¬»³»²¬ò

Ð®±°±·¬·±² îòíòï øÐ¿®¬·¬·±² ±º ¿² ×ÛÜ× »¯«»²½»÷ò Ô»¬ (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù`

¾» ¿² ×ÛÜ× »¯«»²½» º®±³ Ùðò Ì¸»®» · »¨¿½¬´§ ±²» ³± (ð ³± `) ¿¬·º§·²¹ ¬¸»
º±´´±©·²¹ ¬©± ½±²¼·¬·±²æ

IEDI PROCESSES AND GENERATED SEQUENCES îë



Ù Ù
Ù��ã�ÙÙ

Ù

Î»ª»®·²¹�¬¸»�Ú±½«

ð ï î ´

Ù
´sï

Ù
¬

Ù�
¬

Ù��¬
Ù��

Ù�
´sï

´sï

Ðïò ¿¬ ´»¿¬ ±²» ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹§ · »´·³·²¿¬»¼ º®±³ Ù³ð ï ¬± Ù³ð å

Ðîò º±® »¿½¸ ¬ (³± ¬ ` ï)ô ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿®» »´·³·²¿¬»¼ ¾«¬ ¿¬
´»¿¬ ±²» ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® · »´·³·²¿¬»¼ º®±³ Ù¬ ¬± Ù¬+ïò

Ð®±±ºò Í«°°±» ¬¸¿¬ Ù¬ ¸¿ ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò Ì¸»²ô Ù¬+ï · ±¾¬¿·²»¼ º®±³
Ù¬ ¾§ »´·³·²¿¬·²¹ ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò ×¬ º±´´±© º®±³ Ô»³³¿ îòîòîòøí÷ ¬¸¿¬ Ù¬+ï

¸¿ ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò Ì¸«ô º±® ¿²§ ¬ > ¬ô Ù¬ ¸¿ ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò
É» ½¸±±» ¬¸» ³¿´´»¬ ²«³¾»® ¿³±²¹ «½¸ ¬ù º±® ³±ò

É» ½¿´´ ¬¸» ³± ·² Ð®±°±·¬·±² îòíòï ¬¸» »´·³·²¿¬·±² ¼·ª·¼»ò ×² Û¨¿³°´» îòîòïô
³± = ðô ¿²¼ ¬¸» »¹³»²¬ ¿º¬»® ³ð ³¿§ ¸¿ª» ¿ ´»²¹¬¸ ¹®»¿¬»® ¬¸¿² ïò Û´·³·²¿¬·±²
¼·ª·¼» °´¿§ ¿² ·³°±®¬¿²¬ ®±´» ·² Í»½¬·±² îòìò

2.4 Characterization of IEDI Sequences

É» ¸¿ª» ¬«¼·»¼ ×ÛÜ× »¯«»²½» ¹»²»®¿¬»¼ º®±³ ¿ ¹·ª»² ·²·¬·¿´ ¹¿³» Ùðô ¿²¼
¸¿ª» »»² ¬¸¿¬ ¬¸»®» ¿®» ³¿²§ ¼·ºº»®»²¬ ·²·¬·¿´ ·¬«¿¬·±² ¿ ©»´´ ¿ ³¿²§ ×ÛÜ×
»¯«»²½» ¬¸¿¬ ´»¿¼ ¬± ¬¸» ¿³» »²¼¹¿³» Ùò Ø»®»ô ©» »¨°´±®» ¬¸» ½´¿ ±º ¬¸±»
·²·¬·¿´ ·¬«¿¬·±² ¬¸¿¬ ´»¿¼ ¬± ¿ ¹·ª»² »²¼¹¿³» Ùò Ì¸¿¬ ·ô ©» ®»ª»®» ±«® ¯«»¬·±²
º®±³ ¬¸» ¬±° ±º Ú·¹«®» îóï ¬± ¬¸» ¾±¬¬±³ò É» ½¸¿®¿½¬»®·¦» ©¸¿¬ ±½·¿´ ·¬«¿¬·±²
½¿² ´·» ¾»¸·²¼ ¬¸» ¿³» »²¼¹¿³» Ù ¾§ ¹·ª·²¹ ½±²¼·¬·±² º±® ¿ ¹·ª»² °¿¬¬»®² ±º
°´¿§»® »¬ ½±®®»°±²¼·²¹ ¬± ¿ »¯«»²½» ±º ¬¸» ×ÛÜ× °®±½» ¬¸¿¬ ´»¿¼ ¬± ·¬ò

îê ELIMINATION OF DOMINATED STRATEGIES AND INESSENTIAL PLAYERS



É» ¬¿®¬ ©·¬¸ ¿ ¹·ª»² »¯«»²½» = (Òðô Ìð)ô ò ò ò ô (Ò`ô Ì`) ±º °¿·® ±º »¬ ±º
°´¿§»® ¿¬·º§·²¹ ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬¸®»» ½±²¼·¬·±²æ

ÐÝðò Ì¬ Ò¬ º±® ¬ = ðô òòòô `å ¿²¼ Òð òòò Ò` ©·¬¸ Ò` = ïå

ÐÝïò º±® ¿²§ ¬ < `ô ·º Ì¬ = ô ¬¸»² Ò¬ ) Ò¬+ïå

ÐÝîò º±® ±³» ³± (ð ³± `)ô Ì³± ï = ¿²¼ Ì¬ = º±® ¿²§ ¬ ³±ò

Ì¸· »¯«»²½» · ½¿´´»¼ ¿² ò ×¬ · ·²ó
¬»²¼»¼ ¬± ³»¿² ¬¸¿¬ Òðô ò ò ò ô Ò` ¿®» ¬¸» °´¿§»® »¬ ±º ±³» ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ùð) =
Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` ò ÐÝð · ¾¿·½å ¬¸» °´¿§»® »¬ ¿®» ¼»½®»¿·²¹ ©·¬¸ »´·³·²¿¬·±² ±º

·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ô ¬¸¿¬ ·ô Ò¬ Ò¬+ï ¿®» ¬¸» ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ¾»·²¹ »´·³·²¿¬»¼å
¿²¼ Ì¬ · ¿ »¬ ±º °´¿§»® ·² Ò¬ ©·¬¸ ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¾»·²¹ »´·³·²¿¬»¼ò ×¬ ¿´±
®»¯«·®» ¬¸» ½¸¿²¹» ²±¬ ¬± ¬±° ©·¬¸ ¿ ·²¹´» °´¿§»®ò ÐÝï ½±®®»°±²¼ ¬± ¬¸» ²±²ó
¬®·ª·¿´·¬§ ®»¯«·®»³»²¬ Ù¬ = Ù¬+ï ·² ×ïò Ì¸» ²«³¾»® ³± ·² ÐÝî · ¬¸» »´·³·²¿¬·±²
¼·ª·¼» ¼·½«»¼ ·² Í»½¬·±² îòíòîò É¸»² ³± = ðô ¬¸» ®»¯«·®»³»²¬ Ì³± ï = ·
ª¿½«±«ò

É» ½±²·¼»® ¬¸» ®»¬±®¿¾·´·¬§ ±º ¿ ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» º®±³ ¿² ÛÐÝ »¯«»²½»ò
Ú±® ¬¸·ô ©» ²»»¼ ±²» ¿¼¼·¬·±²¿´ ½±²¼·¬·±² ±² ò É» ¿§ ¬¸¿¬ ¿² ÛÐÝ »¯«»²½»
= (Òðô Ìð)ô ò ò ò ô (Ò`ô Ì`) · ¬®·½¬ ·ºº

ÐÝíò º±® ¬ = ïô òòòô ³±ô ·º Ì¬ ï = ïô ¬¸»² Ì¬ ï Ì¬ = ò

Ì¸· · ¿ ®»¬®·½¬·±² ±² °´¿§»® ©·¬¸ ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò É·¬¸ ÐÝíô ·¬ · »²±«¹¸
¬± ¹«¿®¿²¬»» ¬¸» »¨·¬»²½» ±º ¿ ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½»ò

ß² ÛÐÝ »¯«»²½» ¼±» ²±¬ °»½·º§ ¬¸» ¬®«½¬«®» ±º ¹¿³»ô ¾«¬ ¼»½®·¾» ±²´§

Üó¹®±«°ò Ô»¬ Ù ¾» ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ù
©·¬¸ Ù ¼ Ù ·° Ù ò É» ¿§ ¬¸¿¬ Ì = · Ò æ Í· = Í· · ¬¸» Üó¹®±«° º®±³
Ù ¬± Ù ò É¸»² Ù · ¬¸» ¬®·½¬ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ùô Ì · ¬¸» »¬ ±º ¿´´ °´¿§»® ¸¿ª·²¹
¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ·² Ùò Ë·²¹ ¬¸· ½±²½»°¬ô ©» ¸¿ª» ¬¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ò

Ô»³³¿ îòìòï øÒ»½»·¬§ º±® ¿² ÛÐÝ »¯«»²½»÷ò Ô»¬ (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù`

¾» ¿² ×ÛÜ× »¯«»²½» ©·¬¸ ·¬ »´·³·²¿¬·±² ¼·ª·¼» ³±ô Ò¬ ¬¸» °´¿§»® »¬ ±º Ù¬ º±®
¬ = ðô òòòô `ô ¿²¼ Ì¬ ¬¸» Üó¹®±«° º±®³ Ù¬ ¬± Ù¬+ï º±® ¬ = ðô òòòô ` ïò Ì¸»²ô =
[(Òðô Ìð)ô ò ò ò ô (Ò`ô Ì`)] (Ùð) · ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½»ô ¬¸»²
ÐÝí ¿´± ¸±´¼ò

Ð®±±ºò Ô»¬ Ù¬ = (Ò¬ô Í¬
· · Ò¬ ô «¬

· · Ò¬) º±® ¬ = ðô òòòô `ò ÐÝð º±´´±© º®±³ ×ï ¿²¼

×îò ÐÝï º±´´±© º®±³ Ù¬+ï = Ù¬

»´·³·²¿¬·±² ¼·ª·¼» ³±ò Ú±® ÐÝíô ´»¬ (Ùð) ¾» ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜÍ »¯«»²½» º®±³ Ùò Ô»¬
Ì¬ ï = · ò ×º · ñ Ò¬ô ¬¸»² · ñ Ì¬ô ± ¿ º±®¬·±®·ô Ì¬ ï Ì¬ = ò Í«°°±» · Ò¬ò Ô»¬

Ù¬ ï
¼ Ù¬ ï

·° Ù¬ò Ì¸»²ô ¿´´ ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» º±® · ·² Ù¬ ï ¿®» »´·³·²¿¬»¼

·² Ù¬ ïò Þ§ Ô»³³¿ îòîòîòøí÷ô °´¿§»® · ¸¿ ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ·² Ù¬ò Ø»²½»ô
Ì¬ ï Ì¬ = ò

CHARACTERIZATION OF IEDI SEQUENCES îé



É» ¿§ ¬¸¿¬ = [(Òðô Ìð)ô ò ò ò ô (Ò`ô Ì`)] ¹·ª»² ·² ¬¸· ´»³³¿ · ½¿´´»¼ ¬¸» ¿ó
±½·¿¬»¼ ÛÐÝ »¯«»²½» ±º (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` ò Ì¸» ½±²ª»®» ±º Ô»³³¿ îòìòï
· ±«® ³¿·² ½±²½»®²ò Ø»®»ô ¬¸» ¬®·½¬²» ®»¯«·®»³»²¬ º±® ¿² ×ÛÜ× »¯«»²½» ·
½®«½·¿´ò ×º (Ùð) · ¿² ×ÛÜ× »¯«»²½»ô ¬¸» ¿±½·¿¬»¼ ÛÐÝ »¯«»²½» · «²·¯«»´§
¼»¬»®³·²»¼ò Ø±©»ª»®ô ¬¸»®» ¿®» ³«´¬·°´» ×ÛÜ× »¯«»²½» º®±³ ¿ ¹·ª»² ·²·¬·¿´
¹¿³» Ùðò Ì¸«ô ¬¸»®» ¿®» ³«´¬·°´» ÛÐÝ »¯«»²½» ½±³°¿¬·¾´» ©·¬¸ ¬¸» ¿³» Ùðò
Ì¸· ¼±» ²±¬ ¿´´±© « ¬± »¬·³¿¬» ·²·¬·¿´ ·¬«¿¬·±² º®±³ ¿ ¹·ª»² ÛÐÝ »¯«»²½»ò

É» ¸¿ª» ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬¸»±®»³ô ©¸·½¸ · °®±ª»¼ ·² Í»½¬·±² îòìòîò

Ì¸»±®»³ îòìòï øÝ¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±²÷ò Ô»¬ Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ¾» ¿ ¹¿³»
ø³¿§¾» ¬¸» »³°¬§ ¹¿³»÷ ©·¬¸ ²± ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¿²¼ ²± ·²»»²¬·¿´ °´¿§»®ò
Ô»¬ = [(Òðô Ìð)ô ò ò ò ô (Ò`ô Ì`)] ¾» ¿²§ ¬®·½¬ ÛÐÝ »¯«»²½» ©·¬¸ Ò` = Òò Ì¸»²
¬¸»®» »¨·¬ ¿ ¹¿³» Ùð ¿²¼ ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` «½¸
¬¸¿¬ Ù` = Ù ¿²¼ · ¬¸» ¿±½·¿¬»¼ ÛÐÝ »¯«»²½» ±º (Ùð)ò

Ì¸· ¬¸»±®»³ ½¿² ¾» ·²¬»®°®»¬»¼ ¿ º±´´±©ò Ì¸»®» ¿®» ¿ ¹®»¿¬ ³«´¬·¬«¼» ±º
°±·¾´» «²¼»®´§·²¹ ·¬«¿¬·±² ´»¿¼·²¹ ¬± ¬¸» ¿³» »²¼¹¿³» Ùò Í·²½» ¿² ÛÐÝ »ó
¯«»²½» = [(Òðô Ìð)ô ò ò ò ô (Ò`ô Ì`)] ¸¿ ²± ·²º±®³¿¬·±² ¿¾±«¬ ¬®¿¬»¹§ »¬ ±®
¬¸»·® ½¿®¼·²¿´·¬·»ô Ì¸»±®»³ îòìòï ¸¿ ±³» ·²¼»¬»®³·²¿½§ ±º ¿² ¬®·½¬ ×ÛÜ× »ó
¯«»²½» (Ùð) = Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` ®»´¿¬·ª» ¬± ò ×² º¿½¬ô ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½»
½±²¬®«½¬»¼ ·² ¬¸» °®±±º ±º Ì¸»±®»³ îòìòï · ¬¸» ³¿´´»¬ô ©·¬¸ ®»°»½¬ ¬± ¬¸» ½¿®ó
¼·²¿´·¬·» ±º ¬®¿¬»¹·»ô ¿³±²¹ ¬¸» °±·¾´» ×ÛÜ× »¯«»²½»ò

Ý±²·¼»® Û¨¿³°´» îòïòîò ×¬ ¸¿ ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» Ùðô Ùï ©·¬¸ ·¬ ¿ó
±½·¿¬»¼ ÛÐÝ »¯«»²½»æ [(Òðô Ìð)ô (Òïô Ìï)] = [( ïô îô òòòô ïðî ô î )ô ( ïô î ô )]ò
Ý±²ª»®»´§ô Ì¸»±®»³ îòìòï ¹·ª» ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ©·¬¸ ·¬ ÛÐÝ »¯«»²½»
[(Òðô Ìð)ô (Òðô Ìð)]ò Ì¸» ¿½¬«¿´ ½±²¬®«½¬·±² ·² ¬¸» °®±±º ±º Ì¸»±®»³ îòìòï ¹·ª» ¿
´·¹¸¬´§ ·³°´»® ¹¿³» º®±³ Û¨¿³°´» îòïòî ·² ¬¸¿¬ °´¿§»® î ¸¿ ±²´§ í ¬®¿¬»¹·»ô
©¸·´» ·² Û¨¿³°´» îòïòî ·¬»´ºô °´¿§»® î ¸¿ î+ î ïðð = îðî ¬®¿¬»¹·»ò

×² Û¨¿³°´» îòïòíô ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» ¸¿ ´»²¹¬¸ ïððò Ì¸» ¿±½·¿¬»¼ ÛÐÝ
»¯«»²½» · ¹·ª»² ¿ = [(Òðô Ìð)ô (Òïô Ìï)ô òòòô (Òïððô Ìïðð)] æ

Ò¬ = ïô î í+ ¬ô òòòô ïðî º±® ¬ = ðô òòòô ïððå øîòë÷

Ìð = î ¿²¼ Ì¬ = º±® ¬ = ïô òòòô ïððô øîòê÷

©¸»®» Òïðð = ïô î ò Ì¸»±®»³ îòìòï ¹·ª» ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ùð)ô ·²
©¸·½¸ °´¿§»® î ¸¿ ±²´§ ¬¸®»» ¬®¿¬»¹·»ô ¿¹¿·²ô ©¸·´» ·² Û¨¿³°´» îòïòíô °´¿§»® î
¸¿ º±«® ¬®¿¬»¹·»ò

×² º¿½¬ô ¬¸» ¿¾±ª» ¹·ª»² ·² øîòë÷ ¿²¼ øîòê÷ · ¬¸» ¿±½·¿¬»¼ ÛÐÝ »¯«»²½» ±º
¿ ø²±²ó¬®·½¬÷ ×ÛÜ× »¯«»²½» ·² Û¨¿³°´» îòïòîò Ì¸· ×ÛÜ× »¯«»²½» ¼·ºº»® º®±³
»·¬¸»® ¬¸» ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½» º±® Û¨¿³°´» îòïòí ±® ¬¸¿¬ ¹·ª»² ¾§ Ì¸»±®»³ îòìòïò

×² ±®¼»® ¬± »» ¬¸» ³«´¬·¬«¼» ±º ·²·¬·¿´ ·¬«¿¬·±² «¹¹»¬»¼ ¾§ Ì¸»±®»³ îòìòïô
©» ½±²·¼»® ±²» ³±®» ÛÐÝ »¯«»²½»ò É» ½¸¿²¹» øîòë÷ ¬±

Ò¬ = ïô î ( ç
µ=ð ïðµ+ (í+ ¬)ô òòòô ïðµ+ ïî ) º±® ¬ = ðô òòòô ïðô øîòé÷
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¿²¼ Ìð = î ¿²¼ Ì¬ = º±® ¬ = ïô òòòô ïðò ß¬ ¬»° ðô °´¿§»® íô ïíô îíô òòòô çí ¾»½±³»
·²»»²¬·¿´ ¿²¼ ¿®» »´·³·²¿¬»¼ô ¿²¼ ¬»° ïô °´¿§»® ìô ïìô òòòô çì ¾»½±³» ·²»»²¬·¿´
¿²¼ ¿®» »´·³·²¿¬»¼ô ¿²¼ ± ±²ò Ì¸» ®»«´¬·²¹ ¹¿³» ¿º¬»® ïð ¬»° · ¬¸» ¿³» ¿ ¬¸»
îó°»®±² ¾¿¬¬´» ±º ¬¸» »¨»ò Ø±©»ª»®ô ¬¸» ·²·¬·¿´ «²¼»®´§·²¹ ¹¿³» Ùýð ¹·ª»² ¾§
Ì¸»±®»³ îòìòï · ª»®§ ¼·ºº»®»²¬ º®±³ Û¨¿³°´» îòïòî ¿ ©»´´ ¿ Û¨¿³°´» îòïòíò Ì¸»
¹¿³» Ùýð ¸¿ ¿ ½±³°´·½¿¬»¼ ²»¬©±®µ ±º º®·»²¼¸·°ò É» ½¿² ¬¸·²µ ¿¾±«¬ ³±®»
½±³°´·½¿¬»¼ ²»¬©±®µ ¼»½®·¾»¼ ·² ¬»®³ ±º ÛÐÝ »¯«»²½»æ ß º¿® ¿ ÐÝðóÐÝí

ô Ì¸»±®»³ îòìòï «¹¹»¬ ¿ ¹¿³» ·¬«¿¬·±²
©·¬¸ «½¸ ¿ ²»¬©±®µò

Ý±²¼·¬·±² ÐÝí · ²±¬ »¨°´·½·¬´§ «»¼ ·² ¬¸±» »¨¿³°´»ò É» ½¿² »¨¬»²¼ Û¨¿³ó
°´» îòìòî ©·¬¸ [(Òðô Ìð)ô (Òïô Ìï)] ¬± ¿ ·¬«¿¬·±² ·²½´«¼·²¹ ³±®» ¬»°ò Ò±©ô «°ó

®»´»ª¿²¬ º±® ¬¸»³»´ª»ò Ì¸»²ô ¬¸»®» · ¿ ´±²¹»® ÛÐÝ »¯«»²½» [(Òðô Ìð)ô (Òïô Ìï)ô òòòô
(Ò`ô Ì`)]©·¬¸ Òï = òòò = Ò` = ïô î ò Ø»®»ô ï ¿²¼ î ¸±«´¼ ¸¿ª» »¬ ±º ¬®¿¬»¹·»
¹®»¿¬»® ¬¸¿² ` ·² Ùðò É¸»² Ùðô Ùïô ò ò ò ô Ù` · ¿ ¬®·½¬ ×ÛÜ× »¯«»²½»ô ÐÝí ·³°´·»
¬¸¿¬ º±® ±³» µ± (î µ± `)ô

Ì¬ = ïô î º±® ¬ (î ¬ µ±)å ¿²¼ Ì¬ = ï º±® ¬ (µ± < ¬ `)ò øîòè÷

Ë° ¬± ±³» ¬»° µ±ô ¬¸»§ ¿¹®»» ¬± »´·³·²¿¬» ¬¸»·® ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·» ¬±¹»¬¸»®ô
¾«¬ ¿º¬»® µ±ô Ì¬ Ì¬+ï = ô ·ò»òô ¬¸»§ ¿´¬»®²¿¬·ª»´§ »´·³·²¿¬» ¼±³·²¿¬»¼ ¬®¿¬»¹·»ò

2.4.2 Proof of Theorem 2.4.1

Ý±²·¼»® ¿² ÛÐÝ »¯«»²½» = [(Òðô Ìð)ô ò ò ò ô (Ò`ô Ì`)] ¿²¼ Ù = (Òô Í· · Òô
«· · Ò) ·² ¬¸» ¬¸»±®»³ ©·¬¸ Ò = Ò`ò É» ½±²¬®«½¬ ¿ »¯«»²½» Ù`ô Ù` ïô ò ò ò ô Ùð

º®±³ Ù` = Ù ·² ¬¸» ·²¼«½¬·±² º®±³ (Ò`ô Ì`) ¬± (Òðô Ìð)ô ¿²¼ ¸±© ¬¸¿¬ º±® »¿½¸
¬ = ` ïô òòòô ðô Ù¬+ï · ¿ Ü×ó®»¼«½¬·±² ±º Ù¬å ¬¸«ô Ùðô òòòô Ù` · ¿² ×ÛÜ× ¹»²»®¿¬»¼
º®±³ Ùðò

Ù¬ = Ù¬ = Ù¬+ï

Ô»³³¿ îòìòìô îòìòí Ô»³³¿ îòìòî
øîòç÷

Ô»³³¿ îòìòî · º±® ¬¸» ½±²¬®«½¬·±² ±º ¬¸» ·²¬»®°±´¿¬·²¹ Ù¬ º®±³ Ù¬+ïò Ø»®»ô
©» ½¿² ®»¬®·½¬ ±«®»´ª» ¬± ¬¸» ¬®·½¬ ·°ó®»¼«½¬·±²ô ·ò»òô Ù¬ · ±¾¬¿·²»¼ º®±³ Ù¬+ï

¾§ »´·³·²¿¬·²¹ ¿´´ ·²»»²¬·¿´ °´¿§»® ·² Ù¬+ïò ß´±ô ·²½» Ù` = Ù ¸¿ ²± ·²»»²ó
¬·¿´ °´¿§»®ô ©» ½¿² ¿«³» Í· î º±® ¿´´ · Òò ×² ¬¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ô ©»
«» ¬¸» ¿³» §³¾±´ Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) º±® ¿ ¹»²»®·½ ¹¿³»ô ©¸·½¸ ¸±«´¼
²±¬ ¾» ½±²º«»¼ ©·¬¸ ¬¸» ¹·ª»² ¹¿³» Ù ·² Ì¸»±®»³ îòìòïò ß´±ô ©» ½±²·¼»® ¬¸»
®»ª»®» ¼·®»½¬·±² º®±³ Ù = Ù¬+ï ¬± Ù = Ù¬ò

Ô»³³¿ îòìòîò Ô»¬ Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ¾» ¿ ¹¿³» ©·¬¸ Í· î º±® ¿´´
· Òô ¿²¼ ´»¬ × ¾» ¿ ²±²»³°¬§ »¬ ±º ²»© °´¿§»®ò Ì¸»²ô ¬¸»®» · ¿ Ù =
(Ò ô Í· · Ò ô «· · Ò ) «½¸ ¬¸¿¬ øï÷ Ò = Ò × å øî÷ Í· î º±® ¿´´ · Ò å
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¿²¼ øí÷ Ù · ¬¸» ¬®·½¬ ·°ó®»¼«½¬·±² ±º Ù ò

Ð®±±ºò É» ½¸±±» ¬¸» ¬®¿¬»¹§ »¬ Í·ô · Ò ± ¬¸¿¬ Í· = Í· º±® ¿´´ · Ò ¿²¼
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2.5 Concluding Remarks
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ÅèèÃô ¿²¼ ´»¿¼ ¬± ¬¸» ®»½±ª»®·²¹ ®»«´¬ øîòì÷ ±² Ò¿¸ »¯«·´·¾®·¿ò Ì¸» »½±²¼ ¬¸»±ó
®»³ · ¿² »¨¬»²·±² ±º ¬¸» ±®¼»® ·²¼»°»²¼»²½» ¬¸»±®»³ ¿²¼ ¬¿¬» ¬¸¿¬ ¿²§ ×ÛÜ×
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íòí ¿²¼ íòëò

¯«»²½»ò Ú±®³¿´´§ô ´»¬ Ù
¬®¿¬»¹·» º±® ±³» °´¿§»®ò ß² ×ÛÜ× »¯«»²½» (Ù) = Ùðô Ùïô òòò

CONCLUDING REMARKS íí



»®ª» ÒÛù ø¿³±²¹ ±¬¸»® ±´«¬·±² ½±²½»°¬÷ ¿²¼ ¿®» ±®¼»® ·²¼»°»²¼»²½»ò ß´±ô
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3. DIRECTED GRAPHICAL STRUCTURE
OF GAMES

3.1 Introduction
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Figure 3-1 The I-structure in Example 1.1.
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«» Ù( ô Í· · Ò) ¬± ¼»²±¬» ¬¸» »¬ ±º ¹¿³» ©·¬¸ ¿ ±²» ±º ·¬ ×ó¬®«½¬«®»
¿²¼ Í· · Ò ¿ ¬®¿¬»¹§ »¬ô ¿²¼ ´»¬ Ù ( ô Í· · Ò) = Ù Ù( ô Í· · Ò) æ
· ¬¸» ³¿´´»¬ ×ó¬®«½¬«®» ±º Ù ò ×¬ · ½´»¿® ¬¸¿¬ Ù ( ô Í· · Ò) · ¿ «¾»¬ ±º
Ù( ô Í· · Ò)ò ß´±ô Ù( ô Í· · Ò) = º±® »¿½¸ ¿²¼ Í· · Ò ·²½» ¿ ¹¿³»
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Ð®±±ºò É·¬¸±«¬ ´± ±º ¹»²»®¿´·¬§ô ©» ¿«³» ¬¸¿¬ Í· = î º±® »¿½¸ · Òò É»
¸±© ¬¸» ¬¿¬»³»²¬ ¾§ ·²¼«½¬·±² ±² ¬¸» ½¿®¼·²¿´·¬§ ±º Òò É¸»² Ò = ï ô ¬¸»®»
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øï÷ Ú±® »¿½¸ · Ò± ©·¬¸ (·) = Ò±(·)ô ´»¬ «·() = «±
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²+ï æ
Í ·ïôòòòô·µ
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²+ï(·ïôï) = ð ¿²¼ «ï

²+ï(·ïôî) = ïå
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º±®©¿®¼´§ò Ò±© «°°±» ¬¸¿¬ ©» ¸¿ª» ¸±©² ¬¸» ¬¿¬»³»²¬ º±® Ò = ²ò Ô»¬
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Figure 3-2 Three I-structures
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3.5 Concluding Remarks

3.5.1 On Theorem 3.3.1 and the -approximation approach
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Figure 3-4 Decomposition of strongly connected components
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4. CHARACTERIZING RATIONALIZABIL-
ITIES BY INCOMPLETE INFORMATION
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¾»¬ ø¾»¬¬»®÷ ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ø²»¿®»®÷ ¬± ¬¸» ±®·¹·²¿´ ±²»ò

É·¬¸·² ¬¸» ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º®¿³»©±®µô °»®³··¾·´·¬§ · ©»¿µ»® ¬¸¿²

¬¸» ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º®¿³»©±®µæ °»®³··¾·´·¬§ ¸¿®» ½¿«¬·±² ©·¬¸ °®±°»®
®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§ ©¸·´» ¬¸» ±¬¸»® ¬©± ½±²¼·¬·±² ±º ¬¸» º±®³»® ¿®» ©»¿µ»® ª»®·±²
±º ¬¸±» ±º ¬¸» ´¿¬¬»®ò

×¬ ¸±«´¼ ¾» ²±¬»¼ ¬¸¿¬ ®¿¬·±²¿´·¬§ ¼±» ²±¬ ¿°°»¿® ·² ¬¸» ½±²¼·¬·±² ±º ½¸¿®¿½ó
¬»®·¦¿¬·±²ò Ò»ª»®¬¸»´»ô ·² ±«® °®±±º ©» ©·´´ ½±²¬®«½¬ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²
³±¼»´ ©·¬¸ ¬§°» ¿¬·º§·²¹ ¿´´ ¬¸» ½±²¼·¬·±² ¿ ©»´´ ¿ ®¿¬·±²¿´·¬§ò ×² Í»½¬·±²

²±¬ ¿¬·º§ ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ì¸»» ¸±© ¬¸¿¬ô ·² ½±²¬®¿¬ ¬± ¬¸» ·²½±²·¬»²½§ ±º ½¿«¬·±²
¿²¼ ®¿¬·±²¿´·¬§ ©·¬¸·² ¬¸» ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º®¿³»©±®µô ·² ¬¸» ·²½±³°´»¬» ·²ó
º±®³¿¬·±² ±²» ¬¸» ¬©± ¿®» ´±¹·½¿´´§ ·²¼»°»²¼»²¬ ¿²¼ ½±²·¬»²¬å ©» ¼± ²±¬ ²»»¼

²¿¬·ª» ©¿§ ¬± ½¸¿®¿½¬»®·¦» °»®³··¾·´·¬§ ¾§ «·²¹ ®¿¬·±²¿´·¬§ ¿²¼ ©»¿µ ½¿«¬·±²ò

¬»³·½ ¹¿³» ¬¸»±®§ ©·¬¸·² ¿² ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º®¿³»©±®µò Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§
ÅïïìÃ ½¸¿®¿½¬»®·¦»¼ ó°®±°»® ®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§ ·² ¬¸· ¿°°®±¿½¸ ¾§ «·²¹ ¿ ¬¿²¼¿®¼
»°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸±«¬ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»ºò Ì¸»§ ¸±©»¼ ¬¸¿¬ ¿ ¬§°» ·² ¿ ¬¿²ó
¼¿®¼ »°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸ ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·²

INTRODUCTION ëç



½¿«¬·±² ¿²¼ ó¬®»³¾´·²¹ ½±²¼·¬·±² ·º ¿²¼ ±²´§ ·º ¬¸»®» · ¿ ¬§°» ·² ¬¸» ½±®®»°±²¼ó
·²¹ ³±¼»´ ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ¸¿®·²¹ ¬¸» ¿³» ¾»´·»º ¸·»®¿®½¸§ ©·¬¸ ·¬
©¸·½¸ »¨°®»» ½±³³±² ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»º ¿®±«²¼ ¬¸» ±®·¹·²¿´
«¬·´·¬·» «ô ¿²¼ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ «²¼»® ¬¸» ½´±»¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±²ò Í·²½» »¿½¸
°®±°»®´§ ®¿¬·±²¿´·¦¿¾´» ½¸±·½» · ¬¸» ´·³·¬ ±º ¿ »¯«»²½» ±º ó°®±°»® ®¿¬·±²¿´·¦¿¾´»
±²»ô ¬¸» ½±²¼·¬·±² ¿¼±°¬»¼ ·² ¬¸»·® ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ¿®» ª»®§ «»º«´ º±® «ò Ì©±
½±²¼·¬·±² ·² ±«® ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ±º °®±°»® ®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§ô ¬¸¿¬ ·ô ½¿«¬·±² ¿²¼
«ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿®» º¿·¬¸º«´ ¬®¿²´¿¬·±² ±º ¬¸»·® ½±²¼·¬·±² ·²¬± ´»¨·½±¹®¿°¸·½
³±¼»´ò Ø±©»ª»®ô ¬¸» ³±¬ ½®·¬·½¿´ ½±²¼·¬·±² ·² ¬¸»·® ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±²ô ¬¸¿¬ ·ô ¾»ó
´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ «²¼»® ¬¸» ½´±»¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±²ô · ·³°±·¾´» ¬± ¾» ¿¼±°¬»¼
¸»®»ò Ì¸» ®»¿±² ·ô ¿ ©·´´ ¾» ¸±©² ·² Í»½¬·±² ìòîòîô ¬¸¿¬ ¿ ²»¿®»¬ «¬·´·¬§ º«²½ó
¬·±² ³¿µ·²¹ ¿ ½¸±·½» ±°¬·³¿´ ¼±» ²±¬ ¿´©¿§ »¨·¬ ·² ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ³±¼»´ò Ì¸·
· ¿ ¿´·»²¬ ¼·ºº»®»²½» ¾»¬©»»² ¬¿²¼¿®¼ °®±¾¿¾·´·¬·½ ¾»´·»º ¿²¼ ´»¨·½±¹®¿°¸·½

¬·» ²»¿®»® ¬± ¬¸» ±®·¹·²¿´ ±²»�¿²¼ ¸±© ¬¸¿¬ ·¬ ½¿² ¾» «»¼ ¬± ½¸¿®¿½¬»®·¦» °®±°»®
®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§ò

ß²±¬¸»® »»²¬·¿´ ¼·ºº»®»²½» ¾»¬©»»² Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃ ¿²¼ ¬¸· ½¸¿°¬»®
· ·² ¬¸» ©¿§ ±º °®±±ºò Û¯«·ª¿´»²½» ±º ¾»´·»º ¸·»®¿®½¸·» ¹»²»®¿¬»¼ ¾§ ¬§°» ·²
³±¼»´ ©·¬¸ ½±³°´»¬» ¿²¼ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ¿²¼ ¬§°» ³±®°¸·³ øÞx±¹»
¿²¼ Û·»´» ÅïèÃô Ø»·º»¬¦ ¿²¼ Í¿³»¬ ÅëìÃô Ð»®»¿ ¿²¼ Õ»¬ ÅïïíÃ÷ °´¿§ ¿² ·³°±®¬¿²¬
®±´» ·² Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃù °®±±ºò ×² ½±²¬®¿¬ô ±«® °®±±º ¿®» ¾¿»¼ ±² ½±²ó

·² ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¬§°» ·² ¬¸» ½±²¬®«½¬»¼ ³±¼»´ò Û¯«·ª¿´»²½» ±º ¸·»®¿®½¸·»
º±´´±© ¼·®»½¬´§ ¾§ ½±²¬®«½¬·±²ò Ñ«® ½±²¬®«½¬·±² ½¿² ¿´± ¾» «»¼ ·² °®±ª·²¹
Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃù Ì¸»±®»³ êòïò Ú«®¬¸»®ô ¿ ©·´´ ¾» ¼·½«»¼ ·² Í»½¬·±² ìòìòíô
±«® ½±²¬®«½¬·±² ¸±© ¬¸¿¬ ®¿¬·±²¿´·¬§ · »°¿®¿¾´» º®±³ ±¬¸»® ½±²¼·¬·±² ·² ½¸¿®ó

®¿¬·±²¿´·¬§ ©·¬¸·² ¿² ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º®¿³»©±®µò

Ñ«® ®»«´¬ô ¿ ©»´´ ¿ Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃùô ¿´± °®±ª·¼» ·²·¹¸¬ ·² ¼»½·ó
·±² ¬¸»±®§ ¿²¼ ¹»²»®¿´ »°·¬»³±´±¹§ò Ì¸»§ ·³°´§ ¬¸¿¬ ¿²§ ½¸±·½» °»®³··¾´» ±®
°®±°»®´§ ®¿¬·±²¿´·¦¿¾´» ©·¬¸·² ¿ ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º®¿³»©±®µ · ¿´± ±°¬·³¿´
º±® ¿ ¾»´·»º ¿¬·º§·²¹ ±³» ®»¿±²¿¾´» ½±²¼·¬·±² ©·¬¸·² ¿² ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿ó
¬·±² º®¿³»©±®µô ¿²¼ ª·½» ª»®¿ò ×² ±¬¸»® ©±®¼ô ¾§ ¶«¬ ´±±µ·²¹ ¿¬ ¬¸» ±«¬½±³»ô ·¬
· ·³°±·¾´» ¬± µ²±© ¬¸» ¿½½«®¿¬» »°·¬»³·½ ·¬«¿¬·±² ¾»¸·²¼ ¬¸» ½¸±·½»ô ¬¸¿¬ ·ô
©¸»¬¸»® ·¬ · ¾»½¿«» ±º °´¿§»®ù «²½»®¬¿·²¬§ ¿¾±«¬ ¬¸» ±°°±²»²¬ù ®¿¬·±²¿´·¬§ ±®
«²½»®¬¿·²¬§ ¿¾±«¬ ©¸¿¬ ¿®» ¬¸» ®»¿´ «¬·´·¬·» ±º ¬¸» ±°°±²»²¬ò

°®±°»® ®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§ ·² »°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸ ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ¿²¼ ·²ó
¬®±¼«½» ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ò Í»½¬·±²
ìòí ¹·ª» ¬¸» ¬©± ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ®»«´¬ ¿²¼ ¬¸»·® °®±±ºò Í»½¬·±² ìòì ¹·ª» ±³»
½±²½´«¼·²¹ ®»³¿®µò
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4.2 Models

4.2.1 Complete information model

×² ¬¸· «¾»½¬·±²ô ©» ¹·ª» ¿ «®ª»§ ±º ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸ ½±³ó

Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò)
©¸»®» Ò = ïô î · ¬¸» »¬ ±º °´¿§»®ô Í· «· æ
Íï Íî · ¬¸» «¬·´·¬§ º«²½¬·±² º±® °´¿§»® · Òò ×² ¬¸» º±´´±©·²¹ ±³»¬·³»
©» ¼»²±¬» Íï Íî ¾§ Íò É» ¿«³» ¬¸¿¬ »¿½¸ °´¿§»® ¸¿ ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º
¿¾±«¬ ¬¸» ±°°±²»²¬ù ¬®¿¬»¹·»ô ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º ¿¾±«¬ ¬¸» ±°°±²»²¬ù ´»¨ó
·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º ¿¾±«¬ ¸·ô ¿²¼ ± ±²ò Ì¸· ¾»´·»º ¸·»®¿®½¸§ · ¼»½®·¾»¼ ¾§ ¿
´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸ ¬§°»ò

îó°»®±² ¬®¿¬»¹·½ º±®³ ¹¿³» Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ´»¨·½±¹®¿°¸·½
»°·¬»³·½ ³±¼»´ º±® Ù · ¿ ¬«°´» Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ©¸»®»

ø¿÷ Ì·

ø¾÷ ¾· · ¿ ³¿°°·²¹ ¬¸¿¬ ¿·¹² ¬± »¿½¸ ¬· Ì· ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º ±ª»® (Í¶ Ì¶)ô
·ò»òô ¾·(¬·) = (¾·ïô ¾·îô òòòô ¾·Õ) ©¸»®» ¾·µ (Í¶ Ì¶) º±® µ = ïô òòòô Õò

Ý±²·¼»® ¬· Ì· ©·¬¸ ¾·(¬·) = (¾·ïô ¾·îô òòòô ¾·Õ)ò Û¿½¸ ¾·µ øµ = ïô òòòô Õ÷ · ½¿´´»¼ ¬·ù
´»ª»´óµ ¾»´·»ºò Ú±® »¿½¸ (¶ô ¬¶) Í¶ Ì¶ô ©» ¿§ ¬· ¼»»³ (¶ô ¬¶) °±·¾´» ·ºº ¾·µ(¶ô ¬¶) >
ð º±® ±³» µ ïô òòòô Õ ò É» ¿§ ¬· ¼»»³ ¬¶ Ì¶ °±·¾´» ·ºº ¬· ¼»»³ (¶ô ¬¶) °±·¾´»
º±® ±³» ¶ Í¶ò Ú±® »¿½¸ ¬· Ì·ô ©» ¼»²±¬» ¾§ Ì¶(¬·) ¬¸» »¬ ±º ¬§°» ·² Ì¶ ¼»»³»¼
°±·¾´» ¾§ ¬·ò

ß ¬§°» ¬· Ì· · ½¿«¬·±« ·ºº º±® »¿½¸ ¶ Í¶ ¿²¼ »¿½¸ ¬¶ Ì¶(¬·)ô ¬· ¼»»³
(¶ô ¬¶) °±·¾´»ò Ì¸¿¬ ·ô ¬· ¬¿µ» ·²¬± ¿½½±«²¬ »¿½¸ ½¸±·½» ±º °´¿§»® ¶ º±® »ª»®§
¾»´·»º ¸·»®¿®½¸§ ±º ¶ ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ ¬·ò

Ú±® »¿½¸ · Í·ô ´»¬ «·(·ô ¬·) = («·(·ô ¾·ï)òô òòô «·(·ô ¾·Õ)) ©¸»®» º±® »¿½¸ µ =
ïô òòòô Õô «·(·ô ¾·µ) æ= (¶ô¬¶) Í¶ Ì¶

¾·µ(¶ô ¬¶)«·(·ô ¶)ô ¬¸¿¬ ·ô »¿½¸ «·(·ô ¾·µ) · ¬¸» »¨ó

°»½¬»¼ «¬·´·¬§ º±® · ±ª»® ¾·µ ¿²¼ «·(·ô ¬·) · ¿ ª»½¬±® ±º »¨°»½¬»¼ «¬·´·¬·»ò Ú±® »¿½¸
·ô · Í·ô ©» ¿§ ¬¸¿¬ ¬· °®»º»® · ¬± ·ô ¼»²±¬»¼ ¾§ «·(·ô ¬·) > «·(·ô ¬·)ô ·ºº ¬¸»®» ·
µ ðô òòòô Õ ï

ø¿÷ «·(·ô ¾·`) = «·(·ô ¾·`) º±® ` = ðô òòòô µô ¿²¼

ø¾÷ «·(·ô ¾·ôµ+ï) > «·(·ô ¾·ôµ+ï)ò

É» ¿§ ¬¸¿¬ ¬· · ·²¼·ºº»®»²¬ ¾»¬©»»² · ¿²¼ ·ô ¼»²±¬»¼ ¾§ «·(·ô ¬·) = «·(·ô ¬·)ô
·ºº «·(·ô ¾·µ) = «·(·ô ¾·µ) º±® »¿½¸ µ = ïô òòòô Õò ×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¬¸» °®»º»®»²½»
®»´¿¬·±² ±² Í· «²¼»® »¿½¸ ¬§°» ¬· · ¿ ´·²»¿® ±®¼»®ò · · ®¿¬·±²¿´ ø±® ±°¬·³¿´÷ º±® ¬· ·ºº ¬·

¼±» ²±¬ °®»º»® ¿²§ ¬®¿¬»¹§ ¬± ·ò ß ¬§°» ¬· Ì· °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² ¬¸» ±°°±²»²¬ù
®¿¬·±²¿´·¬§ ·ºº ¬·ù ´»ª»´óï ¾»´·»º ±²´§ ¿·¹² °±·¬·ª» °®±¾¿¾·´·¬§ ¬± ¬¸±» (¶ô ¬¶)

MODELS êï



©¸»®» ¶ · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬¶ò Ì¸¿¬ ·ô ¿¬ ´»¿¬ ·² ¬¸» °®·³¿®§ ¾»´·»º ¬· · ½±²ª·²½»¼ ¬¸¿¬
¶ ¾»¸¿ª» ®¿¬·±²¿´´§ ¹·ª»² ¸· ¾»´·»ºò

Ú±® (¶ô ¬¶)ô (¶ô ¬¶) Í¶ Ì¶ô ©» ¿§ ¬¸¿¬ ¬· ¼»»³ (¶ô ¬¶)

(¶ô ¬¶) ·ºº ¬¸»®» · µ ðô òòòô Õ ï «½¸ ¬¸¿¬ ¬¸» º±´´±©·²¹ ¬©± ½±²¼·¬·±² ¿®»

ø¿÷ ¾·`(¶ô ¬¶) = ¾·`(¶ô ¬¶) = ð º±® ` = ïô òòòô µô ¿²¼

ø¾÷ ¾·ôµ+ï(¶ô ¬¶) > ð ¿²¼ ¾·ôµ+ï(¶ô ¬¶) = ðò

ß ½¿«¬·±« ¬§°» ¬· Ì· ®»°»½¬ ¬¸» ±°°±²»²¬ù °®»º»®»²½» ·ºº º±® »¿½¸ ¬¶ Ì¶(¬·) ¿²¼
¶ô ¶ Ý¶ ©¸»®» ¬¶ °®»º»® ¶ ¬± ¶ô ¬· ¼»»³ (¶ô ¬¶) (¶ô ¬¶)ò

Ì¸¿¬ ·ô ¬· ¿®®¿²¹» ¶ù ½¸±·½» º®±³ ¬¸» ³±¬ ¬± ¬¸» ´»¿¬ °®»º»®®»¼ º±® »¿½¸ ¾»´·»º
¸·»®¿®½¸§ ±º ¶ ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ ¬·ò ×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ®»°»½¬ ±º ¬¸» ±°°±²»²¬ù
°®»º»®»²½» ·³°´·» °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ¬¸» ±°°±²»²¬ù ®¿¬·±²¿´·¬§ô ·²½» ¬¸» º±®³»®
®»¯«·®» ¬¸¿¬ »¿½¸ ¬§°» ±º ¬¸» ±°°±²»²¬ ¼»»³»¼ °±·¾´» ·² ¬¸» °®·³¿®§ ¾»´·»º
¸±«´¼ ±²´§ °¿·® ©·¬¸ ½¸±·½» ³±¬ °®»º»®®»¼ «²¼»® ¬¸¿¬ ¬§°»ò

Ô»¬ Ð

ø¿÷ ß ¬§°» ¬· Ì· »¨°®»» ðóº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² Ð ·ºº ¬· Ðå

ø¾÷ Ú±® »¿½¸ ² ô ¬· Ì· »¨°®»» (² + ï)óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² Ð ·ºº ¬· ±²´§ ¼»»³
°±·¾´» ¶ù ¬§°» ¬¸¿¬ »¨°®» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² Ðò

ß ¬§°» ¬· »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² Ð ·ºº ·¬ »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² Ð
º±® »¿½¸ ² ò

ò Ý±²·¼»® ¿ ´»¨·½±ó
¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· × º±® ¿ ¹¿³» Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò)ò
ß ¬®¿¬»¹§ · Í· · °»®³··¾´» ·ºº ·¬ · ®¿¬·±²¿´ º±® ±³» ¬· Ì· ©¸·½¸ »¨°®»»
½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±² ¿²¼ °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò · · °®±°»®´§ ®¿¬·±ó
²¿´·¦¿¾´» ·ºº ·¬ · ®¿¬·±²¿´ º±® ±³» ¬· Ì· ©¸·½¸ »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·²
½¿«¬·±² ¿²¼ ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»ò

Í·²½» ®»°»½¬ ±º ¬¸» ±°°±²»²¬ù °®»º»®»²½» ·³°´·» °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ¬¸» ±°°±ó
²»²¬ù ®¿¬·±²¿´·¬§ô °®±°»® ®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§ ·³°´·» °»®³··¾·´·¬§ô ©¸·´» ¬¸» ®»ª»®»
¼±» ²±¬ ¸±´¼ò

4.2.2 Incomplete information model

·²º±®³¿¬·±² ©¸·½¸ · ¬¸» ½±«²¬»®°¿®¬ ±º ¬¸» °®±¾¿¾·´·¬·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸
·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ·²¬®±¼«½»¼ ¾§ Þ¿¬¬·¹¿´´· ÅïðÃ ¿²¼ º«®¬¸»® ¼»ª»´±°»¼ ·²

±³» ½±²¼·¬·±² ±² ¬§°» ·² «½¸ ¿ ³±¼»´ò

ò
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= (Òô Í· · Ò)ò Ú±® »¿½¸ · Òô
´»¬ Ê· ¾» ¬¸» »¬ ±º «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ª· æ Íï Íî ò ß
³±¼»´ º±® ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² · ¿ ¬«°´» Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ©¸»®»

ø¿÷ ·

ø¾÷ ©· · ¿ ³¿°°·²¹ ¬¸¿¬ ¿·¹² ¬± »¿½¸ · · ¿ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ©·( ·) Ê·ô ¿²¼

ø½÷ · · ¿ ³¿°°·²¹ ¬¸¿¬ ¿·¹² ¬± »¿½¸ · · ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º ±ª»® (Í¶

¶)ô ·ò»òô ·( ·) = ( ·ïô ·îô òòòô ·Õ) ©¸»®» ·µ (Í¶ ¶) º±® µ = ïô òòòô Õò

Ý±²½»°¬ «½¸ ¿ � · ¼»»³ (¶ô ¶) °±·¾´»�¿²¼ � · ¼»»³ (¶ô ¶)

³±®» ´·µ»´§ ¬¸¿² (¶ô ¶)

»¿½¸ · ·ô ©» «» ¶( ·) ¬± ¼»²±¬» ¬¸» »¬ ±º ¬§°» ·² ¶ ¼»»³»¼ °±·¾´»

¾§ ·ò Ú±® »¿½¸ · · ¿²¼ ª· Ê·ô
ª·
· · ¬¸» ¿«¨·´·¿®§ ¬§°» ¿¬·º§·²¹ ¬¸¿¬

·(
ª·
· ) = ·( ·) ¿²¼ ©·(

ª·
· ) = ª·ò

Ú±® »¿½¸ · Í·ô ª· Ê·ô ¿²¼ · · ©·¬¸ ·( ·) = ( ·ïô ·îô òòòô ·Õ)ô ´»¬
ª·(·ô ·) = (ª·(·ô ·ï)ô òòòô ª·(·ô ·Õ)) ©¸»®» º±® »¿½¸ µ = ïô òòòô Õô ª·(·ô ·µ) æ=

(¶ô ¶) Í¶ ¶ ·µ(¶ô ¶)ª·(·ô ¶)ò Ú±® »¿½¸ ·ô · Í· ¿²¼ · ·ô ©» ¿§ ¬¸¿¬ ·

°®»º»® ½· ¬± ½· ·ºº ©·( ·)(½·ô ·) > ©·( ·)(·ô ·)ò ß ·² Í»½¬·±² ìòîòïô ¬¸· · ¿´± ¬¸»
´»¨·½±¹®¿°¸·½ ½±³°¿®·±² ¾»¬©»»² ¬©± ª»½¬±®ò · · ®¿¬·±²¿´ ø±® ±°¬·³¿´÷ º±® · ·ºº

· ¼±» ²±¬ °®»º»® ¿²§ ¬®¿¬»¹§ ¬± ·ò

ò ß ¬§°» · · · ½¿«¬·±« ·ºº º±® »¿½¸ ¶ Í¶ ¿²¼

»¿½¸ ¶ ¶( ·)ô ¬¸»®» · ±³» «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ª¶ Ê¶ «½¸ ¬¸¿¬ · ¼»»³ (¶ô
ª¶

¶ )

°±·¾´»ò

·² °®±¾¿¾·´·¬·½ ³±¼»´ ø°òíïî÷ ·²¬± ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ³±¼»´ò ×¬ · ¬¸» ½±«²¬»®°¿®¬ ±º

±²´§ ¼·ºº»®»²½» · ¬¸¿¬ ·² ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ³±¼»´ ©» ¿´´±© ¼·ºº»®»²¬ «¬·´ó
·¬§ º«²½¬·±² ·²½» ½¶ ©·´´ ¾» ®»¯«·®»¼ ¬± ¾» ®¿¬·±²¿´ º±® ¬¸» °¿·®»¼ ¬§°»ò

ò ß ¬§°» · · ¾»´·»ª» ·² ¶ù ®¿¬·±²¿´·¬§ ·ºº

· ¼»»³ (¶ô ¶) °±·¾´» ±²´§ ·º ¶ · ®¿¬·±²¿´ º±® ¶ò

×² ¿² ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ³±¼»´ô ·²½» »¿½¸ ¬§°» · ¿·¹²»¼ ©·¬¸ ¿ ¾»ó
´·»º ¿¾±«¬ ¬¸» ±°°±²»²¬ù ½¸±·½»ó¬§°» °¿·® ¿ ©»´´ ¿ ¿ °¿§±ºº º«²½¬·±²ô ½¿«¬·±²

½¿«¬·±² ¿²¼ øº«´´÷ ®¿¬·±²¿´·¬§ · ¬¸» »»²¬·¿´ ¼·ºº»®»²½» ±º ³±¼»´ ©·¬¸ ·²½±³°´»¬»
·²º±®³¿¬·±² º®±³ ¬¸±» ©·¬¸ ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ò Î¿¬·±²¿´·¬§ ¼±» ²±¬ ¿°°»¿®
·² ¬¸» ½±²¼·¬·±² º±® ±«® ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±²ò Ò»ª»®¬¸»´»ô ·² ¬¸» °®±±º ©» ©·´´

ø·²½´«¼·²¹ ½¿«¬·±²÷ ¿ ©»´´ ¿ ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò É» ©·´´ ¼·½«
³±®» ¿¾±«¬ ¬¸· ½±²·¬»²½§ ¾»¬©»»² ½¿«¬·±² ¿²¼ ®¿¬·±²¿´·¬§ ·² Í»½¬·±² ìòìòí ¿²¼
ìòìòëò

Ú±® »¿½¸ «·ô ª· Ê· ¼(«·ô ª·) ¾»¬©»»² «·ô ª· ¾§ ¼(«·ô ª·) =
[  Í(«·() ª·())

î]ïñîò Ì¸· · ¬¸» Û«½´·¼»¿² ¼·¬¿²½» ±² Ýò É» ½¸±±» ·¬ · ¶«¬

MODELS êí



±«¬ ±º ·³°´·½·¬§ò ß²§ ¼·¬¿²½» ¿¬·º§·²¹ ¬¸» ¬¸®»» ½±²¼·¬·±² ·² Í»½¬·±² íòí ±º
Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃ ¿´± ©±®µ ·² ±«® ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±²ò

ß °®±¾´»³ ¸»®» · ¬¸¿¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¿®» ²«³»®·½¿´ ®»°®»»²¬¿¬·±² ±º °®»ºó
»®»²½»ô §»¬ ¬¸» Û«½´·¼»¿² ¼·¬¿²½» ³»¿«®» ½¿®¼·²¿´ ·³·´¿®·¬§ ¾»¬©»»² «¬·´·¬§
º«²½¬·±² ®¿¬¸»® ¬¸¿² ¬¸» ·³·´¿®·¬§ ¾»¬©»»² °®»º»®»²½» ¬¸»§ ®»°®»»²¬ò Ú±® »¨ó
¿³°´»ô ¬¸±«¹¸ ³«´¬·°´§·²¹ «· ©·¬¸ ¿ °±·¬·ª» ²«³¾»® ´»¿¼ ¬± ¬¸» ¿³» °®»º»®ó
»²½» ®»°®»»²¬»¼ ¾§ «·ô ·¬ Û«½´·¼»¿² ¼·¬¿²½» º®±³ «· ³¿§ ¾» ´¿®¹»ò ×² Í»½¬·±²

Ê· ¿²¼ ¸±© ¬¸¿¬ ¬¸» ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±²
¬·´´ ¸±´¼ «²¼»® ¬¸¿¬ ¼·¬¿²½»ò

« ¿²¼ «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»º÷ò
Ý±²·¼»® ¿ ¬®¿¬»¹·½ ¹¿³» º±®³ = (Òô Í· · Ò)ô ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´
Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò º±® ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ô ¿²¼ ¿ °¿·® « = («·)· Ò

±º «¬·´·¬§ º«²½¬·±²ò

øëòï÷ ß ¬§°» · · °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± « ·ºº ·ù ´»ª»´óï ¾»ó
´·»º ±²´§ ¿·¹² °±·¬·ª» °®±¾¿¾·´·¬§ ¬± (¶ô ¶) ¼(©¶( ¶)ô «¶)

¼(©¶( ¶)ô «¶) º±® ¿´´ ¶ ¶( ·) ©·¬¸ ¶( ¶) = ¶( ¶)ò

øëòî÷ ß ¬§°» · · ¸¿ «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»º ·ºº º±® ¿²§ ¶ô ¶ Í¶ô ¿²§ ¶ ¶ô ¿²¼ ¿²§

ª¶ô ª¶ Ê¶ «½¸ ¬¸¿¬ (¶ô
ª¶

¶ ) ¿²¼ (¶ô
ª¶

¶ ) ¿®» ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ ·ô ·¬ ¸±´¼ ¬¸¿¬ ·

¼»»³ (¶ô
ª¶

¶ ) (¶ô
ª¶

¶ ) ©¸»²»ª»® ¼(ª¶ô «¶) < ¼(ª¶ô «¶)ò

´·»ºò øëòï÷ ®»¯«·®» ¬¸¿¬ · °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² ¬§°» ¶ ±²´§ ·º ¶ù «¬·´·¬§ º«²½¬·±²
· ¬¸» ²»¿®»¬ ¬± «¶ ¿³±²¹ ¿´´ ¬§°» ¸¿®·²¹ ¬¸» ¿³» ¾»´·»º ©·¬¸ ¶ò øëòî÷ ®»¯«·®»
¬¸¿¬ ¬¸» ¬§°» ±º ¶ ¸¿®·²¹ ¬¸» ¿³» ¾»´·»º ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ · ¿®» ¿®®¿²¹»¼
¿½½±®¼·²¹ ¬± ¬¸» ¼·¬¿²½» ±º ¬¸»·® ¿·¹²»¼ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² º®±³ «¶ æ ¬¸» º¿®¬¸»®
¿ ¬§°» ¶ù «¬·´·¬§ º«²½¬·±² · º®±³ «¶ô ¬¸» ´¿¬»® ¶ ±½½«® ·² ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»ó
´·»º ±º ·

´»¨·½±¹®¿°¸·½ ³±¼»´ ¿²¼ øëòï÷ · ¿ ©»¿µ»® ª»®·±² ±º øëòî÷ò

Ì¸» »»²¬·¿´ ¼·ºº»®»²½» ¾»¬©»»² ±«® ½±²¼·¬·±² ¿²¼ Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃù º±®

¬± «÷ò Ý±²·¼»® ¿ ¬®¿¬»¹·½ ¹¿³» º±®³ = (Òô Í· · Ò)ô ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·ó
¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò º±® ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ô ¿²¼ ¿ °¿·®
« = («·)· Ò ±º «¬·´·¬§ º«²½¬·±²ò

øêòï÷ ß ¬§°» · · ¾»´·»ª» ·² ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬ ½¸±·½» ±º ¶ · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬
¬± « ·ºº º±® ¿²§ (¶ô ¶)ô (¶ô ¶) ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ · ©·¬¸ ¶( ¶) = ¶( ¶)ô ·º ¶ ·

±°¬·³¿´ º±® ¶( ¶) ·² «¶ ¾«¬ ¶ · ²±¬ô ¬¸»² ¼(©¶( ¶)ô «¶) < ¼(©¶( ¶)ô «¶)ò

øêòî÷ ß ¬§°» · · ¾»´·»ª» ·² ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» ±º ¶ · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»®
¬± « ·ºº º±® ¿²§ (¶ô ¶)ô (¶ô ¶) ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ · ©·¬¸ ¶( ¶) = ¶( ¶)ô ·º

«¶(¶ô ¶) > «¶(¶ô ¶)ô ¬¸»² ¼(©¶( ¶)ô «¶) < ¼(©¶( ¶)ô «¶)ò

êì CHARACTERIZING RATIONALIZABILITIES BY INCOMPLETE INFORMATION



øêòï÷ ®»¯«·®» ¬¸¿¬ º±® »¿½¸ ¾»´·»º ±º °´¿§»® ¶ô ¿ ½¸±·½» ±°¬·³¿´ º±® ¬¸¿¬ ¾»´·»º ¸±«´¼
¾» «°°±®¬»¼ ¾§ ¬¸» ²»¿®»¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¬± «¶ò øêòî÷ ®»¯«·®» ¬¸¿¬ º±® »¿½¸ ¾»ó
´·»º ±º °´¿§»® ¶ô ¿ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² «°°±®¬·²¹ ¿ �¾»¬¬»®�½¸±·½» ø·ò»òô ¶÷ ¸±«´¼ ¾»
²»¿®»® ¬± «¶ ¬¸¿² ±²» «°°±®¬·²¹ ¿ �©±®»�½¸±·½» ø·ò»òô ¶÷ò ×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ øêòî÷

· ¬®±²¹»® ¬¸¿² øêòï÷ò

»¿½¸ (¶ô ¶) ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ ·ô ©¶( ¶) · ¬¸» ²»¿®»¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ·² Ê¶ ¬±
«¶ ¿³±²¹ ¬¸±» ¿¬ ©¸·½¸ ¶ · ®¿¬·±²¿´ «²¼»® ¶( ¶)ò ×¬ ½¿² ¾» ¸±©² ¾§ Ô»³³¿

²±¬ ·² ¹»²»®¿´ »¨·¬ º±® ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»ºò Ì¸¿¬ ·ô ¹·ª»² «¶ Ê¶ô ¶ Ý¶ô ¿²¼ ¿
´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º ¶ô ¬¸»®» ³¿§ ²±¬ »¨·¬ ª¶ Ê¶ ¿¬·º§·²¹ ¬¸¿¬ øï÷ ¶ · ®¿¬·±²¿´

¿¬ ª¶ «²¼»® ¶ô ¿²¼ øî÷ ¬¸»®» · ²± ª¶ Ê¶ «½¸ ¬¸¿¬ ¶ · ®¿¬·±²¿´ ¿¬ ª¶ º±® ¶ ¿²¼

¼(ª¶ô «¶) < ¼(ª¶ô «¶)ò Í»» ¬¸» º±´´±©·²¹ »¨¿³°´»ò

Û¨¿³°´» ìòîòï øÒ± ²»¿®»¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±²÷ò Ý±²·¼»® ¿ ¹¿³» Ù ©¸»®» °´¿§»®
ï ¸¿ ¬®¿¬»¹·» ßô Þô ¿²¼ Ý ¿²¼ °´¿§»® î ¸¿ ¬®¿¬»¹·» Üô Ûô ¿²¼ Úò Ì¸» °¿§±ºº
º«²½¬·±² «ï ±º °´¿§»® ï · ¿ º±´´±© æ

«ï Ü Û Ú
ß ï ï ï
Þ ï ï ð
Ý ï ð ï

Ô»¬ ï = (Üô Ûô Ú)ô ¬¸¿¬ ·ô °´¿§»® ï ¼»»³ °´¿§»® îù ½¸±·½» Ü
´·µ»´§ ¬¸¿² Û ¿²¼ Û Úò ×² «ïô ß · ®¿¬·±²¿´ º±® ï ¾«¬ Þ
· ²±¬ò Ò±© ©» ¸±© ¬¸¿¬ ¬¸»®» · ²± ²»¿®»¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¬± «ï ¿¬ ©¸·½¸ Þ ·
®¿¬·±²¿´ «²¼»® ïò Í«°°±» ¬¸»®» · «½¸ ¿ º«²½¬·±² ªï Êïò Ô»¬ ¼ = ¼(ªïô «ï)ò ×¬
½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¼ > ðò Ý±²·¼»® ¬¸» º±´´±©·²¹ ªï æ

ªï Ü Û Ú
ß ï ï ï

Þ ï+ ¼
î ï ð

Ý ï ð ï

Þ · ¿´± ®¿¬·±²¿´ ¿¬ ªï «²¼»® ïô ©¸·´» ¼(ªïô «ï) =
¼
î < ¼ = ¼(ªïô «ï)ô ¿ ½±²¬®¿ó

¼·½¬·±²ò ß´±ô »ª»² ¬¸±«¹¸ Þ · °®»º»®®»¼ ¬± Ý ·² «ï «²¼»® ïô ·¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬

º±® »¿½¸ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ªÞ
ï ·² ©¸·½¸ Þ · ®¿¬·±²¿´ «²¼»® ïô ¬¸»®» · ±³» ªÝ

ï Êï

¿¬·º§·²¹ øï÷ Ý · ±°¬·³¿´ ·² ªÝ
ï «²¼»® ïô ¿²¼ øî÷ ¼(ªÝ

ï ô «ï) < ¼(ªÞ
ï ô «ï)ò ×²¼»»¼ô

¬¸· ½¿² ¾» ¼±²» ¾§ ´»¬¬·²¹ ªÝ
ï (Ýô Ü) = ï+ ¼(ªÞ

ï ô «ï)ñî ¿²¼ ªÝ
ï (ïô î) = «ï(ïô î)

º±® ¿´´ ±¬¸»® (ïô î) Íï Íîò

Û¨¿³°´» ìòîòï ¸±© ¬¸¿¬ ¬¸» ®»´¿¬·±²¸·° ¾»¬©»»² °®»º»®»²½» ¿³±²¹ ½¸±·½»
¿²¼ ¬¸» ¼·¬¿²½» ±º «¬·´·¬§ º«²½¬·±² º®±³ ¬¸» ±®·¹·²¿´ ±²» · ³±®» ½±³°´·½¿¬»¼ º±®

MODELS êë



·²¹ ´»³³¿ ¹«¿®¿²¬»» ¬¸» »¨·¬»²½» ±º «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¿¬·º§·²¹ ¬¸» ½±²¼·¬·±²
«· ¿²¼ ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½

¾»´·»º ·ô ½±®®»°±²¼·²¹ ¬± ¬¸» »¯«»²½» ·ïô òòòô ·Ó ±º ·ù ¬®¿¬»¹·» ¿®®¿²¹»¼ º®±³
¬¸» ³±¬ ¬± ¬¸» ´»¿¬ °®»º»®®»¼ ¿¬ «· «²¼»® ·ô ¬¸»®» · ¿ »¯«»²½» ª·ïô òòòô ª·Ó ±º
«¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¿®®¿²¹»¼ º®±³ ¬¸» ²»¿®»¬ ¬± ¬¸» º¿®¬¸»¬ ¬± «· «½¸ ¬¸¿¬ º±® »¿½¸
³ = ïô òòòô Óô ·³ · ®¿¬·±²¿´ ¿¬ ª·³ «²¼»® ·ò Ì¸· ´»³³¿ °´¿§ ¿ ·³·´¿® ®±´» ·² ±«®
½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ¿ Ô»³³¿ ëòì ¿²¼ ëòë ·² Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃò

ò Ý±²·¼»® ¿ ¬®¿¬»ó
¹·½ ¹¿³» º±®³ = (Òô Í· · Ò)ô «· Ê·ô ¿²¼ · = ( ·ïô ·îô òòòô ·Õ) «½¸ ¬¸¿¬

·µ (Í¶) º±® »¿½¸ µ = ïô òòòô Õò Ô»¬ ·( ·) = (Í·ïô Í·îô òòòô Í·Ô) ¾» ¿ °¿®¬·¬·±² ±º Í·

¿¬·º§·²¹ ¬¸¿¬ øï÷ º±® »¿½¸ ` = ïô òòòô Ô ¿²¼ »¿½¸ ·`ô ·` Í·`ô «·(·`ô ·) = «·(·`ô ·)ô
¿²¼ øî÷ º±® »¿½¸ ` = ïô òòòô Ô ïô »¿½¸ ·` Í·` ¿²¼ ·ô`+ï Í·ô`+ïô «·(·`ô ·) >
«·(·ô`+ïô ·)ò Ì¸¿¬ ·ô ·( ·) · ¬¸» »¯«»²½» ±º »¯«·ª¿´»²½» ½´¿» ±º ¬®¿¬»¹·» ·²
Í· ¿®®¿²¹»¼ º®±³ ¬¸» ³±¬ °®»º»®®»¼ ¬± ¬¸» ´»¿¬ °®»º»®®»¼ «²¼»® ·ò

Ì¸»² ¬¸»®» ¿®» ª·ïô òòòô ª·Ô Ê· ¿¬·º§·²¹

ø¿÷ ª·ï = «·ô

ø¾÷ Ú±® »¿½¸ ` = ïô òòòô Ô ¿²¼ »¿½¸ ·` Í·`ô ·` · ®¿¬·±²¿´ ¿¬ ª·` «²¼»® ·ô ¿²¼

ø½÷ Ú±® »¿½¸ ` = ïô òòòô Ô ïô ¼(ª·`ô «·) < ¼(ª·ô`+ïô «·)ò

Ð®±±ºò É» ½±²¬®«½¬ ¿ »¯«»²½» ¿¬·º§·²¹ ø¿÷óø½÷ ¾§ ·²¼«½¬·±²ò Ú·®¬ô ´»¬ ª·ï = «·ò
Í«°°±» ¬¸¿¬ º±® ±³» ` ïô òòòô Ô ï ª·ïô òòòô ª·` ¿¬·º§·²¹ ø¿÷ó

ª·ô`+ïò ×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¬¸»®» »¨·¬ Û`+ï > ð
«½¸ ¬¸¿¬ ª·`(·ô`+ïô ·ï) + Û`+ï > ª·`(·`ô ·ï) º±® ¿´´ ·` Í·` ¿²¼ ·ô`+ï Í·ô`+ïò

ª·ô`+ï ¿ º±´´±©æ º±® »¿½¸ (·ô ¶) Íô

ª·ô`+ï(·ô ¶) =
ª·`(·ô ¶) + Û`+ï ·º · Í·ô`+ï ¿²¼ ¶ «°° ·ï

ª·`(·ô ¶) ±¬¸»®©·»

×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ »¿½¸ ·ô`+ï Í·ô`+ï · ®¿¬·±²¿´ ¿¬ ª·ô`+ï «²¼»® ·ò ß´±ô ·²½»

¼(ª·ô`+ïô ª·`) = (Û
î
`+ï Í·ô`+ï «°° ·ï )

ïñî > ðô ¼(ª·ô`+ïô «·) = ¼(ª·ô`+ïô ª·`) +
¼(ª·²ô «·) > ¼(ª·²ô «·)ò Þ§ ·²¼«½¬·±²ô ©» ½¿² ±¾¬¿·² ¿ »¯«»²½» ª·ïô òòòô ª·Ô Ê·

¿¬·º§·²¹ ø¿÷óø½÷ò

×¬ ¸±«´¼ ¾» ²±¬»¼ ¬¸¿¬ô ¹·ª»² «· ¿²¼ ·ô ¬¸» »¯«»²½» ª·ïô òòòô ª·Ô ¿¬·º§·²¹ ø¿÷ó
ø½÷ · ²±¬ «²·¯«»ò Ì¸» ¾¿·½ ·¼»¿ ¾»¸·²¼ ¬¸· ·²¼«½¬·ª» ½±²¬®«½¬·±² · ¼»°·½¬»¼ ¿
º±´´±©ò Í«°°±» ¬¸¿¬ «·(·ïô ·) > «·(·îô ·) > òòò > «·(·Òô ·)ô ¬¸¿¬ ·ô ·( ·) =
( ·ï ô ·î ô òòòô ·Ò )ô ¬¸»²

(·ïô ·îô ·íô òòòô ·Ò) ª·î (·îô ·ïô ·íô òòòô ·Òô ) òòò ª·Ò (·Òô ·ôÒ ïô òòòô ·ï)

×²º±®³¿´´§ °»¿µ·²¹ô ©» ¬¿µ» »¯«·ª¿´»²¬ ½´¿» ±º ½¸±·½» ±²» ¾§ ±²» ¬± ¬¸» º±®»ó
³±¬ ´±½¿¬·±² ±º ¬¸» »¯«»²½» ¿½½±®¼·²¹ ¬± ¬¸» ±®¼»® ±º °®»º»®»²½» ·² «· «²¼»® ·ò
Ì¸» º±´´±©·²¹ »¨¿³°´» ¸±© ¸±© ¬¸· ½±²¬®«½¬·±² ©±®µò

êê CHARACTERIZING RATIONALIZABILITIES BY INCOMPLETE INFORMATION



Û¨¿³°´» ìòîòïò Ý±²·¼»® «ï ·² Û¨¿³°´» ìòîòïò Ë²¼»® ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º

ï = (Üô Ûô Ú)ô ß · °®»º»®®»¼ ¬± Þ ¿²¼ Þ · °®»º»®®»¼ ¬± Ý ·² «ïô ¬¸¿¬ ·ô ï( ï) =
( ß ô Þ ô Ý ) ªïïô ªïîô ªïí ¿ º±´´±©æ

«ï = ªïï Ü Û Ú
ß ï ï ï
Þ ï ï ð
Ý ï ð ï

ªïî Ü Û Ú
ß ï ï ï
Þ î ï ð
Ý ï ð ï

ªïí Ü Û Ú
ß ï ï ï
Þ î ï ð
Ý í ð ï

ß¬ ªïïô ¬¸» ±®¼»® ±º °®»º»®»²½» · (ßô Þô Ý) «²¼»® ïô ¿¬ ªïî ·¬ · (Þô ßô Ý)ô ¿²¼ ¿¬
ªïí ·¬ · (Ýô Þô ß)ò

4.3 Characterizations

Í± º¿® ©» ¸¿ª» ·²¬®±¼«½»¼ ¬©± ¼·ºº»®»²¬ ¹®±«° ±º ½±²½»°¬ º±® ¬®¿¬»¹·½ ¹¿³»æ
±²» ·²½´«¼» °»®³··¾·´·¬§ ¿²¼ °®±°»® ®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§ ©·¬¸·² ¿ ½±³°´»¬» ·²º±®ó
³¿¬·±² º®¿³»©±®µô ¬¸» ±¬¸»® ½±²¬¿·² ª¿®·±« ½±²¼·¬·±² ±² ¬§°» ©·¬¸·² ¿² ·²ó
½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º®¿³»©±®µò ×² ¬¸· »½¬·±² ©» ©·´´ ¸±© ¬¸¿¬ ¬¸»®» ¿®»
½±®®»°±²¼»²½» ¾»¬©»»² ¬¸»³ò

4.3.1 Statements and an example

Ì¸· «¾»½¬·±² ¹·ª» ¬©± ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ®»«´¬ ¿²¼ ¿² ·´´«¬®¿¬·ª» »¨¿³°´»ò

Ì¸»±®»³ ìòíòï øÝ¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ±º °»®³··¾·´·¬§÷
¬®¿¬»¹·½ ¹¿³» Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ¿²¼ ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¹¿³» º±®³ =
(Òô Í· · Ò)ò

Ì¸»²ô · Í·

»°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º±® ¿²¼
±³» · · ©·¬¸ ©·( · ) = «· «½¸ ¬¸¿¬

ø¿÷ · · ®¿¬·±²¿´ º±® · ô ¿²¼ô

ø¾÷ · »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «¬·´·¬·» ²»¿®»¬
¬± «ô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬ ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± «ò

Ì¸»±®»³ ìòíòî øÝ¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ±º °®±°»® ®¿¬·±²¿´·¦¿¾·´·¬§÷
îó°»®±² ¬®¿¬»¹·½ ¹¿³» Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ¿²¼ ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¹¿³»
º±®³ = (Òô Í· · Ò)ò

Ì¸»²ô · Í·

·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò º±® ¿²¼ ±³» · · ©·¬¸
©·( · ) = «· «½¸ ¬¸¿¬

CHARACTERIZATIONS êé



ø¿÷ · · ®¿¬·±²¿´ º±® · ô ¿²¼

ø¾÷ · »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»®
½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «ò

Ì± ¸±© ¬¸»» ¬¿¬»³»²¬ô ©» ©·´´ ½±²¬®«½¬ ¿ ½±®®»°±²¼»²½» ¾»¬©»»² ½±³ó
°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ³±¼»´ ¿²¼ ·²½±³°´»¬» ±²» ¿²¼ ¸±© ¬¸¿¬ ½±²¼·¬·±² ±² ¿
¬§°» ·² ±²» ³±¼»´ ½¿² ¾» ¬®¿²º±®³»¼ ·²¬± ¿ °®±°»® ½±²¼·¬·±² ±² ¬¸» ½±®®»°±²¼ó
·²¹ ¬§°» ·² ¬¸» ½±²¬®«½¬»¼ ³±¼»´ò Þ»º±®» ¬¸» º±®³¿´ °®±±ºô ©» «» ¬¸» º±´´±©·²¹
»¨¿³°´» ¬± ¸±© ¬¸» ·²¬«·¬·±²ò

Û¨¿³°´» ìòíòïò Ý±²·¼»® ¬¸» º±´´±©·²¹ ¹¿³» Ù øÐ»®»¿ ÅïïðÃô °òïçð÷æ

«ï «î Ü Û Ú
ß ðô í ïô î ïô ï
Þ ïô í ðô î ïô ï
Ý ïô í ïô î ðô ï

¿²¼ ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ³±¼»´ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò º±® Ù ©¸»®» Ìï = ¬ï ô Ìî = ¬î ô
¿²¼

¾ï(¬ï) = ((Üô ¬î)ô (Ûô ¬î)ô (Úô ¬î))ô ¾î(¬î) = ((Ýô ¬ï)ô (Þô ¬ï)ô (ßô ¬ï))ò

×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ Ü · °®±°»®´§ ®¿¬·±²¿´·¦¿¾´» ø¿²¼ ¬¸»®»º±®» °»®³··¾´»÷ ·²½»
·¬ · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬î ©¸·½¸ »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±² ¿²¼ ®»°»½¬ ±º
°®»º»®»²½»ò Ý±²·¼»® ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò

©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º±® ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¹¿³» º±®³ ©¸»®» ï = ïïô

ïîô ïí ô î = îïô îîô îí ô ¿²¼

©ï( ïï) = «ïô ï( ïï) = ((Üô îï)ô (Ûô îî)ô (Úô îí))ô

©ï( ïî) = ªïô ï( ïî) = ((Üô îï)ô (Ûô îî)ô (Úô îí))ô

©ï( ïí) = ªïô ï( ïí) = ((Üô îï)ô (Ûô îî)ô (Úô îí))ô

©î( îï) = «îô î( îï) = ((Ýô ïï)ô (Þô ïî))ô (ßô ïí))ô

©î( îî) = ªîô î( îî) = ((Ýô ïï)ô (Þô ïî))ô (ßô ïí))ô

©î( îí) = ªîô î( îí) = ((Ýô ïï)ô (Þô ïî))ô (ßô ïí))ò

©¸»®»

ªï Ü Û Ú
ß ð ï ï
Þ î ð ï
Ý ï ï ð

ô

ªï Ü Û Ú
ß í ï ï
Þ î ð ï
Ý ï ï ð

ô

ªî Ü Û Ú
ß í î ï
Þ í î ï
Ý í ì ï

ô

ªî Ü Û Ú
ß í î ï
Þ í î ï
Ý í ì ë

ò

Ú±® »¿½¸ · Òô ·ïô ·îô ¿²¼ ·í ¸¿ª» ¬¸» ¿³» ¾»´·»ºå ¬¸» ±²´§ ¼·ºº»®»²½» ´·» ·² ¬¸»·®
¿·¹²»¼ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ·²½» »¿½¸ ¸±«´¼ «°°±®¬ ±³» ½¸±·½»ò Ì¸» ®»´¿¬·±²
¾»¬©»»² Ó·² ¿²¼ Ó½± ½¿² ¾» »»² ½´»¿®´§ ¸»®»æ º±® »¿½¸ · Òô ·ïô ·îô ¿²¼ ·í
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½±®®»°±²¼ ¬± ¬· ·² ¬¸» »²» ¬¸¿¬ ¬¸» ¾»´·»º ±º ¬¸» º±®³»® · ±¾¬¿·²»¼ ¾§ ®»°´¿½·²¹
»ª»®§ ±½½«®®»²½» ±º ¬¶ ·² ¬¸» ¾»´·»º ±º ¬· ¾§ ¬¸» ¬§°» ½±®®»°±²¼·²¹ ¬± ¬¶ ·² Ó·²

¿¬ ©¸·½¸ ¬¸» °¿·®»¼ ½¸±·½» · ±°¬·³¿´ò ×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ïï »¨°®»» ½±³³±²
º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§
«¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± « ø¬¸»®»º±®» °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± « ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿
¾»¬ ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± «÷ò ß´±ô ·²½» ¬¸» ¿·¹²»¼ «¬·´·¬§
º«²½¬·±² ±º ïï · «ïô Ý · ®¿¬·±²¿´ º±® ïïò

Ì¸· »¨¿³°´» ½¿² ¾» «»¼ ¬± ¸±© ¬¸» ¼·ºº»®»²½» ¾»¬©»»² Ì¸»±®»³ ìòíòï ¿²¼
îò Ý±²·¼»® ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ (Ì· ô ¾·)· × º±® Ù ©¸»®» Ìï = ¬ï ô
Ìî = ¬î ô ¿²¼

¾ï(¬ï) = ((Üô ¬î)ô (Úô ¬î)ô (Ûô ¬î))ô ¾î(¬î) = ((Þô ¬ï)ô (Ýô ¬ï)ô (ßô ¬ï))ò

×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¬ï · »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±² ¿²¼ °®·³¿®§ ¾»ó
´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò É» ½¿² ½±²¬®«½¬ ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½
³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò º±® ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¹¿³» º±®³ ©·¬¸ ·²½±³°´»¬»
·²º±®³¿¬·±² ©¸»®» ï = ïïô ïîô ïí ô î = îïô îîô îí ô ¿²¼

©ï( ïï) = «ïô ï( ïï) = ((Üô îï)ô (Úô îî)ô (Ûô îí))ô

©ï( ïî) = ªïô ï( ïî) = ((Üô îï)ô (Úô îî)ô (Ûô îí))ô

©ï( ïí) = ªïô ï( ïí) = ((Üô îï)ô (Úô îî)ô (Ûô îí))ô

©î( îï) = «îô î( îï) = ((Þô ïï)ô (Ýô ïî))ô (ßô ïí))ô

©î( îî) = ªîô î( îî) = ((Þô ïï)ô (Ýô ïî))ô (ßô ïí))ô

©î( îí) = ªîô î( îí) = ((Þô ïï)ô (Ýô ïî))ô (ßô ïí))ò

×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ïï »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô °®·³¿®§ ¾»´·»º ·²
«¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± «ô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬ ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± «ò
Ñ² ¬¸» ±¬¸»® ¸¿²¼ô ·¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¬ï ¼±» ²±¬ ®»°»½¬ °´¿§»® îù °®»º»®»²½»ô
·²½» Û · ¿´©¿§ °®»º»®®»¼ ¬± Úô ©¸·´» ¬ï ¼»»³ Ú Ûò

×² Ó·²ô ¬¸· ½¿² ¾» »»² ·² ¬¸» ª·±´¿¬·±² ±º «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»º ·² ïïô ¬¸¿¬ ·ô ¬¸±«¹¸

î( îî) = ï( îí) ¿²¼ ¼(©î( îî)ô «î) = ¼(ªîô «î) = ïð > ¼(©î( îí)ô «î) =
¼(ªîô «î) = ïô ïï ¼»»³ (Úô îî) (Ûô îí)ò

4.3.2 Proof of Theorem 4.3.1

Ì± ¸±© ¬¸» ±²´§ó·º °¿®¬ ±º Ì¸»±®»³ ìòíòïô ©» ½±²¬®«½¬ ¬¸» º±´´±©·²¹ ³¿°°·²¹

©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ò Ý±²·¼»® Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò)
´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ©·¬¸ ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º±®
Ù
¬©± ¬»°æ
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Í¬»° ïò Ú±® »¿½¸ · Ò ¿²¼ ¬· Ì·ô ´»¬ ·(¬·) = (Í·ïô òòòô Í·Ô) ¾» ¬¸» °¿®¬·¬·±² ±º
Í· ·(¬·) · ¬¸» »¯«»²½» ±º »¯«·ª¿´»²½» ½´¿»
±º ¬®¿¬»¹·» ·² Í· ¿®®¿²¹»¼ º®±³ ¬¸» ³±¬ °®»º»®®»¼ ¬± ¬¸» ´»¿¬ °®»º»®®»¼ «²¼»®
¬·ò Þ§ Ô»³³¿ ìòîòïô º±® »¿½¸ Í·` ¬¸»®» · ±³» ª·`(¬·) Ê· «½¸ ¬¸¿¬ »¿½¸ ½¸±·½»
·² Í·` · ®¿¬·±²¿´ ¿¬ ª·`(¬·) «²¼»® ¬·ô ¿²¼ ð = ¼(ª·ï(¬·)ô «·) < ¼(ª·î(¬·)ô «·) < òòò <
¼(ª·Ô(¬·)ô «·)ò

Í¬»° î ·(¬·) = ·ï(¬·)ô òòòô ·Ô(¬·) ©¸»®» º±® »¿½¸ ` = ïô òòòô Ôô ¬¸» ¬§°»

·`(¬·) ©·( ·`(¬·)) = ª·`(¬·)ô ¿²¼ øî÷ ·( ·`(¬·)) · ±¾¬¿·²»¼ º®±³
¾·(¬·) ¾§ ®»°´¿½·²¹ »ª»®§ (¶ô ¬¶)©·¬¸ ¶ Í¶® ¶(¬¶) º±® ±³» ® ©·¬¸ (¶ô ¶)©¸»®»

¶ = ¶®(¬¶)ô ¬¸¿¬ ·ô ©¶( ¶) · ¬¸» «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¿³±²¹ ¬¸±» ½±®®»°±²¼·²¹ ¬±

¶(¬¶) ·² ©¸·½¸ ¶ · ¬¸» ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·ò

Ú±® »¿½¸ · Òô ´»¬ · = ¬· Ì· ·(¬·)

·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò º±® ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¹¿³»
º±®³ = (Òô Í· · Ò) ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ò ×² ¬¸» º±´´±©·²¹ »¨¿³°´»
©» ¸±© ¸±© ¬¸· ½±²¬®«½¬·±² ¹±»ò

Û¨¿³°´» ìòíòîò Ý±²·¼»® ¬¸» º±´´±©·²¹ ¹¿³» Ù øÐ»®»¿ ÅïïðÃô °òïèè÷æ

«ï «î Ý Ü
ß ïô ð ðô ï
Þ ðô ð ðô ï

¿²¼ ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ±º ©¸»®» Ìï = ¬ï ô
Ìî = ¬î ô ¿²¼

¾ï(¬ï) = ((Üô ¬î)ô (Ýô ¬î))ô ¾î(¬î) = ((ßô ¬ï)ô (Þô ¬ï))ò

É» ¸±© ¸±© ¬± ½±²¬®«½¬ ¿ ½±®®»°±²¼·²¹ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Òò Ú·®¬ô
¾§ Í¬»° ï ·¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ï(¬ï) = ( ß ô Þ ) ¿²¼ î(¬î) = ( Ü ô Ý )ò É»
´»¬ ªïï(¬ï) = «ï ©¸»®» ß · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬ï ¿²¼ ªïî(¬ï) ©¸»®» Þ · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬ï ¿
º±´´±©ò Í·³·´¿®´§ô ©» ´»¬ ªîï(¬î) = «î ©¸»®» Ü · ®¿¬·±²¿´ «²¼»® ¬î ¿²¼ ªîî(¬î)
©¸»®» Ý · ®¿¬·±²¿´ «²¼»® ¬î ¿ º±´´±©æ

ªïî(¬ï) Ý Ü
ß ï ð
Þ ð ï

ô
ªîî(¬î) Ý Ü
ß î ï
Þ ð ï

ò

Ì¸»² ©» ¹± ¬± Í¬»° îò ×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ï(¬ï) = ïï(¬ï)ô ïî(¬ï) ô ©¸»®»

©ï( ïï(¬ï)) = ªïï(¬ï)ô ï( ïï(¬ï)) = ((Üô îï(¬î))ô (Ýô îî(¬î)))ô

©ï( ïî(¬ï)) = ªïî(¬ï)ô ï( ïî(¬ï)) = ((Üô îï(¬î))ô (Ýô îî(¬î)))ò

ß´±ô î(¬î) = îï(¬î)ô îî(¬î) ô ©¸»®»

©î( îï(¬î)) = ªîï(¬î)ô î( îï(¬î)) = ((ßô ïï(¬ï))ô (Þô ïî(¬ï)))ô

©î( îî(¬î)) = ªîî(¬î)ô î( îî(¬î)) = ((ßô ïï(¬ï))ô (Þô ïî(¬ï)))ò
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Ô»¬ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ¿²¼ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó½± ¾§
¬¸» ¬©± ¬»° ¿¾±ª»ò É» ¸¿ª» ¬¸» º±´´±©·²¹ ±¾»®ª¿¬·±²ò

Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòï øÎ»¼«²¼¿²½§÷ò Ú±® »¿½¸ ¬· Ì· ¿²¼ »¿½¸ ·ô · ·(¬·)ô

·( ·) = ·( ·)ò

Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòî øÎ¿¬·±²¿´·¬§÷ò Û¿½¸ · ·(¬·) ¾»´·»ª» ·² ¶ù ®¿¬·±²¿´·¬§ò

Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòí øß ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «÷ò Û¿½¸

· ·(¬·) ¾»´·»ª» ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «ò

Ì¸» ±¾»®ª¿¬·±² ¿®» ¬®«» ¾§ ½±²¬®«½¬·±²ò Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòï ³»¿² ¬¸¿¬ ¬¸»
¼·ºº»®»²½» ¾»¬©»»² ¿²§ ¬©± ¬§°» ·² ¿ ·(¬·) · ·² ¬¸» «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¿·¹²»¼
¬± ¬¸»³ò Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòî ³»¿² ¬¸¿¬ ·² ¿² ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ³±¼»´ ½±²ó
¬®«½¬»¼ º®±³ ±²» ©·¬¸ ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ô »¿½¸ ¬§°» ¸¿ øº«´´÷ ¾»´·»º ·² ¬¸»
±°°±²»²¬ù ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ì¸· · ¾»½¿«» ·² ¬¸» ½±²¬®«½¬·±²ô ©» ®»¯«·®» ¬¸¿¬ º±®
»¿½¸ °¿·® (¶ô ¬¶) ±½½«®®·²¹ ·² ¿ ¾»´·»ºô ·¬ ½±«²¬»®°¿®¬ ·² ¬¸» ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿ó
¬·±² ®»°´¿½» ¬¶ ¾§ ¬¸» ¬§°» ·² ¶(¬¶)©·¬¸ ¬¸» «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ·² ©¸·½¸ ¶ · ±°¬·³¿´
º±® ¬¶ò ×¬ º±´´±© º®±³ Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòî ¬¸¿¬ »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» ½±³³±²
º«´´ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòí ·³°´·» ¬¸¿¬ ¬¸» ¾»¬ ½¸±·½» · «°ó
°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± «ò ×¬ º±´´±© ¬¸¿¬ »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» ½±³³±²
º«´´ ¾»´·»º ·² ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬ ø¾»¬¬»®÷ ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ø²»¿®»®÷ ¬±
«ò

Þ§ ½±²¬®«½¬·±²ô »¿½¸ ¬· ¸¿®» ¬¸» ¿³» ¾»´·»º ¿¾±«¬ ¶ù ½¸±·½» ¿¬ »¿½¸ ´»ª»´
©·¬¸ »¿½¸ · ·(¬·)å ¿´±ô º±® »¿½¸ ¬· Ì·ô ¬¸» «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¿·¹²»¼ ¬± ·ï(¬·)
· «·ò ×¬ · ½´»¿® ¬¸¿¬ ¿²§ ½· ®¿¬·±²¿´ º±® ¬· · ¿´± ®¿¬·±²¿´ º±® ·ï(¬·)ò Ì¸»®»º±®»ô ¬±
¸±© ¬¸» ±²´§ó·º °¿®¬ ±º Ì¸»±®»³ ìòíòïô ©» ¸±© ¬¸¿¬ ·º ¬· »¨°®»» ½±³³±² º«´´
¾»´·»º ·² ½¿«¬·±² ¿²¼ °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ô ¬¸»² ·ï(¬·) »¨°®»» ½±³³±²
¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± «ô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬ ½¸±·½» ·
«°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± «ò

Ô»³³¿ ìòíòï øÝ¿«¬·±²½± Ý¿«¬·±²·²÷ò Ô»¬ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ¿²¼ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò

¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó½± ¾§ ¬¸» ¬©± ¬»° ¿¾±ª»ò ×º ¬· Ì· »¨°®»» ½±³³±² º«´´
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¼·¬®·¾«¬·±² ±² ¶ù ½¸±·½» ¿¬ »¿½¸ ´»ª»´ ¿ ·( · )ô · · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·(Û·( · ))ò ß´±ô
¾§ Ô»³³¿ ìòíòí ¿²¼ ìòíòìô ¬·(Û·( · )) »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±² ¿²¼
°®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ø»²½» · · °»®³··¾´» ·² ò
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4.3.3 Proof of Theorem 4.3.2

Ì± ¸±© ¬¸» ±²´§ó·º °¿®¬ ±º Ì¸»±®»³ ìòíòîô ©» ²»»¼ ¬¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ò

Ô»³³¿ ìòíòë øÎ»°»½¬ ±º °®»º»®»²½» «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»º÷ò Ô»¬ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò

¿²¼ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó½± ¾§ ¬¸» ¬©± ¬»° ·² Í»½¬·±²
ìòíòîò ×º ¬· Ì· »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±² ¿²¼ ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»ô
¬¸»² »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» º«´´ ¾»´·»º ·² «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºò

Ð®±±ºò É» ¸±© ¬¸· ¬¿¬»³»²¬ ¾§ ·²¼«½¬·±²ò Ú·®¬ ©» ¸±© ¬¸¿¬ ·º ¬· · ½¿«¬·±² ¿²¼
®»°»½¬ ¶ù °®»º»®»²½»ô ¬¸»² »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºò ×¬ ½¿²
¾» »»² ¬¸¿¬ ·º ¬· · ½¿«¬·±« ¿²¼ ®»°»½¬ ¶ù °®»º»®»²½»ô ¬¸»² ©» ½¿² ½±³¾·²» ¿´´
¬§°» ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ ¬· ©·¬¸ ¬¸» ¿³» ¾»´·»º ·²¬± ±²» ¬§°» ©·¬¸±«¬ ¸«®¬·²¹
¬¸» ½¿«¬·±² ¿²¼ ®»°»½¬ ±º ¶ù °®»º»®»²½»ô ¿²¼ »ª»®§ ½¸±·½» ±°¬·³¿´ º±® ¬· · ¬·´´
±°¬·³¿´ º±® ¬¸· ²»© ¬§°» ¿²¼ ª·½» ª»®¿ò Ì¸»®»º±®»ô ©·¬¸±«¬ ´± ±º ¹»²»®¿´·¬§
©» ½¿² ¿«³» ¬¸¿¬ º±® »¿½¸ ¬¶ô ¬¶ Ì¶ô ¾¶(¬¶) = ¾¶(¬¶)ò Ô»¬ ¶ô ¶ Í¶ô ¶ ¶ô ¿²¼

ª¶ô ª¶ Ê¶ «½¸ ¬¸¿¬ (¶ô
ª¶

¶ ) ¿²¼ (¶ô
ª¶

¶ ) ¿®» ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ · ©·¬¸ ¼(ª¶ô «¶) <

¼(ª¶ô «¶)ò Í·²½» »¿½¸ ¬§°» ·² Ì· ¸¿ ¿ ¼·¬·²½¬ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»ºô ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬

ª¶

¶ ô
ª¶

¶ ¶(¬¶) º±® ±³» ¬¶ Ì¶ò Þ§ ½±²¬®«½¬·±² ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬ øï÷ ¬· ¼»»³

¾±¬¸ (¶ô ¬¶) ¿²¼ (¶ô ¬¶) °±·¾´»ô ¿²¼ øî÷ «¶(¶ô ¬·) > «¶(¶ô ¬·)ò Í·²½» ¬· ®»°»½¬ ¶ù

°®»º»®»²½»ô ¬· ¼»»³ (¶ô ¬¶) (¶ô ¬¶)ô ©¸·½¸ ½±®®»°±²¼

¬± ¬¸¿¬ · ¼»»³ (¶ô
ª¶

¶ ) (¶ô
ª¶

¶ )ò Ø»®» ©» ¸¿ª» ¸±©²

¬¸¿¬ · »¨°®»» «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºò

Í«°°±» ©» ¸¿ª» ¸±©² ¬¸¿¬ô º±® »¿½¸ · Òô ·º ¬· »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º
·² ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½» ¬¸»² »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² «ó
½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºò Ò±© «°°±» ¬¸¿¬ ¬· »¨°®»» (²+ ï)óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² ®»°»½¬
±º °®»º»®»²½»ô ·ò»òô »¿½¸ ¬¶ Ì¶(¬·) »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ®»°»½¬ ±º °®»º»®ó
»²½»ò Í·²½»ô ¾§ ½±²¬®«½¬·±²ô º±® »¿½¸ · ·(¬·) ¿²¼ »¿½¸ ¶ ¶( ·) ¬¸»®» ·
±³» ¬¶ Ì¶(¬·) «½¸ ¬¸¿¬ ¶ ¶(¬¶)ô ¾§ ·²¼«½¬·ª» ¿«³°¬·±² ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬
»¿½¸ ¶ ¶( ·) »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºò Ì¸»®»º±®»ô »¿½¸

· ·(¬·) »¨°®»» (²+ ï)óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºò

Ð®±±º ±º ¬¸» ±²´§ó·º °¿®¬ ±º Ì¸»±®»³ ìòíòîò Ô»¬ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Òô · Í· ¾» °®±°ó
»®´§ ®¿¬·±²¿´·¦¿¾´»ô ¬· Ì· ¾» ¿ ¬§°» ©¸·½¸ »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«ó

¬·±² ¿²¼ ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½» «½¸ ¬¸¿¬ ½· · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬· ô Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò

¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó½± ¾§ ¬¸» ¬©± ¬»° ·² Í»½¬·±² ìòíòîò Ô»¬ · = ·ï(¬· )ò Í·²½»
©·( · ) = «· ¿²¼ ·( · ) ¸¿ ¬¸» ¿³» ¼·¬®·¾«¬·±² ±² ¶ù ½¸±·½» ¿ ¾·(¬· )ô · · ®¿ó
¬·±²¿´ º±® · ò ß´±ô ·¬ º±´´±© º®±³ Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòí ¿²¼ Ô»³³¿ ìòíòï ¿²¼ ìòíòë
¬¸¿¬ · »¨°®»» ½±³³±² ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»®
½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «ò

Ì± ¸±© ¬¸» ·º °¿®¬ô ©» ¬·´´ «» ¬¸» ½±²¬®«½¬·±² º®±³ Ó·² ¬± Ó½±

Í»½¬·±² ìòíòîò É» ²»»¼ ¬¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ò

CHARACTERIZATIONS éë



Ô»³³¿ ìòíòê øÝ¿«¬·±²·² õ «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»º + ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§
«¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± « ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»÷ò Ô»¬ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ¿²¼

Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó·² ¾§ ¬¸» ¿°°®±¿½¸ ·² Í»½¬·±² ìòíòîò ×º

· · »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬ó
¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «ô ¬¸»² ¬·(Û·( ·)) »¨°®»» ½±³³±²
º«´´ ¾»´·»º ·² ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»ò

Ð®±±ºò É» ¸±© ¬¸· ¬¿¬»³»²¬ ¾§ ·²¼«½¬·±²ò Ú·®¬ ©» ¸±© ¬¸¿¬ ·º · · ½¿«¬·±«ô
¸¿ ¿ «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¾»´·»ª» ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·»
²»¿®»® ¬± «ô ¬¸»² ¬·(Û·( ·)) ®»°»½¬ ¶ù °®»º»®»²½»ò Ú·®¬ô ·²½» · · ½¿«¬·±«ô Þ§
Ô»³³¿ ìòíòíô ¬·(Û·( ·)) · ¿´± ½¿«¬·±«ò Ô»¬ ¶ô ¶ Í¶ ¿²¼ ¬¶ Ì¶(¬·(Û·( ·))) ©·¬¸

¬¶ °®»º»® ¶ ¬± ¶ò Þ§ ½±²¬®«½¬·±² ¬¶ = ¬¶(Û¶) º±® ±³» Û¶ ¶ô ¿²¼ô ·²½» · ·

½¿«¬·±«ô ¬¸»®» ¿®» ¶ô ¶ Û¶ «½¸ ¬¸¿¬ · ¼»»³ (¶ô ¶) ¿²¼ (¶ô ¶) °±·¾´»ò Í·²½»

¶( ¶) = ¶( ¶) ¿²¼ ¶ ¸¿ ¬¸» ¿³» °®±¾¿¾·´·¬§ ¼·¬®·¾«¬·±² ±ª»® Í· ¿¬ »¿½¸ ´»ª»´ ¿

¬¶ô ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬ «¶(¶ô ¶) > «¶(¶ô ¶)ò Í·²½» · ¾»´·»ª» ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°ó

°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «ô ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬ ¼(©¶( ¶)ô «¶) < ¼(©¶( ¶)ô «¶)ò Í·²½»

· ¸¿ ¿ «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬ · ¼»»³ (¶ô ¶)

¬¸¿² (¶ô ¶)ô ©¸·½¸ ·³°´·» ¬¸¿¬ ¬·(Û·( ·)) ¼»»³ (¶ô ¬¶)

(¶ô ¬¶)ò Ì¸»®»º±®»ô ¬·(Û·( ·)) ®»°»½¬ ¶ù °®»º»®»²½»ò

Í«°°±» ©» ¸¿ª» ¸±©² ¬¸¿¬ô º±® »¿½¸ · Òô ·º · »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·²
½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»®
¬± «ô ¬¸»² ¬·(Û·( ·)) »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»ò Ò±© «°ó
°±» ¬¸¿¬ · »¨°®»» (²+ ï)óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬
¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «ô ·ò»òô »¿½¸ ¶ ¶( ·) »¨°®»»
²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼
¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± «ò Í·²½»ô ¾§ ½±²¬®«½¬·±²ô º±® »¿½¸ ¬¶ Ì¶(¬·(Û·( ·)))ô ¬¸»®» ·
±³» ¶ ¶( ·) «½¸ ¬¸¿¬ ¬¶ = ¬¶(Û¶( ¶))ô ¾§ ·²¼«½¬·ª» ¿«³°¬·±² ¬¶ »¨°®»»
²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»ò Ì¸»®»º±®»ô ¬·(Û·( ·)) »¨°®»» (²+ ï)ó
º±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»ò

Ð®±±º ±º ¬¸» ·º °¿®¬ ±º Ì¸»±®»³ ìòíòîò Ô»¬ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Òô · Í· ¾» ®¿¬·±²¿´
º±® ±³» · ©·¬¸ ©·( · ) = «· ©¸·½¸ »¨°®»» ½±³³±² ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô ®¿¬·±ó
²¿´·¬§ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»ºô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»®
¬± «ô ¿²¼ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó·² ¾§ ¬¸» ¿°°®±¿½¸ ·² Í»½¬·±²
ìòíòîò Ý±²·¼»® ¬·(Û·( · ))ò Í·²½» ©·( · ) = «· ¿²¼ ¬·(Û·( · )) ¿²¼ · ¸¿ª» ¬¸» ¿³»
¼·¬®·¾«¬·±² ±² ¶ù ½¸±·½» ·² »¿½¸ ´»ª»´ô · · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·(Û·( · ))ò ß´±ô ·¬ º±´ó
´±© º®±³ Ô»³³¿ ìòíòí ¿²¼ ìòíòê ¬¸¿¬ ¬·(Û·( · )) »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·²
½¿«¬·±² ¿²¼ ®»°»½¬ ±º °®»º»®»²½»ò Ø»²½» · · °®±°»®´§ ®¿¬·±²¿´·¦¿¾´» ·² ò
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4.4 Concluding Remarks

4.4.1 Relationship with Perea and Roy [114]'s Theorem 6.1

Ì¸»±®»³ ìòíòï ¿²¼ ìòíòî ½¿² ¾» ®»°¸®¿»¼ ¿ º¿·¬¸º«´ °¿®¿´´»´ ¬± Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§
ÅïïìÃù Ì¸»±®»³ êòïô º±½«·²¹ ±² »¯«·ª¿´»²½» ¾»¬©»»² ¾»´·»º ¸·»®¿®½¸·» ·² ½±³ó
°´»¬» ¿²¼ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ³±¼»´ò É» ¿¼±°¬ ¬¸» º±®³ ¸»®» ¾»½¿«» ¬¸»
½±·²½·¼»²½» ±º ¾»´·»º ¸·»®¿®½¸·» ¸±´¼ ¾§ ½±²¬®«½¬·±²ô ¿²¼ ©» ¬¸·²µ ·¬ · «²²»½ó
»¿®§ ¬± ³»²¬·±² ·¬ ·²¼»°»²¼»²¬´§ò

¬©± ³±¼»´ò ×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¬¸· ½±®®»°±²¼»²½» ½¿² ¾» ¬®¿²´¿¬»¼ ¼·®»½¬´§
·²¬± °®±¾¿¾·´·¬·½ ³±¼»´ ¿²¼ ¾» «»¼ ¬± ¸±© Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃù Ì¸»±®»³ êòïò
Ú«®¬¸»®ô ·¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ô ¾§ «·²¹ ±«® Ô»³³¿ ìòîòïô ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ «²¼»®
½´±»¬ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ·² Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃ ½¿² ¾» ®»°´¿½»¼ ¾§ ¬¸» ©»¿µ»® ±²»

4.4.2 Extending to ²-person cases

Þ±¬¸ Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃ ¿²¼ ¬¸· ½¸¿°¬»® º±½« ±² îó°»®±² ¹¿³»ò Ì± »¨¬»²¼
¬¸±» ®»«´¬ ¬± ²
«¬·´·¬§ º«²½¬·±² ¿²¼ ¸±© ¬± ®»´¿¬» ¬¸» ¼·¬¿²½» ©·¬¸ ¬¸» ´±½¿¬·±² ±º ½¸±·½»ó¬§°»
°¿·®ò ×² ¿ îó°»®±² ¹¿³»ô ¿ ¬§°» ±º · ±²´§ ²»»¼ ¬± ½±²·¼»® ¼·¬®·¾«¬·±² ±²
(Í¶ ¶)ò Ø»²½» ¿ �½»´´�·² ·( ·) · ¶«¬ ¿ °¿·® (¶ô ¶)ô ¿²¼ ·¬ ´±½¿¬·±² ·² ·( ·)

½¿² ¾» ®»´¿¬»¼ ¼·®»½¬´§ ¬± ¬¸» ¼·¬¿²½» ¼(©¶( ¶)ô «¶)ò ×² ½±²¬®¿¬ô ·² ¿² ²ó°»®±²
½¿» ¿ �½»´´�±º ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»º ½±²¬¿·² ² ï °¿·® ´·µ»

(ïô ï)ô òòòô (· ïô · ï)ô (·+ïô ·+ï)ô òòòô (²ô ²) ô

¿²¼ ½±²»¯«»²¬´§ ¬¸»®» ¿®» ² ï ¼·¬¿²½»ô ¬¸¿¬ ·ô

¼(©ï( ï)ô «ï)ô òòòô ¼(©· ï( · ï)ô «· ï)ô ¼(©·+ï( ·+ï)ô «·+ï)ô òòòô ¼(©²( ²)ô «²)ò

Ì¸»² ¬¸» °®±¾´»³ · ¸±© ¬± ½±²²»½¬ ¬¸» ´±½¿¬·±² ±º ¬¸· ½»´´ ¿²¼ ¬¸±» ¼·¬¿²½»ò
É» ¾»´·»ª» ¬¸¿¬ ¬¸» ®»«´¬ ±º Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃ ¿²¼ ¬¸· ½¸¿°¬»® ½¿² ¾» »¨ó
¬»²¼»¼ ¬± ²
´¿¬·±² ©·¬¸ ´±½¿¬·±² ±º �½»´´�·² ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ¾»´·»ºò Ú«®¬¸»® ©±®µ · »¨°»½¬»¼
·² ¬¸¿¬ ¼·®»½¬·±²ò
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4.4.3 The role of rationality

Î¿¬·±²¿´·¬§ ¸¿ ²±¬ ¾»»² «»¼ ·² ±«® ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² »ª»² ¬¸±«¹¸ ·² ¬¸» °®±±º
©» ½±²¬®«½¬ »°·¬»³·½ ³±¼»´ ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ·² ©¸·½¸ »¿½¸ ¬§°»
¸¿ ¿ ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ñ² ¬¸» ±¬¸»® ¸¿²¼ô ¬¸»®» ¿®» ¿´± »°·¬»³·½
³±¼»´ ©·¬¸ ¬§°» ¿¬·º§·²¹ ¿´´ ½±²¼·¬·±² ·² Ì¸»±®»³ ìòíòï ¿²¼ ìòíòî ¾«¬ ²±¬
¾»´·»ª·²¹ ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ô ¿ ¬¸» º±´´±©·²¹ »¨¿³°´» ¸±©ò

Û¨¿³°´» ìòìòï øÎ¿¬·±²¿´·¬§ · ²±¬ ²»»¼»¼÷ò Ý±²·¼»® ¬¸» ¹¿³» Ù ·² Û¨¿³°´» ìòíòï
¿²¼ ¬¸» ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ©·¬¸ ·²½±³°´»¬»
·²º±®³¿¬·±² º±® ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¹¿³» º±®³ ©¸»®» ï = ïïô ïîô ïí ô î =

îïô îîô îí ô ¿²¼

©ï( ïï) = «ïô ï( ïï) = ((Üô îï)ô (Úô îî)ô (Ûô îí))ô

©ï( ïî) = ªïô ï( ïî) = ((Üô îï)ô (Úô îî)ô (Ûô îí))ô

©ï( ïí) = ªïô ï( ïí) = ((Üô îï)ô (Úô îî)ô (Ûô îí))ô

©î( îï) = ªîô î( îï) = ((Ýô ïï)ô (Þô ïî))ô (ßô ïí))ô

©î( îî) = ªîô î( îî) = ((Ýô ïï)ô (Þô ïî))ô (ßô ïí))ô

©î( îí) = ªî ô î( îí) = ((Ýô ïï)ô (Þô ïî))ô (ßô ïí))ò

©¸»®» ªïô ªïô ªîô ªî ¿®» ¬¸» ¿³» ¿ ·² Û¨¿³°´» ìòíòï ¿²¼ ªî ¿®» ¿ º±´´±©æ

ªî Ü Û Ú
ß í î ï
Þ í î ï
Ý ê ì ë

ò

×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ïï »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô «ó½»²¬»®»¼ ¾»´·»º
¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬¬»® ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»® ¬± « ø¬¸»®»º±®» °®·³¿®§
¾»´·»º ·² «¬·´·¬·» ²»¿®»¬ ¬± « ¿²¼ ¬¸¿¬ ¿ ¾»¬ ½¸±·½» · «°°±®¬»¼ ¾§ «¬·´·¬·» ²»¿®»¬
¬± « Ü · ²±¬ ®¿¬·±²¿´
º±® îïò Ø±©»ª»®ô ½±²·¼»® ¬¸» ³±¼»´ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò º±® Ù ½±²¬®«½¬»¼ º®±³
Ó·²ò ×²¼»»¼ô ·²½» ï = ïïô ïîô ïí ¿²¼ î = îïô îîô îí ô ¾§ ´»¬¬·²¹
¬ï = ¬ï( ïïô ïîô ïí ) ¿²¼ ¬î = ¬î( îïô îîô îí )ô ©» ±¾¬¿·² Ó½± = (Ì·ô ¾·)· × º±®
Ù ©¸»®» Ìï = ¬ï ô Ìî = ¬î ô ¿²¼

¾ï(¬ï) = ((Üô ¬î)ô (Úô ¬î)ô (Ûô ¬î))ô ¾î(¬î) = ((Ýô ¬ï)ô (Þô ¬ï)ô (ßô ¬ï))ò

×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¬ï »¨°®»» ½¿«¬·±² ¿²¼ ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ®»°»½¬ ±º °®»ºó
»®»²½» ø¬¸»®»º±®» °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§÷ò Ú«®¬¸»®ô Ý · ±°¬·³¿´ º±® ¾±¬¸ ïï

¿²¼ ¬ïò

Ñ² ¬¸» ±¬¸»® ¸¿²¼ô ®¿¬·±²¿´·¬§ ½¿² ¾» ½±²¬¿·²»¼ ·² ¬¸» ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±²ò ×²
Í»½¬·±² ìòìòë ©» ©·´´ °®±ª·¼» ¿² ¿´¬»®²¿¬·ª» ©¿§ ¬± ½¸¿®¿½¬»®·¦» °»®³··¾·´·¬§ ¾§
«·²¹ ®¿¬·±²¿´·¬§ ¿²¼ ©»¿µ ½¿«¬·±²ò
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4.4.4 An ordinal distance on Ê·

×² ¬¸· ²±¬»ô ©» «» ¬¸» Û«½´·¼»¿² ¼·¬¿²½» ¬± ³»¿«®» ·³·´¿®·¬§ ¾»¬©»»² «¬·´·¬§
º«²½¬·±²ò ß ³»²¬·±²»¼ ·² Í»½¬·±² ìòîòîô ¬¸» Û«½´·¼»¿² ¼·¬¿²½» · ½¿®¼·²¿´ò É»

· ¾» ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½

¾»´·»º ±² (Í¶ ¶)ò Ú±® »¿½¸ ª·ô «· Ê· ¼ ·(ª·ô «·) = ·ô · æ ·ô · Í·

¿²¼ ¬¸» °®»º»®»²½» ¾»¬©»»² · ¿²¼ · «²¼»® · ¿¬ ª· ¿®» ¼·ºº»®»²¬ º®±³ ¬¸¿¬ ¿¬ «· ò

×¬ ½¿² ¾» »»² ¬¸¿¬ ¼ · · ¿ ª¿®·¿¬·±² ±º Ø¿³³·²¹ ¼·¬¿²½» øØ¿³³·²¹ ÅëðÃ÷ò ×¬
³»¿«®» ·³·´¿®·¬§ ¾»¬©»»² °®»º»®»²½» «²¼»® · ®»°®»»²¬»¼ ¾§ ª· ¿²¼ ¬¸¿¬ ¾§
«·ô ·ò»òô ·¬ ³»¿«®» ¬¸» ±®¼·²¿´ ¼·ºº»®»²½» ¾»¬©»»² ª· ¿²¼ «·ò Ì¸· ¼±» ²±¬ ¾»´±²¹
¬± ¬¸» ¹®±«° ±º ¼·¬¿²½» ½¸¿®¿½¬»®·¦»¼ ·² Í»½¬·±² íòí ±º Ð»®»¿ ¿²¼ Î±§ ÅïïìÃ ·²½»
¬¸»®» · ²± ²±®³ ±² Ê· ¬± «°°±®¬ ¼ · ò Ô»³³¿ ìòîòï ¬·´´ ¸±´¼ «²¼»® ¼ · ·²½»
»ª»² ·º ©» ®»°´¿½» ¼ ¾§ ¼ · ·² Ô»³³¿ ìòîòï ø½÷ô ¬¸» ½±²¬®«½¬»¼ «¬·´·¬§ º«²½¬·±²

¼
¾§ ¼ · ©·¬¸ ¿°°®±°®·¿¬» · ¿²¼ ¬¸» ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ®»«´¬ ¬·´´ ¸±´¼ò ß´±ô ¾§

¿²¼ Î±§ ÅïïìÃù Ì¸»±®»³ êòï ¬·´´ ¸±´¼ «²¼»® ¼ · ò

4.4.5 Characterizing permissibility by rationality and weak caution

×² ¬¸· «¾»½¬·±² ©» °®±ª·¼» ¿² ¿´¬»®²¿¬·ª» ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ±º °»®³··¾·´·¬§ ¾§

ò Ý±²·¼»® ¿ ¹¿³» º±®³ = (Òô Í· · Ò) ¿²¼ ¿
´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò º±® ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®ó
³¿¬·±²ò ß ¬§°» · · · ©»¿µ´§ ½¿«¬·±« ·ºº º±® »¿½¸ ¶ Í¶ô ¬¸»®» · ±³» ¶ ¶

«½¸ ¬¸¿¬ · ¼»»³ (¶ô ¶) °±·¾´»ò

½¸±·½» ¸±«´¼ ¿°°»¿® ·² ¬¸» ¾»´·»º ±º · ¾«¬ ¼±» ²±¬ ®»¯«·®» ¬¸¿¬ ·¬ ¸±«´¼ ¾»
°¿·®»¼ ©·¬¸ »¿½¸ ¾»´·»º ±º ¶ ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ ·ò Ò»ª»®¬¸»´»ô ©» ©·´´ ¸±©
·² Ô»³³¿ ìòìòî ¬¸¿¬ ·² ©·¬¸ ±¬¸»® ½±²¼·¬·±² ·² ¬¸· ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ·¬ ´»¿¼ ¬±
½¿«¬·±²ò

«÷ò Ý±²·¼»® ¿ ¬®¿¬»¹·½ ¹¿³» º±®³ =
(Òô Í· · Ò)ô ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò º±® ©·¬¸
·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ô ¿²¼ ¿ °¿·® « = («·)· Ò ±º «¬·´·¬§ º«²½¬·±²ò ß ¬§°»

· · °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² « ·ºº ·ù ´»ª»´óï ¾»´·»º ±²´§ ¿·¹² °±·¬·ª» °®±¾¿ó
¾·´·¬§ ¬± (¶ô ¶) ©·¬¸ ©¶( ¶) = «¶ò

Ð®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «
½«®®»²½» ±º ¿ ¬§°» ©·¬¸ ¿ «¬·´·¬§ º«²½¬·±² ©¸·½¸ · �ª»®§ ·³·´¿®�ø¾«¬ ²±¬ »¯«¿´÷
¬± «¶ ·² ¬¸» ´»ª»´óï ¾»´·»º ±º ·ô ©¸·´» °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² « ±²´§ ¿´´±© ¬§°» ©·¬¸
«¬·´·¬§ º«²½¬·±² «¶ ¬¸»®»ò

CONCLUDING REMARKS éç



Ì¸» ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ®»«´¬ · ¿ º±´´±©ò

Ð®±°±·¬·±² ìòìòï øß² ¿´¬»®²¿¬·ª» ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±² ±º °»®³··¾·´·¬§÷ò Ý±²·¼»® ¿
Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò) ¿²¼ ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹

¹¿³» º±®³ = (Òô Í· · Ò)ò
Ì¸»²ô · Í·

»°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ©·¬¸ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² º±® ¿²¼
±³» · · ©·¬¸ ©·( · ) = «· «½¸ ¬¸¿¬

ø¿÷ · · ®¿¬·±²¿´ º±® · ô ¿²¼ô

ø¾÷ · »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ½¿«¬·±²ô ®¿¬·±²¿´·¬§ô ¿²¼ °®·³¿®§ ¾»´·»º ·²
«ò

Ì¸» ±²´§ó·º °¿®¬ º±´´±© ¼·®»½¬´§ º®±³ Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòíòîô Ô»³³¿ ìòíòïô ¿²¼ ¬¸»
º±´´±©·²¹ ´»³³¿ò

Ô»³³¿ ìòìòï øÐ®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ Ð®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «÷ò Ô»¬ Ó½± =
(Ì·ô ¾·)· Ò ¿²¼ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó½± ¾§ ¬¸» ¬©± ¬»°
¿¾±ª»ò Ì¸»² ·º ¬· Ì· »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´ó
·¬§ô ¬¸»² »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «ò

Ð®±±ºò É» ¸±© ¬¸· ¬¿¬»³»²¬ ¾§ ·²¼«½¬·±²ò Ú·®¬ ©» ¸±© ¬¸¿¬ ·º ¬· °®·³¿®·´§
¾»´·»ª» ·² ¶ù ®¿¬·±²¿´·¬§ô ¬¸»² »¿½¸ · ·(¬·) °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² «ò Ô»¬ (¶ô ¶)
¾» ¿ °¿·® ¼»»³»¼ °±·¾´» ·² ¬¸» ´»ª»´óï ¾»´·»º ±º ·ò Ý±²·¼»® ·¬ ½±®®»°±²¼·²¹
(¶ô ¬¶) ·² ´»ª»´óï ¾»´·»º ±º ¬·ò Í·²½» ¬· °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² ¶ù ®¿¬·±²¿´·¬§ô ¶ · ®¿ó
¬·±²¿´ º±® ¬¶ò ×¬ º±´´±© ¬¸¿¬ ¶ Í¶ï ¶(¬¶)ò Þ§ ½±²¬®«½¬·±²ô ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬
©¶( ¶) = «¶ò Ø»®» ©» ¸¿ª» ¸±©² ¬¸¿¬ · °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² «ò

Í«°°±» ©» ¸¿ª» ¸±©² ¬¸¿¬ô º±® »¿½¸ · Òô ·º ¬· »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º
·² °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ ¬¸»² »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º
·² °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «ò Ò±© «°°±» ¬¸¿¬ ¬· »¨°®»» (² + ï)óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·²
°®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ô ·ò»òô »¿½¸ ¬¶ Ì¶(¬·) »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·²
°®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò Í·²½»ô ¾§ ½±²¬®«½¬·±²ô º±® »¿½¸ · ·(¬·) ¿²¼ »¿½¸

¶ ¶( ·) ¬¸»®» · ±³» ¬¶ Ì¶(¬·) «½¸ ¬¸¿¬ ¶ ¶(¬¶)ô ·¬ º±´´±© ¬¸¿¬ô ¾§
·²¼«½¬·ª» ¿«³°¬·±²ô »¿½¸ ¶ ¶( ·) »¨°®»» ²óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º ·² °®·³¿®§
¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ì¸»®»º±®»ô »¿½¸ · ·(¬·) »¨°®»» (²+ ï)óº±´¼ º«´´ ¾»´·»º
·² °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «ò

¬¸» ½¸¿®¿½¬»®·¦¿¬·±²ò Ø»®»ô ©» ¸±© ¬¸¿¬ ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ½±²½»°¬ ·² ½±³°´»¬»
·²º±®³¿¬·±² ³±¼»´ ½¿² ®»°´¿½» ½¿«¬·±² ¿²¼ ½¸¿®¿½¬»®·¦» °»®³··¾·´·¬§ò Ì¸»² ©»
½¿² «» ¬¸» ³¿°°·²¹ ¾»¬©»»² ½±³°´»¬» ¿²¼ ·²½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±² ³±¼»´ ½±²ó
¬®«½¬»¼ ·² Í»½¬·±² ìòíòîò Ô»¬ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ¾» ¿ ´»¨·½±¹®¿°¸·½ ³±¼»´ º±®
Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò)©·¬¸ ½±³°´»¬» ·²º±®³¿¬·±²ò ¬· Ì· · ©»¿µ´§ ½¿«¬·±« ·ºº
º±® »¿½¸ ¶ Í¶ô ¬¸»®» · ±³» ¬¶ Ì¶ «½¸ ¬¸¿¬ ¬· ¼»»³ (¶ô ¬¶) °±·¾´»ò É» ¸¿ª»
¬¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ò

Ô»³³¿ ìòìòî øÝ¸¿®¿½¬»®·¦·²¹ °»®³··¾·´·¬§ ¾§ ©»¿µ ½¿«¬·±²÷ò Ý±²·¼»® ¿ ´»¨·ó
½±¹®¿°¸·½ »°·¬»³·½ ³±¼»´ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò º±® ¿ ¹¿³» Ù = (Òô Í· · Òô «· · Ò)ò
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ß ½¸±·½» · Í· · °»®³··¾´» ·º ¿²¼ ±²´§ ·º ·¬ · ®¿¬·±²¿´ ¬± ±³» ¬· Ì· ©¸·½¸
»¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ©»¿µ ½¿«¬·±² ¿²¼ °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò

Ð®±±º
½¿² ¾» »¨¬»²¼»¼ ·²¬± ¿ ½¿«¬·±« ±²» ©·¬¸±«¬ ½¸¿²¹·²¹ ¬¸» »¬ ±º ½¸±·½» ®¿¬·±²¿´
º±® ·¬ò ×¬ · ¼±²» ¾§ ¿² ·²¬»®°±´¿¬·±² ³»¬¸±¼ ¿ º±´´±©ò Ô»¬ ¬· ¾» ¿ ¬§°» ¿¬·ó
º§·²¹ ©»¿µ ½¿«¬·±² ©·¬¸ ¾·(¬·) = (¾·ïô òòòô ¾·Õ)ô ¶ Í¶ô ¿²¼ ¬¶ Ì¶(¬·)ò Í«°°±»
¬¸¿¬ (¶ô ¬¶) · ²±¬ ¼»»³»¼ °±·¾´» ¾§ ¬·ò Í·²½» ¬· · ©»¿µ´§ ½¿«¬·±«ô ¬¸»®» · ±³»
¬¶ Ì¶ «½¸ ¬¸¿¬ º±® ±³» µ ïô òòòô Õ ô ¾·µ(¶ô ¬¶) > ðò Ò±© ©» »¨¬»²¼ (¾·ïô òòòô ¾·Õ)

·²¬± (¾·ïô òòòô ¾·ôÕ+ï) ¾§ ´»¬¬·²¹ øï÷ ¾·¬ = ¾·¬ º±® »¿½¸ ¬ µô øî÷ ¾·¬ = ¾·ô¬ ï º±® »¿½¸

¬ > µ + ïô ¿²¼ øí÷ ¾·ôµ+ï · ±¾¬¿·²»¼ ¾§ ®»°´¿½·²¹ »ª»®§ ±½½«®®»²½» ±º (¶ô ¬¶) ¾§

(¶ô ¬¶) ·² ¬¸» ¼·¬®·¾«¬·±² ±º ¾·µò É» ½¿´´ ¾·ôµ+ï ¿ ¼±°°»´¹¿²¹»® ±º ¾·µò ×¬ ½¿² ¾» »»²

¬¸¿¬ º±® »¿½¸ · Í·ô ¿²¼ ¿ ¼±°°»´¹¿²¹»® ¾·ôµ+ï ±º ¾·µô «·(·ô ¾·ôµ+ï) = «·(·ô ¾·µ)ò Þ§

®»°»¿¬»¼´§ ·²¬»®°±´¿¬·²¹ ¼±°°»´¹¿²¹»® ·²¬± ¾·(¬·) º±® »¿½¸ ³·»¼ ½¸±·½»ó¬§°»
(¾·ïô òòòô ¾·Õ )

É» «» ¬· ¬± ¼»²±¬» ¬¸» ¬§°» ©·¬¸ ¾»´·»º (¾·ïô òòòô ¾·Õ )ò ¬· · ½¿´´»¼ ¿ ½¿«¬·±« »¨¬»²ó
·±² ±º ¬·ò É» ¸¿ª» ¬¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ò

Ñ¾»®ª¿¬·±² ìòìòï øÛ¨¬»²¼»¼ ¬§°» °®»»®ª» ®¿¬·±²¿´ ½¸±·½»÷ò Ô»¬ ¬· ¾» ¿ ©»¿µ´§
½¿«¬·±« ¬§°» ¿²¼ ¬· ¿ ½¿«¬·±« »¨¬»²·±² ±º ¬·ò Ì¸»² · Í· · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬· ·º ¿²¼
±²´§ ·º ·¬ · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·ò

Ð®±±ºò øÑ²´§ó·º÷ Í«°°±» ¬¸¿¬ · · ²±¬ ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·ò Ì¸»² ¬¸»®» · ±³» ·
Í· ©¸·½¸ · °®»º»®®»¼ · «²¼»® ¾·(¬·) = (¾·ïô òòòô ¾·Õ )ô ¬¸¿¬ ·ô ¬¸»®» · ±³» µ

ðô òòòô Õ «½¸ ¬¸¿¬ «·(·ô ¾·`) = «·(½·ô ¾·`) º±® »¿½¸ ` µ ¿²¼ «·(·ô ¾·ôµ +ï) <
«·(·ô ¾·ôµ +ï)ò Ô»¬ ¾·ôµ+ï ¾» ¬¸» »²¬®§ ·² ¾·(¬·) «½¸ ¬¸¿¬ ¾·ôµ +ï · ·¬ ¼±°°»´¹¿²¹»®ò

×¬ º±´´±© ¬¸¿¬ ·² ¬¸» ±®·¹·²¿´ ¾·(¬·) = (¾·ïô òòòô ¾·Õ)ô «·(·ô ¾·`) = «·(·ô ¾·`) º±® »¿½¸
` µ ¿²¼ «·(·ô ¾·ôµ+ï) < «·(·ô ¾·ôµ+ï)ò Ø»²½» · · ²±¬ ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·ò

ø×º÷ Í«°°±» ¬¸¿¬ · · ²±¬ ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·ò Ì¸»² ¬¸»®» · ±³» · Í· ©¸·½¸ ·
°®»º»®®»¼ · «²¼»® ¾·(¬·) = (¾·ïô òòòô ¾·Õ)ô ¬¸¿¬ ·ô ¬¸»®» · ±³» µ ðô òòòô Õ «½¸
¬¸¿¬ «·(·ô ¾·`) = «·(·ô ¾·`) º±® »¿½¸ ` µ ¿²¼ «·(·ô ¾·ôµ+ï) < «·(·ô ¾·ôµ+ï)ò Ô»¬
¾·ôµ +ï ¾» ¬¸» ½±®®»°±²¼·²¹ ¼±°°»´¹¿²¹»® ·² ¾·(¬·) ¬± ¾·ôµ+ïò ×¬ º±´´±© ¬¸¿¬ ·² ¬¸»

±®·¹·²¿´ «·(·ô ¾·`) = «·(·ô ¾·`) º±® »¿½¸ ` µ ¿²¼ «·(·ô ¾·ôµ +ï) < «·(·ô ¾·ôµ +ï)ò

Ø»²½» ½· · ²±¬ ®¿¬·±²¿´ º±® ¬·ò

Ð®±±º ±º Ô»³³¿ ìòìòî øÝ±²¬·²«»¼÷ Í·²½» ½¿«¬·±² ·³°´·» ©»¿µ ½¿«¬·±²ô ¬¸» ±²´§ó
·º °¿®¬ ¸±´¼ ¿«¬±³¿¬·½¿´´§ò Ú±® ¬¸» ·º °¿®¬ô «°°±» ¬¸¿¬ · · ®¿¬·±²¿´ º±® ±³»
¬· Ì· ©¸·½¸ »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ©»¿µ ½¿«¬·±² ¿²¼ °®·³¿®§ ¾»´·»º

·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ý±²·¼»® ¿² »°·¬»³·½ ³±¼»´ (Ì·ô ¾·)· × «½¸ ¬¸¿¬ º±® »¿½¸ · Òô

Ì· = ¬· æ ¬· Ì· ¿²¼ ¾·(¬·) · ¿ ½¿«¬·±« »¨¬»²·±² ±º ¾·(¬·) ©·¬¸ ®»°´¿½·²¹ »¿½¸
±½½«®®»²½» ±º ¬¶ ¾§ ¬¶ò Þ§ Ô»³³¿ ìòìòïô ·²½» · · ®¿¬·±²¿´ º±® ¬· ô ·¬ · ¿´± ®¿¬·±²¿´

º±® ¬· ò ß´±ô ·¬ ½¿² ¾» »»² ¾§ ½±²¬®«½¬·±² ¬¸¿¬ ¬· »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·²
½¿«¬·±²ò ß´±ô ·²½» ¬¸» ·²¬»®°±´¿¬·±² ¿´©¿§ °«¬ ¼±°°»´¹¿²¹»® ¿º¬»® ¬¸» ±®·¹·²¿´
±²»ô ·¬ ¼±» ²±¬ ½¸¿²¹» ¬¸» ´»ª»´óï ¾»´·»ºô ¿²¼ ½±²»¯«»²¬´§ ¬· »¨°®»» ½±³³±²
º«´´ ¾»´·»º ·² °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò Ì¸»®»º±®»ô · · °»®³··¾´»ò
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ß´±ô ©» ²»»¼ ¬¸» º±´´±©·²¹ ´»³³¿ò

Ô»³³¿ ìòìòí øÉ»¿µ ½¿«¬·±²·² ©»¿µ ½¿«¬·±²½±÷ò Ô»¬ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ¿²¼

Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó·²ò ×º · · »¨°®»» ½±³³±² º«´´
¾»´·»º ·² ©»¿µ ½¿«¬·±²ô ± ¼±» ¬·(Û·( ·))ò

É» ±³·¬ ¬¸» °®±±º ±º Ô»³³¿ ìòìòí ·²½» ·¬ ½¿² ¾» ¸±©² ·³·´¿®´§ ¬± Ô»³³¿
ìòíòíò

Ô»³³¿ ìòìòì øÎ¿¬·±²¿´·¬§ + °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² « Ð®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´ó
·¬§÷ò Ô»¬ Ó·² = ( ·ô ©·ô ·)· Ò ¿²¼ Ó½± = (Ì·ô ¾·)· Ò ¾» ½±²¬®«½¬»¼ º®±³ Ó·²ò ×º

· · »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ ¿²¼ °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² «ô ¬¸»²
¬·(Û·( ·)) »¨°®»» ½±³³±² º«´´ ¾»´·»º ·² °®·³¿®§ ¾»´·»º ·² ®¿¬·±²¿´·¬§ò

Ð®±±ºò É» ¸±© ¬¸· ¬¿¬»³»²¬ ¾§ ·²¼«½¬·±²ò Ú·®¬ ©» ¸±© ¬¸¿¬ ·º · ¾»´·»ª» ·² ¶ù
®¿¬·±²¿´·¬§ ¿²¼ °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² «ô ¬¸»² ¬·(Û·( ·)) °®·³¿®·´§ ¾»´·»ª» ·² ¶ù ®¿ó
¬·±²¿´·¬§ò Ô»¬ (¶ô ¬¶) ¾» ¿ ½¸±·½»ó¬§°» °¿·® ©¸·½¸ · ¼»»³»¼ °±·¾´» ·² ¬·(Û·( ·))ù
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5. CONCLUDING REMARKS: EPISTEMIC
LOGIC AND GAME THEORY
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Figure 5-1 Individual decision-making process in the social context
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5.1 Ordered Kripke Model and Lexicographic Belief
Hierarchy
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Figure 5-2 An ordered Kripke model for Ù
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5.2 Toward An Epistemic Foundation for Coopera-
tive Game Theory

5.2.1 The role of players in a cooperative game
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