
1有限加法的測度と極大フィルター （国定）

１　序言

以前の論文［4］において有限加法的測度の加法性という可算加法性と有限加法性の中間的な加

法的性質を紹介し，これが有限加法的測度に対してそれぞれ LP-空間の完備性，Radon-Nikodymの

定理，Hahnの分解定理が成立することと同値であることを述べた．また特に有限加法的測度の加

算和が加法性を持つための必要十分条件を与えた．本論文においてはその結果の一つの応用を与え

る．まずは以下に加法性の定義を述べる．この性質に関する詳細は［1］または［4］を参照してほ

しい．

定義 1.1. を有限加法的測度空間とし， は 加法族であるとする． が加法性を満た

すとは次の性質が成り立つことをいう． の増大列 …が与えられたとき，次の二つ

の条件を満たす が存在する．

（1）

（2） がすべての に対して成立する．

有限加法的測度の例としてよく知られているのが整数論などで馴染みが深い漸近密度である．

を自然数の集合 の部分集合全体のなす集合とする．また に対して でその濃

度を表すとする． に対して次の極限 が存在するとき の漸近密度と呼ばれる．

漸近密度が存在するような 全体のなす集合を とおく．このとき集合関数

［0, 1］は 上で有限加法的である．しかし は和で閉じていないため， を有限加法的測度と見

なすためにはその定義域を のある有限加法族をなす部分集合族上へと制限するか，あるいは を
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を含む有限加法族上へと拡張する必要がある．例えば漸近密度に対する前者の立場からの研究

としては［2］が挙げられる．後者の試みとして，特に を 全体の上へと拡張した有限加法

的測度を密度測度と呼び，Maharam（［5］）以来多くの研究がなされている．密度測度は定義域が

加法族になるため理論的な取り扱いが簡単になるという利点がある．このような有限加法的測

度を構成するには本質的に選択公理が必要であり，特によく用いられるのが 上の極大フィルター

を用いた次の構成である． を 上の任意の非自明な極大フィルター（その元すべての交わりが

空集合になっている極大フィルター）とする． 上の有限加法的測度 を次で定義する．

ここで は極大フィルター に関する極限を表すとする．筆者は［3］においてこのような密

度測度が加法性を満たすための必要十分条件を与えた．本論文ではこのような密度測度を一般化

して得られる有限加法的測度のクラスを導入し，それらが加法性を持つための条件について考察

する．

２　準備

さて以下では議論の便宜上，上で定義した密度測度の連続変数版を考える．両者の間には本質的

な違いはないといってよい． とおき， 上の可測集合全体のなす集合を

で表す． 上の Lebesgue測度を で表すとする． を 上の極大フィルターで有界集合を含ま

ないものとする．このとき 上の有限加法的測度 を次で定義する．

これは の特性関数を で表すとしたとき，次のように表現される．

.

したがってこれの自然な一般化として次を考えることができる． を 上の測度 に

対する可積分関数全体のなす空間とする．なお， は実数体 の正の乗法群 上

の Haar測度であり，したがって は 上の群環 を 上に制限したものである．

今任意の で なるもの及び 上の有界集合を含まない極大フィルター に

対して， 上の有限加法的測度 を次のように定義する．
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これを と変数変換すると

を得る．ここで 及び とおいた．また は

全体からなる 上の極大フィルターである．また は有

界集合を含まないとしたから，定義より も同様である．さて以上の考察により 上の有

限加法的測度のクラスとして次のものを導入する． を 上の可測集合全体のなす集合

とし， 上の Lebesgue可積分関数全体のなす空間を とする．今任意の

で なるもの及び 上の有界集合を含まない極大フィルター に対して有限加法的測度

を

と定義する．ここで次のことは変数変換により容易に確かめることができる． が加法性を持つ

ことと が加法性を持つことは同値である．したがってどちらか一方を研究すれば十分であるた

め，以下では後者のみを扱う．以下ではこの有限加法的測度のクラスに対して加法性が成立するた

めの条件を考察する．

３　極大フィルターのなす空間とその上の連続な流れ

の定義において有界集合を含まない任意の 上の極大フィルター に関する極限を考えた

が，実際はもっと小さい極大フィルターの集合を考えても十分であることを示す． 上の有界一

様連続関数全体のなす空間を とおく．これは Gelfand-Naimarkの定理によりその極大イ

デアル空間上の連続関数環と同型になる． の極大イデアル空間は次のように構成される．

以下，非負整数の集合 上の極大フィルター全体のなす集合を の Stone-Čechのコンパク

ト化 と同一視する． の開集合族の基底は開閉集合の全体であり，それは各

に対して なる集合の全体である．また 上の非自明な極大フィル

ター全体の集合 を とおき，各 に対して とおくと同様にし

てそのような集合全体は の開集合族の基底をなす．直積位相空間 上に任意の

に対して で定義される同値関係を考える．この同値関係による商空間

を とおく．このとき は の極大イデアル空間と同相である．
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さらに を と同一視すれば は のコンパクト化になっており，

の Gelfand表現 は の 上への連続な拡張で与えられる．それは極大フィルター

による極限を使って次のように表現することができる． の各点

によって定義される 上の極大フィルターと同一視する．このとき

が成立する（以上の結果に関して詳しくは［3］を参照）．特に とおくと， にお

ける の値が における の挙動を表すことになる．

今 の元 と の元 に対して を

で定義すると， が成立する．これと上記の議論により，任意の有界集合を

含まない 上の極大フィルター に対して，ある が存在して が成立すること

が分かる．すなわち のように表現される有限加法的測度の考察においては，単純な極大フィル

ターである の元 で定義されるもの のみを考えれば十分である．

次に 上の連続な流れを定義する．はじめに 上の位相力学系を定義して，それを自然な方法

で 上の連続な流れに持ち上げる．まずは写像

を考え，これを 上へと連続に拡張した写像を とおく．この を 上へと制限すると

は同相写像になっており，特に組 は位相力学系になっている．次にこれを

用いて 上の同相写像の族 を

で定義する．こうして連続な流れ が得られた．

を力学系 に関して負の軌道が再帰的な点全体のなす の部分集合とする．ここ

で の負の軌道が再帰的であるとは の任意の近傍 と正整数 に対してある で

を満たすものが存在することをいう．

同様にして連続な流れ に対しても， を負の軌道が再帰的である の点全体の

なす集合を表すとする．ここで の負の軌道が再帰的であるとは， の任意の近傍 と任意
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の正の実数 に対してある で を満たすものが存在することをいう．

最後に次のことには定義より明らかである． に対して が成立するこ

とと が成立することは同値である．

４　主結果

この節ではこれまでの議論を基にして，与えられた に対して

で定義される有限加法的測度の加法性を扱う．定義より の性質に関わってくるのは核 と極大

フィルター である．まずは次の結果が成立する．

定理 4.1. がコンパクト台を持つとする．このとき任意の に対して は加法

性を持つ．

証明． の任意の減少列 をとる．ある正数 に対して

が成立しているとする． を がすべての に対して成

立するようなものとする．今 の減少列 を ならば

なるようにとる． とおき， を各 , ,...に対して

ならば と定義する．また ならば とする．この が求

める性質を持つことを示す． とおき，まずは を示す．任意の

に対して， および を満たすように をとる．任意の

に対してある で となるものが存在する．このとき で

あることに注意すると，
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これより が分かる．次に が任意の について成立していること

を示す．任意の に対して，ある に対して が成立している．この

とき より

が成立している．したがって が分かる．以上により主張が示された．

次に一般に がコンパクト台を持たないケースを扱う．そのために次の結果を用い

る．この定理内で使われている特異性，強特異性，および有限加法的測度の台の定義については，

その証明と合わせて［4］を参照してほしい．

以下では を集合， を のある部分集合族のなす 加法族とする．

定理 4.2. を 上の有限加法的測度の可算族で互いに特異なものとし，

が存在するものとする．各 の台を とおく．このとき が加法性を満たすための必要十分条件

は各 が加法性を満たし，かつ互いに強特異であり，さらに次が成立することである．

ここで である．

定理 4.3. とすると，任意の に対して は加法性を持つ．

証明．まず に対して補助的な有限加法的測度 を以下で定義する．
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このとき定義より

が成立する．今 に対して を区間 上で

，その外側で と定義する．これによると

と表現できる．すると各 はコンパクト台を持つから定理 4.1より は加法性を持つ．する

と後は定理 4.2より各 の台を とおいたとき， を示せばよい．

とおくと であるから であり， で

を満たすものがとれる．ここで の負の軌道 の閉包を表すとする．

と定義すると， は を満たし，し

たがって は の近傍になっている．任意の に対して， に対する仮定より

で なるものがとれる．すると であるから，

したがって， が成立する． は任意であるから であること

が分かる．同様にして任意の に対して であることが示せる．以上に

より が分かる．

次の結果は条件付きであるが上記の定理の逆を主張している．

定理 4.4. が 上で を満たすとする．このとき ならば は加

法性を満たさない．

証明． とする．定理 4.3の証明と同様にして各 の台を とおいたとき，定

理 4.2 より を示せば十分である． を の任意の近傍

，すなわち なる任意の可測集合とする． とし
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の 列 を で 定

義する．すると は の一様有界列であるから弱 コンパクトである．した

がって 上の極大フィルターに関する弱 極限を考えることができる．そこで今，各

に対して と定義する．また各 に対して を

とする．このとき弱 極限の定義により

が成立している．

に対する仮定より 上で で が分かる． より， であるから

の列 は のとき の任意の弱 近傍に入ってくる．したがって

なる を固定した時， の列 で

を満たすものが存在する．定義より任意の に対して であり，弱 極限は

における順序を保つから が任意の に対して成立している．さらに上記より

がある測度が正の の可測集合上で成立している．

仮定より 上で であるから任意の に対して 上 で が成り立つ．

したがって任意の に対して

となる．したがって がすべての に対して成立する．よって

．ここで は の任意の近傍でよかったから が分かる．以上

により定理が示された．

定理 4.3，4.4を合わせると次の結果が従う．これは［3］にある密度測度に関する結果の一般化

と考えられる．

定理 4.5. が 上で を満たすとする．このとき が加法性を満たすた

めの必要十分条件は なることである．
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