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本論文の研究対象である不変 Hilbertスキーム HilbG
h
(X)は, 簡約代数群 Gの作用付

きスキームのモジュライ空間である. Alexeevと Brion (2005)によって最初に連結なG

に対して導入され, その後 Brion (2013) によって Gが連結とは限らない場合にもその
存在の証明が拡張された. したがって, 不変HilbertスキームHilbG

h
(X)は有限群Gに対

して定まる G-Hilbertスキーム G-Hilb(X)の一般化であるということができ, 付随する
Hilbert–Chow射によって商多様体 X//Gの特異点解消の候補となる. 伊藤と中村 (1996)

によって導入された G-Hilbertスキーム G-Hilb(X)は, X の次元が 3以下で Gの作用が
Gorensteinである場合には商多様体 X/Gのクレパントな特異点解消を与えることが知
られている (伊藤–中村 1996, 中村 2001, Bridgeland–King–Reid 2001). また, McKay対
応に新たな説明を与えるものとして, 表現論との関連においても盛んに研究されてい
る. 一方無限群の場合には, 古典群 Gとその有理線型表現 X に対するいくつかの結果
(Jansou–Ressayre 2009, Becker 2011, Terpereau 2014)の他には, HilbG

h
(X)が具体的に計算

されている例はあまり知られていない. 本研究では, 3次元準等質 SL(2)-多様体が GIT

商としての記述を持つことに着目し,対応する不変Hilbertスキームの幾何学的構造を完
全に決定することで,付随するHilbert–Chow射が準等質 SL(2)-多様体の特異点解消を与
えることを証明した. これは,無限群の作用による商多様体の特異点解消が不変Hilbert

スキームによって与えられる新たな具体例となる. 本研究ではまた,それが極小特異点
解消となるための必要十分条件を与えた. ここで,特異点解消 f : W −→Y が極小である
とは, f で 1点に潰れる任意の曲線C ⊂ Wに対して, Wの標準因子KWとの交点数KW ·C

が非負であることとする.

本論文は 6章から成る. 以下,各章の概略を述べる.

導入にあたる第 1章では, 本論文の研究の背景及び問題設定を述べる. Gを簡約代
数群, XをG-作用をもつアファイン多様体, h : Irr(G) −→ Z≥0をHilbert関数とする. こ
こで, Irr(G)は Gの既約表現の同型類からなる集合を表す. 組 (G,X, h)に対応する不
変HilbertスキームHilbG

h
(X)は, XのG-安定閉部分スキーム Zであって座標環C[Z]の

Hilbert関数が hであるものを閉点の集合とするモジュライ空間である. 特に, Hilbert関
数として商射 π : X −→ X//Gの一般ファイバーのHilbert関数 hX を取ると,以下の射を
得る

γ : HilbG
hX
(X) −→ X//G := Spec(C[X]G), [Z] 7→ Z//G.

この射 γはHilbert–Chow射と呼ばれる. Hilbert関数 hX の選び方から, γは X//Gのあ
る稠密開集合Y0上で同型を与える. したがって, Zariski閉包 γ−1(Y0)に被約スキームの
構造を入れたものは HilbG

hX
(X)の既約成分となる. この既約成分は HilbG

hX
(X)の主成分
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と呼ばれ, Hmainで表す. Hilbert–Chow射 γのHmainへの制限は射影的双有理射になる
ため,次の問いが考えられる.

問題. γ |Hmain は商多様体 X//Gの特異点解消を与えるか. また, HilbG
hX
(X)はHmainに一

致するか,すなわち, HilbG
hX
(X)は既約か.

第 2章では,不変Hilbertスキーム及びスフェリカル多様体の一般的性質を復習した
後, 準等質 SL(2)-多様体に関して既知の結果を概観する. G-作用付き多様体は, 稠密な
開軌道を持つとき準等質であるという. Popov (1973) は, 3次元アファイン正規準等質
SL(2)-多様体が数の組 (l,m) ∈ {Q∩(0,1]}×Nによってパラメータ付けされることを証明
し,それらに完全な分類を与えた. 組 (l,m)に対応する準等質 SL(2)-多様体 El,mは l = 1の
ときに限って滑らかであり, l < 1のときは原点Oを唯一の特異点にもつ. 以下, l = p/qと
既約分数の形で表す. Popovの後, Kraft (1984), Panyushev (1988, 1991), Gaifullin (2008),

Batyrev-Haddad (2008)らによって関連した研究がされている. BatyrevとHaddadは,準
等質 SL(2)-多様体 El,mを C5のある超曲面 Hq−pの擬トーラス C∗ × µmによる GIT商と
して記述し,これを用いてVGIT (variation of GIT)による SL(2)-同変フリップ

E−
l,m

//

''

E+
l,m

ww

El,m

の存在,及び,上の図式に現れる SL(2)-多様体 E−
l,m

, E+
l,m
が El,mの原点Oでの重みω付き

爆発 E′
l,m

:= Blω
O
(El,m)によって支配されることを証明した. 後に述べるように,本論文の

研究対象である不変HilbertスキームHilb
C∗×µm
hHq−p

(Hq−p)は,重み付き爆発 E′
l,m
を支配する

ものとして構成される. BatyrevとHaddadはさらに, El,mへの付加的な C∗-作用を定め,

El,mがBorel部分群 B×C∗に関してスフェリカル SL(2)×C∗-多様体になることを示した.

第 3章,第 4章,第 5章では, El,mの特異点解消が組 (C∗× µm,Hq−p, hHq−p
)に付随する

不変HilbertスキームH := Hilb
C∗×µm
hHq−p

(Hq−p)として与えられることを証明する (定理 1).

また,付随するHilbert–Chow射 γ : H −→ Hq−p//(C
∗× µm) � El,mが極小特異点解消とな

るための必要十分条件をパラメータ l,mを用いて与える (定理 2).

定理 1. 全ての組 (l,m)に対して,不変HilbertスキームHは既約であり (したがって, H

は主成分Hmainと一致する), Hilbert–Chow射 γは El,mの SL(2)-同変な特異点解消を与
える. さらに, Hは以下のように決定される.

(i) l = 1の時, Hは E1,mと同型.
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(ii) l < 1かつ q− pがmを割り切るとき, Hは E′
l,m
と同型.

(iii) l < 1かつ q− pがmを割り切らないとき, Hは E′
l,m
の極小特異点解消 Ẽ′

l,m
と同型.

定理 2. k = g.c.d.(m,q− p), a = m/k, b = (q− p)/kとおく. このとき,以下は同値である.

(i) Hilbert–Chow射 γが極小特異点解消.

(ii) 1+ b ≤ ap.

第 3章では,重み付き爆発 E′
l,m
の極小特異点解消 Ẽ′

l,m
の具体的な記述を与える. より正

確には, BatyrevとHaddadによって与えられた E′
l,m
のスフェリカル SL(2)×C∗-多様体と

しての記述をもとに, Ẽ′
l,m
の色付き扇を計算する. 第 4章では,不変HilbertスキームH

の各 SL(2)-軌道に対し,代表的な点のイデアルの具体的な記述を与える. 第 5章ではま
ず,第 3章,第 4章で得られた結果を踏まえて γが Ẽ′

l,m
を経由することを示した後, Hの

各Borel固定点における Zariski接空間の計算等を用いて定理 1の証明を与える. そして
最後に,定理 2を示す.

第 6章では, それまでの章で考察した問題の枠組みを一般化し, 以下の問題提起を
行う.

問題. 特異点を, その Cox環の擬トーラスによる GIT商として記述した場合に, 付随す
る不変Hilbertスキームはその特異点解消を与えるか.

本論文では,この問題を slnの冪零軌道閉包の特異点の場合に考察し, n = 2,3のときには
付随するHilbert–Chow射が Springer解消と一致することを述べる.
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