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モノイダル（余）閉圏上の淡中-クライン双対について

太 田 洋 平

慨 要

本稿では淡中–クライン双対のある種のモノイダル圏への一般化について考察する．淡中-クライン双

対は淡中再構成定理とクライン表現定理という 2つの定理からなる．淡中再構成定理は（コ）モノイド

対象をその（余）加群の圏と忘却関手から復元できるという定理であり，クライン表現定理は良い条件

を満たす圏と関手の組から（コ）モノイド対象を構成し，その表現と忘却関手を考えると元の圏と関手

と同値になるという定理である．双代数・ホップ代数などの良い代数のクラスでは，これらの対応によ

りある種の代数とある種の圏と関手の一対一対応（淡中-クライン双対）を与えることができる．∗1 淡

中再構成定理の最も単純な例は群 G（モノイドでもよい）の集合への作用全体のなす圏とその忘却関手

の組からの群 Gの復元である．本稿では [Par96]および [Lyu21]の内容に従い，より一般の状況におけ

る淡中-クライン双対について解説する．[Lyu21]ではモノイダル余閉圏における淡中-クライン双対を取

り扱っているが，本稿ではモノイダル閉圏上の淡中-クライン双対も平行して取り扱った．

記号と言葉の定義および必要な前提知識

• 圏論の基礎的知識（[LT17]程度の内容）および学部 3年生程度の代数学の基礎的知識を仮定

する．また本稿では圏論的に双対な命題の証明は行わない．

• 以降 kは体とする．

• 小圏と圏同値な圏 (essentially small category)と小圏の区別はしない．これらをまとめて小

圏と表記する．

• 圏 C に対して，Ob(C)で C の対象全体，Mor(C)で C の射全体を表す．また C の対象 X,Y

に対して，HomC(X,Y )もしくは C(X,Y )でX から Y への射全体を表す．また C の射 f に

対して，dom(f), cod(f)でそれぞれ f の始域，終域を表す．

• 圏と関手 F,G : C → Dに対して，F から Gへの自然変換全体を Nat(F,G)と表す．

• 圏と関手 F : C → D に対して，その極限を lim←−F，余極限を lim−→F と表す．また C の射
f, g : X → Y に対し，f と g の equalizer,coequalizerを Eq(f, g),Coeq(f, g)と表す．

∗1 詳しい内容は [EGNO15]・[Sch92]・[Str07] などに解説がある．
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• 集合の圏を Set，有限集合の圏を set，群の圏をGrp，アーベル群との圏をAb,体 k上のベ

クトル空間の圏をVectk，体 k 上の有限次元ベクトル空間の圏を vectk，群 Gの体 k 上の

表現の圏をRepk(G)，群Gの体 k上の有限次元表現の圏を repk(G)，環R上の左加群の圏

を RMod，環 R上の右加群の圏をModR と表す．

1. 群の作用のなす圏とその忘却関手からの群の復元

淡中再構成定理の最も単純なモデルケースとして，群の作用のなす圏と忘却関手の対からの群の

復元を取り扱う．

定義 1.1 (delooping 圏). G をモノイドとする．Ob(BG) = {∗} ,HomBG(∗, ∗) = G とし，射

の合成を G の積，単位射を単位元とすると BG は圏をなす．この圏 BG を G の delooping 圏

(delooping category)という．

注意 1.2. G を群，BG を G の delooping 圏とする．このとき BG から Set への関手全体のな

す圏を [BG,Set] と表記する．F : BG → Set は G の元 g に対し，集合 F (∗) とその間の写像
F (g) : F (∗)→ F (∗)を与える．F は関手より F (g) ◦ F (g−1) = F (g−1) ◦ F (g) = F (1G) = 1F (G)

より，F (g)は全単射である．ここで F (∗)の元 xに対して，g · x = F (g)(x)と定義すると，F の

関手性より，これはGの F (∗)への作用を与えることが分かる．また任意の gの集合への作用はこ

のような関手で表すことができる．[BG,Set]の射 ψ : F1 → F2 を群Gの元 g : ∗ → ∗へ作用させ
ると以下の可換図式が得られる．

∗ ∗ F1(∗) F1(∗)

F2(∗) F2(∗)

g

ψ∗ ψ∗

F1

F2

F1(g)

F2(g)

よって [BG,Set]は Gの集合への左作用の圏と同値である．

補題 1.3. Gを群，UG : [BG,Set]→ Setを忘却関手とし，Ĝ = HomBG(−, ∗)とする．このとき
[BG,Set](Ĝ,−) � UG である．

(証明) [BG,Set] の対象 F と F (∗) の任意の元 x に対して，ΦF : [BG,Set](Ĝ, F ) � ϕ �→
ϕ∗(1G) ∈ F (∗) = UG(F )とし，ΨF : UG(F ) = F (∗)→ [BG,Set](Ĝ, F )をΨF (x) : Ĝ(∗) = G �
g �→ F (g)(x) ∈ F (∗)とする．このとき，また (ΦF ◦ ΨF )(x) = (ΨF (x))(1G) = F (1G)(x) = x

である．また Ĝ から F への任意の自然変換 ϕ と任意の BG の射 g に対し，(F (g) ◦ ϕ∗)(1G) =

(ϕ∗ ◦ Ĝ(g))(1G) = ϕ∗(g · 1G) = ϕ∗(g) が成立する．よって，(ΨF ◦ ΦF )(ϕ) = ΨF (ϕ∗(1G)) =

F (−)(ϕ∗(1G)) = ϕとなる．[BG,Set]の任意の射 ψ : F1 → F2 をとると，以下の左の図式の可換

性が分かり，これより Φが自然変換となる．また ψ は自然変換より，中央の図式の可換性が言え，

これにより，右の図式の可換性が言える．よって Φ,Ψは自然変換となる．

２
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[BG,Set](Ĝ, F1) F1(∗) F1(∗) F1(∗) F1(∗) [BG,Set](Ĝ, F1)

[BG,Set](Ĝ, F2) F2(∗) F2(∗) F2(∗) F2(∗) [BG,Set](Ĝ, F2)

[BG,Set](Ĝ,ψ)

ΦF1

ΦF2

ψ∗

F1(g)

F2(g)

ψ∗ ψ∗ ψ∗ [BG,Set](Ĝ,ψ)

ΨF1

ΨF2

以上より Hom[BG,Set](Ĝ,−) � UG が成立する．

命題 1.4. Gを群，UG : [BG,Set]→ Setを忘却関手とする．このとき，Nat(UG, UG)と Gは群

同型である．

(証明)

Nat(UG, UG) � Nat([BG,Set](Ĝ,−), [BG,Set](Ĝ,−)) � [BG,Set](Ĝ, Ĝ)

= [BG,Set](HomBG(−, ∗),HomBG(−, ∗)) � HomBG(∗, ∗) = G

が成り立つ．ここで 1番目の同型は補題 1.3より従う．2番目と 4番目の同型は米田の補題より従

う．特に 2番目の同型はBGは小圏より，[BG,Set]は局所小圏となるので，米田の補題が適用で

きる．この対応による各要素間の対応を追うと，Nat(UG, UG)の合成を積とするモノイド構造とG

はモノイド同型となり，これにより群の同型が定まる．特に Nat(UG, UG) = Aut(UG)となること

が分かる．

命題 1.4はより一般にGをモノイドとしても成立する．以降は命題 1.4を適切に一般化すること

を目標とする．上記の証明をそのまま一般化する場合，豊穣圏版の米田の補題が必要となる．この

方向で書かれたものとして [Alu16]がある．米田の補題を用いた証明はとても簡潔であるが，豊穣

圏に関する準備が大変である．本稿では米田の補題を用いずに証明を行う．

2. エンド・コエンド

命題 1.4のNat(UG, UG)にあたるものがエンドである．この節ではエンド・コエンドに関する事

項を本稿で必要な範囲でまとめる．

定義 2.1 (楔, 余楔). C,D を圏，T : Cop×C → D を関手，W を D の対象，σ = {σX : W →
T (X,X)}X∈C，σ′ = {σ′

X : T (X,X)→W}X∈C を Dの射の族とする．C の任意の射 f : X → Y

に対して以下の左の図式が可換となるとき，σはW からT への楔 (wedge)であるといい，σ :W
··→ T

と表記する．またW から T への楔全体をW(W,T )と表す．

また，Cの任意の射 f : X → Y に対して以下の右の図式が可換となるとき，σ′は T からW への

余楔 (cowedge)であるといい，σ′ : T ··→W と表記する．また T からW への余楔全体をCW(T,W )

と表す．

３
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W T (Y,X)

T (X,X T (Y, Y ) T (X,X) T (Y, Y )

T (X,Y ) W

σX σY

T (1X ,f) T (f,1Y ) σ′
X σ′

Y

T (f,1X ) T (1Y ,f)

定義 2.2 (エンド，コエンド). C,Dを圏，T : Cop×C → Dを関手，E,C をDの対象，σ : E
··→ T

を楔，σ′ : T ··→ C を余楔とする．任意の D の対象W と任意の楔 τ : W
··→ T に対して，D の射

p :W → Eが一意的に存在して，任意のDの対象X に対して，σX ◦p = τX を満たすとき，(E, σ)

はエンド (end)であるといい，
∫
X∈C T (X,X),End(T )などと表す．

また，任意の Dの対象W と任意の余楔 τ ′ : T ··→ W に対して，Dの射 ι : C → W が一意的に

存在して，任意の Dの対象X に対して，ι ◦ σ′
X = τ ′X を満たすとき，(C, σ′)はコエンド (coend)

であるといい，
∫X∈C

T (X,X),Coend(T )などと表す．

W T (Y,X)

E T (X,X) T (Y, Y )

T (X,X T (Y, Y ) C

T (X,Y ) W

τX τY

T (1X ,f) T (f,1Y )
τ ′

X τ ′
Y

T (f,1X ) T (1Y ,f)

σ′
X σ′

Y

∃!ι

σX σY

∃!p

例 2.3. C を小圏とし，F,G : C → Setを関手とすると，HomSet(F (−), G(−)) : Cop×C → Set

という関手が構成できる．C は小圏より，Nat(F,G)は Setの対象となり，

σ = {σX : Nat(F,G) � ϕ �→ ϕX ∈ HomSet(F (X), G(X))}X∈C

はNat(F,G)から，HomSet(F (−), G(−))への楔となる．このとき，
∫
X∈C HomSet(F (X), G(X))

= Nat(F,G)である．

例 2.4. 環Rに対して，RをRの積に関するモノイドとみなした場合の delooping圏をBRとする．

右R加群M はBRの射 r : ∗ → ∗に対して，M(∗) =M,M(∗) = −·rと定義すると，M はBRop

からAbへの関手とみなせる．同様に左R加群N はBRからAbへの関手とみなせる．これにより

M⊗ZN はBRop×BRからAbへの関手とみなせる．このとき
∫ ∗∈BR

M(∗)⊗Z N(∗) �M ⊗R N

である．

命題 2.5. Cを小圏，Dを完備圏とし，T : Cop×C → Dを関手とする．このとき，Dの対象D,D′

を

４
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D =
∏

X∈Ob(C)
T (X,X), D′ =

∏
f∈Mor(C)

T (dom(f), cod(f))

と定義する．また，Dの射 s, tを任意の C の射 f : X → Y に対する以下の図式の普遍性により定

義する．（図式の縦方向の射は自然な射影である．）

D D′ D D′

T (X,X) T (X,Y ) T (Y, Y ) T (X,Y )

pX

∃!s

qf pY

∃!t

qf

T (1X ,f) T (f,1Y )

このとき，End(T )が存在し，End(T ) � Eq(s, t)となる．

(証明) 任意に C の射 f : X → Y をとる．Eq(s, t)は equalizerであるので，σ : Eq(s, t)→ Dが

存在して s ◦ σ = t ◦ σを満たす．σX = σ ◦ pX とおくと，T (1X , f) ◦ σX = T (1Y , f) ◦ σY を満た
し，σ : Eq(s, t)

··→ T は楔となる．ここで任意に楔 τ :W
··→ T をとると，Dの直積としての普遍性

より一意的に τ̌ :W → Dが存在し，τ̌ ◦ pX = τX を満たす．以下の図式の可換性より s ◦ τ̌ = t ◦ τ̌
となる．

D D′

T (X,X) T (X,Y ) D′

W T (Y, Y ) D

pX

s

qf

T (1X ,f) qf

τX

τY

τ̌

σ̌

T (f,1Y )
pY

t

よって Eqの equalizerとしての普遍性より，一意的に ξ :W → Eq(s, t)が存在し，ξ ◦ σ = τ̌ を満

たす．よって任意の C の対象 X に対して τX = ξ ◦ σX となり，Eq(s, t)は End(T )の普遍性を満

たす．

命題 2.6. C を小圏，D を余完備圏とし，T : Cop×C → D を関手とする．このとき，D の対象
D,D′ を

D =
∐

X∈Ob(C)
T (X,X), D′ =

∐
f∈Mor(C)

T (cod(f), dom(f))

と定義する．また，D の射 s′, t′ を任意の C の射 f : X → Y に対する以下の図式の普遍性により

定義する．（図式の縦方向の射は自然な埋め込みである．）

T (Y,X) T (X,X) T (Y,X) T (Y, Y )

D′ D D′ D

if

T (f,1X )

ιX if

T (1Y ,f)

ιX

∃!s′ ∃!t′

このとき，C � Coeq(s′, t′)である．

５
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系 2.7. C を小圏，Dを圏とし，T : Cop×C → Dを関手とする．Dが完備ならば，∫
X∈C T (X,X)

が存在し，Dが余完備ならば，∫X∈C
T (X,X)が存在する．

(証明) 命題 2.5と命題 2.6より明らかである．

命題 2.8 (圏論版フビニの定理). C,D, E を圏とし，T : Cop×C ×Dop×D → E を関手とする．次
の 3つのエンドのうち 1つが存在するならば，残りの 2つも存在し，それらは同型となる．∫

(X,Y )∈C ×D
T (X,X, Y, Y ) �

∫
X∈C

∫
Y ∈D

T (X,X, Y, Y ) �
∫
Y ∈D

∫
X∈C

T (X,X, Y, Y )

同様に次の 3つのコエンドのうち 1つが存在するならば，残りの 2つも存在し，それらは同型と

なる．
∫ (X,Y )∈C ×D

T (X,X, Y, Y ) �
∫ X∈C ∫ Y ∈D

T (X,X, Y, Y ) �
∫ Y ∈D ∫ X∈C

T (X,X, Y, Y )

(証明) 命題 2.5と命題 2.6よりエンド・コエンドはそれぞれ極限・余極限であるので，順序交換が

可能となる．

命題 2.9. C,D, E を圏，F : D → E , T : Cop×C → Dを関手とする．このとき，F が連続関手で，∫
X∈C T (X,X)が存在するならば以下が成立する．

F

Å∫
X∈C

T (X,X)

ã
�

∫
X∈C

F ◦ T (X,X)

また，F が余連続関手で，
∫X∈C

T (X,X)が存在するならば以下が成立する．

F

Ç∫ X∈C
T (X,X)

å
�

∫ X∈C
F ◦ T (X,X)

(証明) 命題 2.5と命題 2.6よりエンド・コエンドはそれぞれ極限・余極限であるので，成立する．

命題 2.10. C,D を圏とし，T : Cop×C → D を関手，D を D の対象とする．このとき，∫
X∈C T (X,X)が存在するならば以下が成立する．

HomD
Å
D,

∫
X∈C

T (X,X)

ã
�

∫
X∈C

HomD (D,T (X,X))

また，
∫X∈C

T (X,X)が存在するならば以下が成立する．

HomD

Ç∫ X∈C
T (X,X), D

å
�

∫
X∈C

HomD (T (X,X), D)

(証明) 命題 2.5と命題 2.6よりエンド・コエンドはそれぞれ極限・余極限であるので，成立する．

６
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3. モノイド対象・コモノイド対象

命題 1.4の群にあたる概念がモノイド対象である．この節では（コ）モノイド対象とその上の（余）

加群を定義する．

定義 3.1 (モノイダル圏). C を圏，⊗ : C ×C → C を関手，a : (− ⊗ −) ⊗ − → − ⊗ (− ⊗ −)
を自然同型とする．また，I を C の対象，l : I ⊗ 1C → 1C , r : 1C ⊗ I → 1C を自然同型とする．

(C,⊗, a, I, l, r)が以下の 2条件を満たすとき，モノイダル圏 (monoidal category)であるという．

また aを結合子 (associator)，l, rをそれぞれ左単位子 (left unit)，右単位子 (right unit)，I を単

位対象 (unit object)という．

(pentagon axiom) 任意の C の対象X,Y, Z,W に対して以下の図式が可換となる．

((X ⊗ Y ) ⊗ Z) ⊗W

(X ⊗ (Y ⊗ Z)) ⊗W (X ⊗ Y ) ⊗ (Z ⊗W )

X ⊗ ((Y ⊗ Z) ⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

aX,Y,Z ⊗1W

aX,Y ⊗Z,W

1X ⊗aY,Z,W

aX⊗Y,Z,W

aX,Y,Z⊗W

(triangle axiom) 任意の C の対象X,Y に対して以下の図式が可換となる．

(X ⊗ I) ⊗ Y X ⊗ (I ⊗ Y )

X ⊗ Y

rX ⊗1Y 1X ⊗lY

aX,I,Y

注意 3.2. モノイダル圏 (C,⊗, a, I, l, r)において，C におけるテンソル積であることを明示的に表
したい場合は ⊗C と表すことにする．

注意 3.3. 以降モノイダル圏 (C,⊗, a, I, l, r)に関する式や図式において，煩雑さを回避するために
a, l, rや括弧を略する場合がある．マックレーンのコヒーレンス定理（[Mac12]の第 VII章の 2な

ど）により，このように略記をしても問題無いことが知られている．

命題 3.4. (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，X,Y を C の対象とする．このとき以下が成立する．

(1) lX⊗Y ◦ aI,X,Y = lX ⊗ 1Y , 1X ⊗ rY ◦ aX,Y,I = rX⊗Y

(2) lI⊗X = 1I ⊗ lX , rX⊗I = rX ⊗ 1I , lI = rI

(証明) (1)以下の左の図式はaが自然同値であることと，triangle axiomにより，下段の右の三角形以

外は全て可換となり，これにより下段の右の三角形の可換性が成り立つ．よって 1Z◦(lX⊗Y ◦aI,X,Y ) =

７
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1Z ◦ (lX ⊗ 1Y )が成り立つ．Z = I とすると，以下の右の図式の上面の可換性が成り立つ．また l

が自然同型より，側面の可換性が成り立ち，それらにより下面の可換性が成り立つ．r に関する式

も全く同様に示すことができる．

(Z ⊗ (I ⊗X)) ⊗ Y I ⊗ ((I ⊗X) ⊗ Y ) I ⊗ (X ⊗ Y )

((Z ⊗ I) ⊗X) ⊗ Y (Z ⊗X) ⊗ Y (Z ⊗ (I ⊗X)) ⊗ Y I ⊗ (I ⊗ (X ⊗ Y ))

(Z ⊗ I) ⊗ (X ⊗ Y ) Z ⊗ (X ⊗ Y ) Z ⊗ ((I ⊗X) ⊗ Y ) (I ⊗X) ⊗ Y X ⊗ Y

Z ⊗ (I ⊗ (X ⊗ Y )) I ⊗ (X ⊗ Y )

rZ ⊗(1X ⊗1Y )

aZ⊗I,X,Y

aZ,I,X⊗Y
1Z ⊗lX⊗Y 1Z ⊗aI,X,Y

aZ,X,Y

(rZ ⊗1X )⊗1Y

aZ,I⊗X,Y

1Z ⊗(lX ⊗1Y )

(1Z ⊗lX )⊗1Y

aZ,I,X ⊗1Y 1(Z⊗(I⊗X))⊗Y

l(I⊗X)⊗Y lX⊗Y

1I ⊗(lX ⊗1Y )

1I ⊗aI,X,Y 1I ⊗lX⊗Y

lI⊗(X⊗Y )

lX ⊗1Y

lX⊗YaI,X,Y

(3) lおよび rの自然性より，以下の左と中央の図式は可換となる．また lおよび rが自然同型より，

lI⊗X = 1I ⊗ lX , rX⊗I = rX ⊗ 1I が成り立つ．よって (1)と triangle axiomおよび，上記の式よ

り lI ⊗ 1I = lI⊗I ◦ aI,I,I = (1I ⊗ lI) ◦ aI,I,I = rI ⊗ 1I が成立する．よって以下の右の図式の上面

が可換となる．また手前の側面は rの自然性より可換となり，奥の側面は自明に可換となる．よっ

て rI⊗I が同型より，下面も可換となり，lI = rI が成り立つ．

I ⊗ I I ⊗ I

I ⊗ (I ⊗X) I ⊗X (X ⊗ I) ⊗ I X ⊗ I (I ⊗ I) ⊗ I

I ⊗X X X ⊗ I X I I

I ⊗ I

1I⊗I

1I

rI rI

lI ⊗1I rI ⊗1I

rIlI

rI⊗I

rX⊗I

rX

rXrX ⊗1I

lI⊗X

1I ⊗lX lX

lX

定義 3.5 (対称モノイダル圏). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，τ : C ×C → C ×C を第一成分と
第二成分を入れ替える関手，c : − ⊗ − → (− ⊗ −) ◦ τ を自然同型とする．(C,⊗, a, I, l, r, c) が
対称モノイダル圏 (symmetric monoidal category)であるとは，任意の C の対象 X,Y に対して

cY,X ◦ cX,Y = 1X⊗Y が成立し，かつ以下の条件を満たすことをいう．

(hexagon axiom) C の対象X,Y, Z,W に対して以下の図式が可換となる．

X ⊗ (Y ⊗ Z) (Y ⊗ Z) ⊗X

(X ⊗ Y ) ⊗ Z Y ⊗ (Z ⊗X)

(Y ⊗X) ⊗ Z Y ⊗ (X ⊗ Z)

aX,Y,Z

cX,Y ⊗Z

aY,Z,X

cX,Y ⊗1Z

aY,X,Z

1Y ⊗cX,Z

８
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例 3.6. Set, setは直積をテンソル積，一点集合を単位対象，a, l, rを自明な自然同型，cを第一成

分と第二成分の入れ替え関手とすると対称モノイダル圏となる．またVectk,vectK は通常のテン

ソル積をテンソル積，kを単位対象，a, l, rを自明な自然同型，cを入れ替え関手とすると対称モノ

イダル圏となる．ここで，非可換環 Rに対して Rの両側加群全体のなす圏はモノイダル圏である

が，対称モノイダル圏ではない．

定義 3.7 (モノイド対象). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏とする．Cの対象Aと，射 μA : A⊗A→
A, ηA : I → A により以下の図式が可換となるとき，(A,μA, ηA) は C のモノイド対象 (monoid

object)であるという．左の図式が可換となる性質を結合律 (associativity)，右の図式が可換となる

性質を単位律 (unit condition)という．

(A⊗A) ⊗A A⊗ (A⊗A) I ⊗A A⊗A A⊗ I

A⊗A A A⊗A A

aA,A,A

1A⊗μAμA⊗1A

μA μA

μA

lA

ηA⊗1A

rA

1A⊗ηA

定義 3.8 (コモノイド対象). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏とする．C の対象 C と，射ΔC : C →
C ⊗ C, εC : C → I により以下の図式が可換となるとき，(C,ΔC , εC) は C のコモノイド対象
(comonoid object)であるという．左の図式が可換となる性質を余結合律 (coassociativity)，右の

図式が可換となる性質を余単位律 (counit condition)という．

C ⊗ C C C ⊗ C C

(C ⊗ C) ⊗ C C ⊗ (C ⊗ C) I ⊗ C C ⊗ C C ⊗ IaC,C,C

1C ⊗ΔCΔC ⊗1C

ΔC ΔC

ΔC

lC
−1

εC ⊗1C

rC
−1

1C ⊗εC

例 3.9. Setのモノイド対象はモノイド∗2，Abのモノイド対象は環である．Vectk のモノイド対

象を k代数 (k-algebra)という．Vectk のコモノイド対象を k余代数 (k-coalgebra)という．

定義 3.10 (モノイド対象の射). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，(A,μA, ηA), (B,μB , ηB)を C の
モノイド対象とし，f : A → B を C の射とする．以下の図式が可換となるとき f はモノイド対象

の射 (morphism of monoid objects)であるという．

A⊗A B ⊗B I

A B A B

μA

f⊗f

μB

f f

ηA ηB

定義 3.11 (コモノイド対象の射). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，(C,ΔC , εC), (D,ΔD, εD)を C
のコモノイド対象とし，f : C → D を C の射とする．以下の図式が可換となるとき f はコモノイ

ド対象の射 (morphism of comonoid objects)であるという．
∗2 単位元が存在する半群の意味のモノイドのことである．本稿ではモノイドとモノイド対象は異なる概念である．

９
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C D C D

C ⊗ C D ⊗D I

ΔC

f⊗f

ΔD

f f

εC εD

定義 3.12 (モノイド対象の圏). Cをモノイダル圏とする．このとき C上のモノイド対象を対象とし，
モノイド対象の射を射とすると圏をなす．この圏を C 上のモノイド対象の圏 (category of monoid

objects)といい，Mon(C)と表す．

定義 3.13 (コモノイド対象の圏). Cをモノイダル圏とする．このとき C上のコモノイド対象を対象
とし，コモノイド対象の射を射とすると圏をなす．この圏を C 上のコモノイド対象の圏 (category

of comonoid objects)といい，Comon(C)と表す．

定義 3.14 (モノイド対象上の加群). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，(A,μA, ηA)を C 上のモノイ
ド対象，M とM ′ を C の対象，μM : A⊗M → M,μM ′ : M ′ ⊗ A→ M ′ を C の射とする．以下
の図式が可換となるとき (M,μM )は A上の左加群 (left A-module)であるという．

(A⊗A) ⊗M A⊗ (A⊗M) I ⊗M A⊗M

A⊗M M A⊗M M

aA,A,M

1A⊗μMμA⊗1M

μM μM

μM

lM

ηA⊗1M

また，以下の図式が可換となるとき (M ′, μM ′)は A上の右加群 (right A-module)であるという．

(M ′ ⊗A) ⊗A M ′ ⊗ (A⊗A) M ′ ⊗A M ′ ⊗ I

M ′ ⊗A M ′ M ′ ⊗A M ′

aM′,A,A

1M′ ⊗μAμM′ ⊗1A

μM′ μM′

μM′
rM′

1M′ ⊗ηA

定義 3.15 (コモノイド対象上の余加群). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，(C,ΔC , εC)を C 上のコ
モノイド対象，M とM ′ を C の対象，ΔM : M → M ⊗ C,ΔM ′ : M ′ → C ⊗M ′ を C の射とす
る．以下の図式が可換となるとき (M,ΔM )は C 上の右余加群 (right C-comodule)であるという．

(M ⊗ C) ⊗ C M ⊗ (C ⊗ C) M ⊗ C M ⊗ I

M ⊗ C M M ⊗ C M

aM,C,C

1M ⊗ΔCΔM ⊗1C

ΔM ΔM

ΔM

r−1
M

1M ⊗εC

また以下の図式が可換となるとき (M ′,ΔM ′)は C 上の左余加群 (left C-comodule)であるという．

(C ⊗ C) ⊗M ′ C ⊗ (C ⊗M ′) I ⊗M ′ C ⊗M ′

C ⊗M ′ M ′ C ⊗M ′ M ′

aC,C,M′

1C ⊗ΔM′ΔC ⊗1M′

ΔM′ ΔM′

ΔM′
l−1
M′

εC ⊗1M′

１０
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定義 3.16 (モノイド対象上の加群の射). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，(A,μA, ηA)を C 上のモ
ノイド対象，(M,μM ), (N,μN )を A上の左加群，f : M → N を C の射とする．以下の左の図式
が可換となるとき f は A上の左加群の射 (morphism of left A-modules)であるという．

また，(M ′, μM ′), (N ′, μN ′)を A上の右加群，f ′ :M ′ → N ′ を C の射とする．以下の右の図式
が可換となるとき f ′ は A上の右加群の射 (morphism of right A-modules)であるという．

A⊗M A⊗N M ′ ⊗A N ′ ⊗A

M N M ′ N ′

μM μN

f

1A⊗f

μM′ μN′

f ′

f ′⊗1A

定義 3.17 (コモノイド対象上の余加群の射). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，(C,ΔC , εC)を C 上
のコモノイド対象，(M,ΔM ), (N,ΔN )を C 上の右余加群，f :M → N を C の射とする．以下の
左の図式が可換となるとき f は C 上の右余加群の射 (morphism of right C-comodules)であると

いう．

また，(M ′,ΔM ′), (N ′,ΔN ′)を C 上の左余加群，f ′ :M ′ → N ′を C の射とする．以下の右の図
式が可換となるとき f ′ は C 上の左余加群の射 (morphism of left C-comodules)であるという．

M N M ′ N ′

M ⊗ C N ⊗ C C ⊗M ′ C ⊗N ′
ΔM ΔN

f

f⊗1C

f ′

ΔM′ ΔN′

1C ⊗f ′

定義 3.18 (加群の圏，余加群の圏). C をモノイダル圏，(A,μA, ηA) を C 上のモノイド対象，
(C,ΔC , εC)を C上のコモノイド対象とする．A上の左（右）加群を対象，A上の左（右）加群の射
を射とすると，圏をなす．この圏を A上の左（右）加群の圏 (category of left(right) A-modules)

といい，AMod(C) (ModA(C))と表す．また，C 上の右（左）余加群を対象，C 上の右（左）余
加群の射を射とすると，圏をなす．この圏を C 上の右（左）余加群の圏 (category of right(left)

C-comodules)といい，ComodC(C) (CComod(C))と表す．

例 3.19. Aをモノイドとするとき，AMod(Set)は Aの集合への左作用のなす圏，ModA(Set)

はAの集合への右作用のなす圏である．Rを環とするとき，RMod(Ab)は RMod，ModR(Ab)

はModR である．

定義3.20 (圏上の圏). Dを圏とする．対象が圏 Cと関手F : C → Dの組 (C, F )で，射ψ : (C, F )→
(C′, F ′)が関手 ψ : C → C′ で F ′ ◦ ψ = F を満たすものとすると圏をなす．この圏をCat/Dと書
き，D上の圏 (category over D)という．

C C′

D
F F ′

ψ

１１



03

モノイダル（余）閉圏上の淡中-クライン双対について

注意 3.21. C をモノイダル圏，f : A → B を C 上のモノイド対象の射，g : (M,μM ), (N,μN )を

B 上の左加群の射とする．μA
M : A⊗M f⊗1M−−−−→ B ⊗M µM−−→ M とおくと，(M,μA

M )は A上の左

加群の構造を持つ．このとき以下の左の図式より，g : (M,μA
M )→ (N,μA

N )はA上の左加群の射と

なり，BMod(C)から AMod(C)への関手 fMod(C)が得られる．ここで fMod(C)((M,μM )) =

(M,μA
M )，fMod(C)(g) = gとしている．ここで，UA :A Mod(C)→ C を A上の左加群の構造を

忘れて C の対象とみなす忘却関手とすると，以下の右の図式が可換となる．

A⊗M B ⊗M M BMod(C) AMod(C)

A⊗N B ⊗N N D
1A⊗g

f⊗1M

f⊗1N

1B⊗g

μM

μN

g

μA
M

μA
N

f Mod(C)

UAUB

よって fMod(C) :B Mod(C)→A Mod(C)はCat/Dの射となり，Mon(C)からCat/Dへの反
変関手Mod(C)が定まる.ここに，Mod(C)(A) =A Mod(C),Mod(C)(f) =f Mod(C)である．
全く同様の議論により，Comon(C)の射 f ′ : C → D に対して，Cat/D の射 Comodf (C) :

ComodC(C) → ComodD(C) が定まり，Comon(C) から Cat/D への関手 Comod(C) が定
まる.

ComodC(C) ComodD(C)

D
UC UD

Comodf′
(C)

4. モノイダル閉圏・モノイダル余閉圏

この節では [Lyu21]に従い，モノイダル（余）閉圏の定義と諸性質について述べる．モノイダル

余閉圏の場合の主張にのみ証明を与えているが，モノイダル閉圏の場合の証明も双対な議論により

示すことができる．

定義 4.1 (モノイダル閉圏). Cをモノイダル圏とする．任意の Cの対象Xに対して，−⊗X : C → C
(X ⊗− : C → C)が右随伴を持つとき，C はモノイダル左（右）閉圏 (monoidal left(right) closed

category)であるといい，この右随伴関手を [X,−]l ([X,−]r)と書き，左（右）内部ホム関手 (internal

left(right) hom functor)という．

定義4.2 (モノイダル余閉圏). Cをモノイダル圏とする．任意の Cの対象Xに対して，X⊗− : C → C
(−⊗X : C → C)が左随伴を持つとき，Cはモノイダル右（左）余閉圏 (monoidal right(left) coclosed

１２
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category)であるといい，この左随伴関手を cohom(−, X)r (cohom(−, X)l)と書き，右（左）内

部コホム関手 (internal right(left) cohom functor)という．

注意 4.3. C が対称モノイダル圏のとき，C の対象 X に対して X ⊗ − � − ⊗ X であるので，右
（余）閉圏であることと左（余）閉圏であることは同じ概念となる．このとき C は対称モノイダル
（余）閉圏という．また上記の定義の中で現れる随伴関手についても，左と右が同じ概念となるた

め，l, rを除いた記号で表し，内部（コ）ホム関手という．内部（コ）ホム関手をどの圏で考えてい

るか明示したいときは，[X,−]C , cohomC(−, X)と表すことにする．簡単のため以降はモノイダル

左閉圏とモノイダル右余閉圏に限定して考えるが，左と右を逆にしたモノイダル圏においても同様

の議論ができる．

注意4.4. Cをモノイダル左閉圏とし，X,Y, Zを Cの対象とする．FX = −⊗X,GX = [X,−]とする
と，FX � GXである．随伴対 (FX , GX)の余単位射 εX : FX ◦GX → 1Cを用いて evX,Y = (εX)Y :

[X,Y ] ⊗ X → Y とする．HomC(Z ⊗ X,Y ) � HomC(Z, [X,Y ])より，任意の f : Z ⊗ X → Y

に対して，以下の左の図式が可換となる f̂ : Z → [X,Y ]が一意的に存在する．同様にして，C を
モノイダル右余閉圏とし，X,Y, Z を C の対象とする．F ′

Y = cohom(−, Y ), G′
Y = Y ⊗ − とす

ると，F ′
Y � G′

Y である．随伴対 (F ′
Y , G

′
Y ) の単位射 ηY : 1C → G′

Y ◦ F ′
Y を用いて coevX,Y =

(ηY )X : X → Y ⊗ cohom(X,Y )とする．HomC(cohom(X,Y ), Z) � HomC(X,Y ⊗ Z)より，任
意の f ′ : X → Y ⊗ Z に対して，以下の右の図式が可換となる f̃ ′ : cohom(X,Y )→ Z が一意的に

存在する．
[X,Y ] ⊗X Y Y ⊗ Z

Z ⊗X X Y ⊗ cohom(X,Y )
ff̂⊗1X

evX,Y

1Y ⊗f̃ ′

coevX,Y

f ′

例 4.5. (Set,×, {∗})は任意の集合 X に対して − × X � HomSet(X,−) であるので，[X,−] =
HomSet(X,−)となりモノイダル閉圏の構造を持つ．またSetの射 g : X → Y とXの元xに対して，

evX,Y (g, x) = g(x)で，任意の f : Z ×X → Y に対して，f̃ : Z � z �→ f(z,−) ∈ HomSet(X,Y )

となる．また，X,Y が有限集合のとき，HomSet(X,Y )も有限集合なので，setもモノイダル閉圏

となる．

例 4.6. Rを可換環とする．(RMod,⊗R, R)は任意のR加群M に対して−⊗RM � HomR(M,−)
を満たすので，モノイダル閉圏の構造を持つ．また RModの射 g :M → N とM の元mに対して，

evM,N (g,m) = g(m)で，任意の f : L⊗M → N に対して，f̃ : L � l �→ f(l,−) ∈ HomR(M,N)

となる．特に Rが体 kの場合を考えると，Vectk および vectk はモノイダル閉圏となる．

例 4.7. vectk の対象 U, V,W に対して，{ui} , {vj} , {wk} をそれぞれの基底とする．h : V ∗ ⊗
U → W に対し，(vj) を (vj) の双対基底として，h(vj ⊗ ui) を {wk} を用いて表示したときの

１３
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各係数を αijk(h) とする．ΦU,V,W (h) : X � ui �→ ∑
j,k αijk(h)vj ⊗ wk ∈ V ⊗ W とすると，

ΦU,V,W : Homk(V
∗ ⊗U,W )→ Homk(U, V ⊗W )が定まる．Φは自然同型となり，任意の vectk

の対象 U に対して U∗ ⊗− � U ⊗−が成り立つ．よって vectk はモノイダル余閉圏である．特に

cohom(U, V ) � V ∗ ⊗U である．Φの構成は有限次元ベクトル空間であることに依存しており，同

様の構成はVectk では行うことができない．Vectk はモノイダル余閉圏とならないことが知られ

ている．

命題 4.8. C をモノイダル右余閉圏とする．このとき，cohom(−,−) : C ×Cop → C は関手となる．

(証明) 任意に C ×Copの射 (f, g) : (X,Y )→ (X ′, Y ′)をとる．cohomの普遍性により，以下の図

式が可換となる cohom(f, g) : cohom(X,Y )→ cohom(X ′, Y ′)が一意的に存在する．

X ′ Y ′ ⊗ cohom(X ′, Y ′) Y ⊗ cohom(X ′, Y ′)

X Y ⊗ cohom(X,Y )

f

coevX′,Y ′ g⊗1

coevX,Y

1Y ⊗cohom(f,g)

また，任意の C ×Cop の射 (f, g) : (X,Y ) → (X ′, Y ′), (f ′, g′) : (X ′, Y ′) → (X ′′, Y ′′) に対し，

cohom((f ′, g′) ◦ (f, g))の一意性により，cohom(f ′, g′) ◦ cohom(f, g) = cohom((f ′, g′) ◦ (f, g))
となる．

X ′′ Y ′′ ⊗ cohom(X ′′, Y ′′) Y ′ ⊗ cohom(X ′′, Y ′′) Y ⊗ cohom(X ′′, Y ′′)

X ′ Y ′ ⊗ cohom(X ′, Y ′) Y ⊗ cohom(X ′, Y ′)

X Y ⊗ cohom(X,Y )

f

coevX′,Y ′
g⊗1

coevX,Y

1Y ⊗cohom(f,g)

coevX′′,Y ′′

f ′

g′⊗1

1Y ′ ⊗cohom(f ′,g′)

g⊗1

1Y ⊗cohom(f ′,g′)

f ′◦f

(g◦g′)⊗1

1⊗cohom((f ′,g′)◦(f,g))

また cohom(1X , 1Y )の一意性により，1cohom(X,Y ) = cohom(1X , 1Y )が成立する．

X Y ⊗ cohom(X,Y ) Y ⊗ cohom(X,Y )

X Y ⊗ cohom(X,Y )

1X

coevX,Y 1Y ⊗1

coevX,Y

1Y ⊗cohom(1X ,1Y )

以上より，cohom(−,−) : C ×Cop → C は関手となる．

命題 4.9. C をモノイダル左閉圏とする．このとき，[−,−] : Cop×C → C は関手となる．

補題 4.10. (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル右余閉圏とし，X,Y, Z,W を C の対象とする．このとき
以下が成り立つ．
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(1) HomC(cohom(cohom(X,Y ), Z),W ) � HomC(cohom(X,Y ), Z ⊗W ) � HomC(X,Y ⊗ Z ⊗
W ) � HomC(cohom(X,Y ⊗ Z),W )

(2) HomC(cohom(X,Y ), I) � HomC(X,Y ⊗ I) � HomC(X,Y )

(3) cohom(X, I) � X

(証明) (1)，(2)は cohom(−, X) � X ⊗−より自明である．
(3)任意の C の対象 Y に対してHomC(cohom(X, I), Y ) � HomC(X, I ⊗ Y ) � HomC(X,Y )が成

り立つ．よって米田の補題より cohom(X, I) � X が成り立つ．

補題 4.11. (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル左閉圏とし，X,Y, Z,W を C の対象とする．このとき以
下が成り立つ．

(1) HomC(X, [Y, [Z,W ]]) � HomC(X ⊗ Y, [Z,W ]) � HomC(X ⊗ Y ⊗ Z,W ) � HomC(X, [Y ⊗ Z,W ])

(2) HomC(I, [X,Y ]) � HomC(I ⊗X,Y ) � HomC(X,Y )

(3) [I,X] � X

注意 4.12. Cをモノイダル右余閉圏とし，X,Y, Z を Cの対象とする．このとき cohomの普遍性に

より，以下の図式が可換となるΔX,Y,Z : cohom(X,Y )→ cohom(Z, Y )⊗ cohom(X,Z)が一意的

に存在する．

(Y ⊗ cohom(Z, Y )) ⊗ cohom(X,Z) Y ⊗ (cohom(Z, Y ) ⊗ cohom(X,Z))

Z ⊗ cohom(X,Z)

X Y ⊗ cohom(X,Y )

coevX,Z

coevZ,Y ⊗1

a

coevX,Y

1Y ⊗ΔX,Y,Z

C をモノイダル左閉圏とし，X,Y, Z を C の対象とする．このとき [−,−]の普遍性により，以下の
図式が可換となる μX,Y,Z : [Y, Z]⊗ [X,Y ]→ [X,Z]が一意的に存在する．

([Y, Z] ⊗ [X,Y ]) ⊗X [Y, Z] ⊗ ([X,Y ] ⊗X)

[Y, Z] ⊗ Y

[X,Z] ⊗X Z

a

evY,Z

1⊗evX,Y

evX,Z

μX,Y,Z ⊗1X

命題 4.13. Cをモノイダル右余閉圏とし，X,Y, Z,W を Cの対象とする．このとき以下の図式は可
換となる．
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(cohom(Y,X) ⊗ cohom(Z, Y )) ⊗ cohom(W,Z) cohom(Y,X) ⊗ (cohom(Z, Y ) ⊗ cohom(W,Z))

cohom(Z,X) ⊗ cohom(W,Z) cohom(Y,X) ⊗ cohom(W,Y )

cohom(W,X)
ΔW,X,Z

ΔZ,X,Y ⊗1

a

ΔW,X,Y

1Y ⊗ΔW,Y,Z

(証明) 以下の図式手前の 2つの側面，奥側の左の側面及び下面はΔの定義より全て可換である．ま

た上面はテンソル積の性質より明らかに可換である．よって (1X ⊗ 1⊗ΔW,Y,Z) ◦ (1X ⊗ΔW,X,Y ) ◦
coevW,X = (1X ⊗ΔZ,X,Y ⊗ 1) ◦ (1X ⊗ΔW,X,Z) ◦ coevW,X となる．cohom(W,X)の普遍性によ

り，(1⊗ΔW,Y,Z) ◦ΔW,X,Y = (ΔZ,X,Y ⊗ 1) ◦ΔW,X,Z が成り立つ．

X ⊗ cohom(Y,X) ⊗ cohom(Z, Y ) ⊗ cohom(W,Z)

Y ⊗ cohom(Z, Y ) ⊗ cohom(W,Z) X ⊗ cohom(Z,X) ⊗ cohom(W,Z) X ⊗ cohom(Y,X) ⊗ cohom(W,Y )

Y ⊗ cohom(W,Y )

Z ⊗ cohom(W,Z) X ⊗ cohom(W,X)

W

1X ⊗1⊗ΔW,Y,Z

coevW,XcoevW,Z

coevW,Y

1X ⊗ΔW,X,YcoevZ,Y ⊗1

coevY,X ⊗11Y ⊗ΔW,Y,Z

coevY,X ⊗1⊗1
1X ⊗ΔZ,X,Y ⊗1

coevZ,X ⊗1 1X ⊗ΔW,X,Z

命題 4.14. Cをモノイダル左閉圏とし，X,Y, Z,W を Cの対象とする．このとき以下の図式は可換
となる．

([Z,W ] ⊗ [Y, Z]) ⊗ [X,Y ] [Z,W ] ⊗ ([Y, Z] ⊗ [X,Y ])

[Y,W ] ⊗ [X,Y ] [Z,W ] ⊗ [X,Z]

[X,W ]

a

μX,Z,W

1⊗μX,Y,Z

μX,Y,W

μY,Z,W ⊗1X

定義 4.15 (コエンド対象). C をモノイダル右余閉圏とし，X を C の対象とする．このとき
cohom(X,X) を X のコエンド対象 (coendmorphism object) といい，Coend(X) または C(X)

と表す．

定義 4.16 (エンド対象). C をモノイダル左閉圏とし，X を C の対象とする．このとき [X,X]をX

のエンド対象 (endmorphism object)といい，End(X)または E(X)と表す．
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注意 4.17. C をモノイダル右余閉圏，X を C の対象，ΔC(X) = ΔX,X,X : Coend(X) →
Coend(X)⊗Coend(X)とする．cohomの普遍性により，以下の右側の図式が可換となる εCoend(X) :

Coend(X)→ I が一意的に存在する．

X X ⊗ C(X) (X ⊗ C(X)) ⊗ C(X) X ⊗ I

X ⊗ C(X) X ⊗ (C(X) ⊗ C(X)) X X ⊗ C(X)

coevX,X

coevX,X coevX,X ⊗1C(X)

a

1X ⊗ΔC(X) coevX,X

r−1
X 1X ⊗εC(X)

C をモノイダル左閉圏，X を C の対象，μEnd(X) = μX,X,X : End(X)⊗End(X)→ End(X)とす

る．[−,−]の普遍性により，以下の右側の図式が可換となる ηEnd(X) : I → End(X)が一意的に存

在する．

(E(X) ⊗ E(X)) ⊗X E(X) ⊗X E(X) ⊗X X

E(X) ⊗ (E(X) ⊗X) E(X) ⊗X X I ⊗X1E(X)⊗evX,X

a

μE(X)⊗1X

evX,X

evX,X

ηE(X)⊗1X

evX,X

lX

補題 4.18. C をモノイダル右余閉圏，X を C の対象とする．このとき以下が成り立つ．

(1) (Coend(X),ΔCoend(X), εCoend(X))は C のコモノイド対象である．
(2) (X,ΔX = coevX,X)は Coend(X)上の右余加群である．

(証明) (1)命題 4.13において Y = Z =W = X とすると，余結合律が成立する．また余単位律が

成立することは定義より明らかである．

(2)ΔX ,ΔCoend(X), εCoend(X) の定義より明らかである．

補題 4.19. C をモノイダル左閉圏，X を C の対象とする．このとき以下が成り立つ．

(1) (End(X), μE(X), ηEnd(X))は C のモノイド対象である．
(2) (X,μX = evX,X)は End(X)上の左加群である．

命題 4.20. C をモノイダル右余閉圏とし．Dを圏とする．F : D → C を関手とし，M を C の対象
とする．このとき CW(cohom ◦(F × F op),M))と Nat(F, F ⊗M)は一対一に対応する．ただし，

F ⊗M は Dの射 f : X → Y に対して F (f)⊗ 1M : F (X)⊗M → F (Y )⊗M を対応させる関手
とする．

(証明) cohom(−,−) � (−⊗−)より，任意の Dの対象X に対して，

HomC(cohom(F (X), F (X)),M) � σX �→ (1F (X) ⊗ σX) ◦ΔF (X) ∈ HomC(F (X), F (X)⊗M)

という一対一対応が存在する．あとは，σが余楔であることと，(1F ⊗ σ) ◦ΔF (−) が自然変換であ

ることの同値性を示せばよい．任意に Dの射 f : X → Y をとる．
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F (X) F (X) ⊗ C(F (X)) F (X) ⊗M

F (Y ) ⊗ cohom(F (X), F (Y )) F (Y ) ⊗ C(F (X))

F (Y ) F (Y ) ⊗ C(F (Y )) F (Y ) ⊗M

F (f) F (f)⊗1M

ΔF (X)

ΔF (Y )

coevF (X),F (Y )

1F (Y )⊗cohom(1F (X),F (f))

F (f)⊗1C(F (X))

1F (X)⊗σX

1F (Y )⊗σY

1F (Y )⊗cohom(F (f),1F (Y ))
1F (Y )⊗σX

((1F ⊗σ)◦ΔF (−))X

((1F ⊗σ)◦ΔF (−))Y

ここで下側の平行四辺形の図式の可換性は σ が余楔であることを表し，外側の図式の可換性は

(1F ⊗σ) ◦ΔF (−)が自然変換であることを表している．それ以外の図式は定義より可換となるので，

σが余楔であることと，(1F ⊗ σ) ◦ΔF (−) が自然変換であることは同値である．

命題 4.21. C をモノイダル左閉圏とし，Dを圏とする．F : D → C を関手とし，M を C の対象と
する．このときW(M, [−,−]◦F op×F ))とNat(M ⊗F, F )は一対一に対応する．ただし，M ⊗F
は Dの射 f : X → Y に対して 1M ⊗ F (f) :M ⊗ F (X)→M ⊗ F (Y )を対応させる関手とする．

定義 4.22 (関手のコエンド対象). C をモノイダル右余閉圏，D を圏とし，F : D → C を関手とす
る．Coend(cohom ◦(F × F op))が存在するとき，これを F のコエンド対象といい，Coend(F )ま

たは C(F )と表す．

定義 4.23 (関手のエンド対象). C をモノイダル左閉圏，D を圏とし，F : D → C を関手とする．
End([−,−] ◦ (F × F op))が存在するとき，これを F のエンド対象といい，End(F )または E(F )

と表す．

命題 4.24. C をモノイダル右余閉圏とし．Dを圏とする．F : D → C を Coend(F )が存在する関

手とする．このとき Coend(F )により定まる余楔を σとし，ΔF = (1F ⊗ σ) ◦ΔF (−) と定義する．

このとき以下が成立する．

(1) ΔF は自然変換である．

(2) 任意の C の対象M と，任意の自然変換 ϕ : F → F ⊗M に対して，以下の図式が可換となる

ϕ̃ : Coend(F ) → M が一意的に存在する．つまり，Nat(F, F ⊗ −)は Coend(F )により表現

される．
F ⊗M

F F ⊗ Coend(F )

ϕ 1F ⊗ϕ̃

ΔF

(3) Coend(F )は C 上ののコモノイド対象である．
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(4) 任意の Dの対象X に対して，F (X)は Coend(F )上の右余加群となる．

(5) 任意の D の射 f : X → Y に対して，F (f) : F (X) → F (Y )は Coend(F )上の右余加群の射

である．

(証明) (1) 命題 4.20において，M = C(F )とすると，σとΔF が対応し，σが余楔より，ΔF は

自然変換となる．

(2) ϕ : F → F ⊗M は自然変換より命題 4.20により対応する余楔ϕ′ : cohom ◦(F ×F op)→M が

一意的に存在し，以下の左の図式が可換となる．また，C(F )の普遍性よりCの射 ϕ̃ : C(F )→M

が一意的に存在し，以下の右の図式が可換となる．

F (X) ⊗M M

F (X) F (X) ⊗ C(F (X)) cohom ◦(F × F op) C(F )

ϕX 1F ⊗ϕ′
X

ΔF (X)

∃!ϕ̃
ϕ′

σ

よって，ϕX = (1F (X)⊗ϕ′
X)◦ΔF (X) = (1F (X)⊗(ϕ̃◦σX))◦ΔF (X) = (1F (X)⊗ ϕ̃)◦(1F (X)⊗

σX)◦ΔF (X) = (1F (X)⊗ ϕ̃)◦ΔF (X) = ((1F ⊗ ϕ̃)◦ΔF )X である．よって ϕ = (1F ⊗ ϕ̃)◦ΔF

となる．

(3) (2)で示した ΔF の普遍性により，以下の図式を可換とする C の射 ΔC(F ) : C(F ) → C(F ) ⊗
C(F ), εC(F ) : C(F )→ I が定まる．

F F ⊗ C(F ) (F ⊗ C(F )) ⊗ C(F ) F ⊗ I

F ⊗ C(F ) F ⊗ (C(F ) ⊗ C(F )) F F ⊗ C(F )

ΔF

ΔF
ΔF ⊗1C(F )

aF (−),C(F ),C(F )

1A⊗ΔC(F ) ΔF

r−1
F (−) 1A⊗εC(F )

命題 4.13の証明と同様の議論により以下の図式からC(F )の余結合律が従う．また余単位律が

成立することは定義より明らかである．

F ⊗ C(F ) ⊗ C(F ) ⊗ C(F )

F ⊗ C(F ) ⊗ C(F ) F ⊗ C(F ) ⊗ C(F ) F ⊗ C(F ) ⊗ C(F )

F ⊗ C(F )

F ⊗ C(F ) F ⊗ C(F )

F

1C(F )⊗1C(F )⊗ΔF (C)

ΔFΔF

ΔF

1F ⊗ΔC(F )ΔF ⊗1C(F )

ΔF ⊗1C(F )1F ⊗ΔC(F )

ΔF ⊗1C(F )⊗1C(F )

1C(F )⊗ΔC(F )⊗1C(F )

ΔF ⊗1C(F ) 1F ⊗ΔC(F )
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(4) 任意に D の対象 X をとる．(3) の証明で ΔC(F ), εC(F ) 定義した図式に X を代入すると

F (X),ΔF (X)は C(F )上の右余加群であることが分かる．

(5) ΔF が自然変換であることから明らかである．

命題 4.25. C をモノイダル左閉圏とし，Dを圏とする．F : D → C0 を End(F )が存在する関手と

する．このとき End(F )により定まる楔を σとするとき，μF = μF (−) ◦ (σ ⊗ 1F )と定義する．こ

のとき以下が成立する．

(1) μF は自然変換である．

(2) 任意の C の対象M と，任意の自然変換 ϕ : M ⊗ F → F に対して，以下の図式が可換となる

ϕ̂ :M → End(F )が一意的に存在する．つまり，Nat(−⊗F, F )はEnd(F )により表現される．

End(F ) ⊗ F F

M ⊗ F

μF

ϕ̂⊗1F ϕ

(3) End(F )は C 上のモノイド対象である．
(4) 任意の Dの対象X に対して，F (X)は End(F )上の左加群となる．

(5) 任意の D の射 f : X → Y に対して，F (f) : F (X) → F (Y ) は End(F ) 上の左加群の射で

ある．

5. 加群圏

モノイダル圏と加群圏∗3は代数における環と加群に対応する．対称モノイダル圏は環と加群の理

論における可換環に相当するため，対称モノイダル圏に限って議論を行う場合，この節の左右に関

する概念は同じものとなる．

定義 5.1 (左加群圏). (C,⊗C , a, I, l, r)をモノイダル圏とし，Mを圏とする．関手⊗M : C ×M→
M と，自然同型 m : (− ⊗C −) ⊗M − → − ⊗M (− ⊗M −), ľ : I ⊗M 1M → 1M に対して，

(M,⊗M,m, ľ)が以下の 2条件を満たすとき，C 上の左加群圏 (left C-module category)であると

いう．

(pentagon axiom) 任意の C の対象 X,Y, Z と任意のMの対象M に対して以下の図式が可換

となる．

∗3 加群圏は英語で “module category”と表される．一方加群の圏は “category of modules”と表される．これらの

言葉は英語においても日本語においても似ているが，その意味は異なるので注意すること
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((X ⊗C Y ) ⊗C Z) ⊗M M

(X ⊗C (Y ⊗C Z)) ⊗M M (X ⊗C Y ) ⊗M (Z ⊗M M)

X ⊗M ((Y ⊗C Z) ⊗M M) X ⊗M (Y ⊗M (Z ⊗M M))

aX,Y,Z ⊗M1M

mX,Y ⊗CZ,M

1X ⊗mY,Z,M

mX⊗CY,Z,M

mX,Y,Z⊗MM

(triangle axiom) 任意の C の対象X と任意のMの対象M に対して以下の図式が可換となる．

(X ⊗C I) ⊗M M X ⊗M (I ⊗M M)

X ⊗M M

rX ⊗M1M 1X ⊗M ľM

mX,I,M

定義 5.2 (右加群圏). (C,⊗C , a, I, l, r)をモノイダル圏とし，Mを圏とする．関手⊗M :M×C →
M と，自然同型 m : (− ⊗M −) ⊗M − → − ⊗M (− ⊗C −), ř : 1M ⊗M I → 1M に対して，

(M,⊗M,m, ř)が以下の 2条件を満たすとき，C 上の右加群圏 (right C-module category)である

という．

(pentagon axiom) 任意の C の対象 X,Y, Z と任意のMの対象M に対して以下の図式が可換

となる．

((M ⊗M X) ⊗M Y ) ⊗M Z

(M ⊗M (X ⊗C Y )) ⊗M Z (M ⊗C X) ⊗M (Y ⊗M Z)

M ⊗M ((X ⊗C Y ) ⊗C Z) M ⊗M (X ⊗C (Y ⊗C Z))

mM,X,Y ⊗M1Z

mM,X⊗CY,Z

1M ⊗aX,Y,Z

mM⊗MX,Y,Z

mM,X,Y ⊗CZ

(triangle axiom) 任意の C の対象X と任意のMの対象M に対して以下の図式が可換となる．

(M ⊗M I) ⊗M X M ⊗M (I ⊗C X)

M ⊗M X
řM ⊗M1X 1M ⊗MlX

mM,I,X

定義 5.3 (左加群関手). (C,⊗C , a, I, l, r) をモノイダル圏とし，(M,⊗M,m, ľ), (M′,⊗M′ ,m′, ľ′)

を左加群圏とする．関手 F :M→M′ と，自然同型 s : F (−⊗M −)→ −⊗M′ F (−)に対して，
(F, s)が任意の C の対象X,Y と任意のMの対象M に対して，以下の 2つの図式が可換となると

き，C 上の左加群関手 (left C-module functor)であるという．

２１
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F (((X ⊗C Y ) ⊗M M))

F ((X ⊗M (Y ⊗M M)) (X ⊗C Y ) ⊗M′ F (M)

X ⊗M′ F (Y ⊗M M) X ⊗M′ (Y ⊗M′ (F (M))

F (mX,Y,M )

sX,Y ⊗MM

1X ⊗sY,M

sX⊗CY,M

m′
X,Y,F (M)

F (I ⊗M M) I ⊗M′ F (M)

F (M)
F (ľM ) ľ′F (M)

sI,M

定義 5.4 (右加群関手). (C,⊗C , a, I, l, r)をモノイダル圏とし，(M,⊗M,m, ř), (M′,⊗M′ ,m′, ř′)

を右加群圏とする．関手 F :M→M′ と，自然同型 s : F (−⊗M −)→ F (−)⊗M′ −に対して，
(F, s)が任意の C の対象X,Y と任意のMの対象M に対して，以下の 2つの図式が可換となると

き，C 上の右加群関手 (right C-module functor)であるという．

F (((M ⊗M X) ⊗M Y ))

F ((M ⊗M (X ⊗C Y )) F (M ⊗M X) ⊗M′ Y

F (M) ⊗M′ (X ⊗C Y ) (F (M) ⊗M′ X) ⊗M′ Y

F (mM,X,Y )

sM,X⊗CY

m′
F (M),X,Y

sM⊗MX,Y

sM,X ⊗M′ 1Y

F (M ⊗M I) F (M) ⊗M′ I

F (M)
F (řM ) ř′

F (M)

sM,I

例 5.5. Cをモノイダル圏，X を Cの対象，C を C上のコモノイド対象，M をC 上の右余加群とす

る．ΔX⊗M = 1X ⊗ΔM とおくと，(X⊗M,ΔX⊗M )はC 上の右余加群となる．X⊗ (M,ΔM ) =

(X ⊗M,ΔX⊗M )と定めると，この作用により，ComodC(C)は C上の左加群圏の構造を持つ．ま
た，C は自明な C 上の左加群圏の構造を持つ．ここで UC : ComodC(C) → C を忘却関手とする
と，C の対象 Y を用いて，UC ⊗ Y : ComodC(C) → C が定義できる．このとき UC , UC ⊗ Y は
共に C 上の左加群関手である．

例 5.6. C をモノイダル圏，X を C の対象，A を C 上のモノイド対象，M を A 上の左加群とす

る．μM⊗X = μM ⊗ 1X とおくと，(M ⊗ X,μM⊗X) は A 上の左加群となる．(M,μM ) ⊗ X =

(M ⊗X,μM⊗X)と定めると，この作用により，AMod(C)は C 上の右加群圏の構造を持つ．また，
C は自明な C 上の右加群圏の構造を持つ．ここで UA : AMod(C)→ C を忘却関手とすると，C の
対象 Y を用いて，Y ⊗UA : AMod(C)→ C が定義できる．このとき UA, Y ⊗UAは共に C 上の右

２２



03

モノイダル（余）閉圏上の淡中-クライン双対について

加群関手である．

記号が煩雑になるのを防ぐため，以降は文脈によりどの圏のテンソル積か判断できる場合は⊗の
添え字を省くことにする．

命題5.7. (C,⊗C , a, I, l, r)をモノイダル圏，(M,⊗M,m, ľ), (M′,⊗M′ ,m′, ľ′), (M′′,⊗M′′ ,m′′, ľ′′)

を C 上の左加群圏とし，(F, s) :M→M′, (F ′, s′) :M′ →M′′ を C 上の左加群関手とする．こ
のとき，(F ′, s′) ◦ (F, s)を (F ′ ◦ F, (s′−,F (−) ◦ F ′(s−,−)))と定義すると，(F ′, s′) ◦ (F, s)はMか

らM′′ への C 上の左加群関手となる．また (1M′ , 1) ◦ (F, s) = (F, s), (F, s) ◦ (1M, 1) = (F, s)が

成立する．

(証明) 任意に C の対象X,Y と，Mの対象M をとる．合成が C 上の左加群関手となることは以
下の図式の可換性より分かる．この合成に関して (1M′ , 1), (1M, 1)が単位的であることは明らかで

ある．

(F ′ ◦ F )((X ⊗ Y ) ⊗M) F ′((X ⊗ Y ) ⊗ F (M)) (X ⊗ Y ) ⊗ (F ′ ◦ F )(M)

(F ′ ◦ F )(X ⊗ (Y ⊗M)) F ′(X ⊗ F (Y ⊗M)) F ′(X ⊗ (Y ⊗ F (M))) X ⊗ F ′(Y ⊗ F (M)) X ⊗ (Y ⊗ (F ′ ◦ F )(M))

X ⊗ ((F ′ ◦ F )(Y ⊗M)

(F ′◦F )(mX,Y,M )

F ′(sX,Y ⊗M ) F ′(1X ⊗sY,M ) s′
X,Y ⊗F (M) 1X ⊗s′

Y,F (M)

F ′(sX⊗Y,M ) s′
X⊗Y,F (M)

F ′(m′
X,Y,F (M)) m′′

X,Y,(F ′◦F )(M)

(s′
−,F (−)◦F ′(s−,−))X⊗Y,M

s′
X,F (Y ⊗M) 1X ⊗F ′(sY,M )

(s′
−,F (−)◦F ′(s−,−))X,Y ⊗M 1X ⊗(s′

−,F (−)◦F ′(s−,−))Y,M

命題5.8. (C,⊗C , a, I, l, r)をモノイダル圏，(M,⊗M,m, ř), (M′,⊗M′ ,m′, ř′), (M′′,⊗M′′ ,m′′, ř′′)

を C 上の右加群圏とし，(F, s) :M→M′, (F ′, s′) :M′ →M′′ を C 上の右加群関手とする．こ
のとき，(F ′, s′) ◦ (F, s)を (F ′ ◦ F, (s′F (−),− ◦ F ′(s−,−)))と定義すると，(F ′, s′) ◦ (F, s)はMか

らM′′ への C 上の右加群関手となる．また (1M′ , 1) ◦ (F, s) = (F, s), (F, s) ◦ (1M, 1) = (F, s)が

成立する．

(証明) 命題 5.7と同様に示すことができる．

注意 5.9. C をモノイダル圏とする．C 上の左 (右)加群圏を対象，C 上の左 (右)加群関手を射とす

ると命題 5.7と命題 5.8より，これらは圏をなす．C 上の左加群圏のなす圏を CMod，C 上の右加
群圏のなす圏をModC と表す．またCat/ C の部分圏で，対象が C 上の左加群圏Mと左加群関手

F :M→ C の組 (M, F )で，射が Cat/ C の射で左加群関手となるものとするとこれらは圏をな
す．この圏を CMod/ C と表す．同様に Cat/ C の部分圏で，対象が C 上の右加群圏Mと右加群

２３
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関手 F :M→ C での組 (M, F )で，射がCat/ C の射で右加群関手となるものとするとこれらは
圏をなす．この圏をModC/ C と表す．

定義 5.10 (左加群自然変換). (C,⊗C , a, I, l, r)をモノイダル圏，(M,⊗M,m, ľ), (M′,⊗M′ ,m′, ľ′)

を C 上の左加群圏，(F, s), (F ′, s′) :M→M′ を C 上の左加群関手とし，ϕ : F → F ′ を自然変換

とする．任意の C の対象X と任意のMの対象M に対して，以下の図式が可換となるとき ϕは C
上の左加群自然変換 (left C-natural transformation)であるという．また F から F ′ への C 上の左
加群自然変換全体を C Nat(F, F ′)と表す．

F (X ⊗M M) X ⊗M′ F (M)

F ′(X ⊗M M) X ⊗M′ F ′(M)

ϕX⊗MM 1X ⊗M′ϕM

sX,M

s′
X,M

定義 5.11 (右加群自然変換). (C,⊗C , a, I, l, r)をモノイダル圏，(M,⊗M,m, ř), (M′,⊗M′ ,m′, ř′)

を C 上の右加群圏，(F, s), (F ′, s′) :M→M′ を C 上の右加群関手とし，ϕ : F → F ′ を自然変換

とする．任意の C の対象X と任意のMの対象M に対して，以下の図式が可換となるとき ϕは C
上の右加群自然変換 (right C-natural transformation)であるという．また F から F ′ への C 上の
右加群自然変換全体を NatC(F, F ′)と表す．

F (M ⊗M X) F (M) ⊗M′ X

F ′(M ⊗M X) F ′(M) ⊗M′ X

ϕM⊗MX ϕM ⊗M′ 1X

sM,X

s′
M,X

注意 5.12. 左（右）加群自然変換は，定義より明らかに通常の自然変換の合成に関して閉じている．

定義 5.13 (C上のコエンド対象). Cをモノイダル圏，M,M′を C上の左加群圏，F :M→M′を

C上の左加群関手とする．ここで，任意のM′の対象M に対して，C Nat(F, F⊗M)は集合をなすと

仮定する．このとき C Nat(F, F ⊗−) :M′ → Setという関手が定まる．C Nat(F, F ⊗−)が表現可
能であるとき，C Nat(F, F ⊗−)を表現するM′の対象を C上のコエンド対象といい，C Coend(F )

と表す．

注意 5.14. 上記の C Coend(F )の定義を普遍性の言葉で書き直すと以下のようになる．

C Coend(F )はM′ の対象 C と C 上の左加群自然変換ΔF : F → F ⊗C の組 (C,ΔF )で，任意

のM′ の対象M と任意の C 上の左加群自然変換 ϕ : F → F ⊗M に対してM′ の射 ϕ̃ : C → M

が一意的に存在して，(1F ⊗ ϕ̃) ◦ΔF = ϕとなるもののことである．

F ⊗M

F F ⊗ C

ϕ 1F ⊗ϕ̃

ΔF

２４
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定義 5.15 (C上のエンド対象). Cをモノイダル圏，M,M′を C上の右加群圏，F :M→M′を C
上の右加群関手とする．ここで，任意のM′ の対象M に対して，NatC(M ⊗ F, F )は集合をなす
と仮定する．このとき NatC(− ⊗ F, F ) :M′ → Setという関手が定まる．NatC(− ⊗ F, F )が表
現可能であるとき，NatC(−⊗ F, F )を表現するM′ の対象を C 上のエンド対象といい，EndC(F )

と表す．

注意 5.16. 上記の EndC(F )の定義を普遍性の言葉で書き直すと以下のようになる．

EndC(F )はM′ の対象 Aと C 上の右加群自然変換 μF : A ⊗ F → F の組 (A,μF )で，任意の

M′ の対象M と任意の C 上の右加群自然変換 ϕ : M ⊗ F → F に対してM′ の射 ϕ̂ : M → Aが

一意的に存在して，μ ◦ (ϕ̂⊗ 1F ) = ϕとなるもののことである．

A⊗ F F

M ⊗ F

ϕϕ̂⊗1F

μF

定義 5.17 (C 上の余楔). C をモノイダル圏，M,M′ を C 上の左加群圏とし，更にM′ は右余閉圏

であるとする．(F, s) : M → M′ を C 上の左加群関手，σ : cohom ◦(F × F op)
··→ W を余楔と

する．任意のM の対象M と任意の C の対象 X に対して，以下の図式が可換となるとき，σ は

C 上の余楔 (C-cowedge)であるという．また，cohom ◦(F × F op)からW への C 上の余楔全体を
CCW(cohom ◦(F × F op),M))と表す．ここで，上に˜のついている射は注意 4.4において定義さ

れた射である．

cohom(F (X ⊗M), X ⊗ F (M))

Coend(F (M)) Coend(F (X ⊗M))

W
σM σX⊗M

cohom(1F (X⊗M),sX,M )Â�(1X ⊗ΔF (M))◦sX,M

定義 5.18 (C上の楔). Cをモノイダル圏，M,M′を C上の右加群圏とし，更にM′は左閉圏である

とする．(F, s) :M→M′を C上の右加群関手，σ :W → [−,−] ◦ (F op⊗F )を楔とする．任意の
Mの対象M と任意の Cの対象Xに対して，以下の図式が可換となるとき，σは C上の楔 (C-wedge)
であるという．またW から [−,−] ◦ (F op ⊗ F )への C 上の楔全体をW(W, [−,−] ◦ (F op × F ))と
表す．ここで，上にˆのついている射は注意 4.4において定義された射である．

W

End(F (M)) End(F (M ⊗X))

[F (M) ⊗X,F (M ⊗X)]
¤�s−1

M,X
◦(μF (M)⊗1X ) [s−1

M,X
,1F (M⊗X)]

σM⊗XσM

２５
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命題 5.19. Cをモノイダル右余閉圏とし．Mを C上の左加群圏とする．(F, s) :M→ Cを C上の左
加群関手とし，M を Cの対象とする．このとき CCW(cohom ◦(F ×F op),M))と C Nat(F, F ⊗M)

は一対一に対応する．

(証明) 以下の図式において，(�)以外の部分は全て可換となる．よって (�)の可換性と，外側の

長方形の可換性は等しい．(�)の可換性は ψ̃が C 上の余楔であることと同値で，外側の長方形の可
換性は ψが C 上の自然変換であることと同値であるので，題意が成り立つ．ここで，上に˜のつい

ている射は注意 4.4において定義された射である．

F (X ⊗N) X ⊗ F (N)

X ⊗ F (N) ⊗ cohom(F (X ⊗N), X ⊗ F (N)) X ⊗ F (N) ⊗ Coend(F (N))

(�)

F (X ⊗N) ⊗ Coend(F (X ⊗N)) X ⊗ F (N) ⊗ Coend(F (X ⊗N))

F (X ⊗N) ⊗M X ⊗ F (N) ⊗M

ψX⊗N

sX,N

sX,N ⊗1M

1X ⊗ψN

ΔF (X⊗N)

1F (X⊗N)⊗flψX⊗N

coevX⊗F (N),F (X⊗N)

sX,N ⊗1Coend(F (X⊗N))

1X⊗F (N)⊗cohom(1F (X⊗N),sX,N )

1X⊗F (N)⊗flψX⊗N

1X ⊗ΔF (N)

1X⊗F (N)⊗ Â�(1X ⊗ΔF (N)◦sX,N )

1X⊗F (N)⊗ψ̃N

命題 5.20. C をモノイダル左閉圏とし．Mを C 上の右加群圏とする．(F, s) :M→ C を C 上の右
加群関手とし，M を C の対象とする．このときW(W, [−,−] ◦ (F op × F ))と NatC(M ⊗ F, F )は
一対一に対応する．

命題 5.21. C を余完備モノイダル圏，C0 を C のモノイダル右余閉小部分圏とする．Mを C0 上の
左加群圏とする．(F, s) : D → C0 を C0 上の左加群関手とする．このとき，C の対象D1, D2 を

D1 = 　
∐

f∈Mor(M)

cohom(F (dom(f)), F (cod(f))), D2 =
∐

X∈Ob(C),M∈Ob(M)

cohom(F (X⊗M), X⊗F (M))

と定義する．また，C の射 u, v を任意のM の射 f : M → N と任意の C0 の対象 X に対し

て，以下の図式の普遍性により定義する．（図式の縦方向の射は自然な埋め込みである．）このとき，

C0
Coend(F ) � Coeq(u, v)である．

cohom(F (M), F (N)) cohom(F (X ⊗N), X ⊗ F (N)) Coend(F (N))

D1 D2

D1
∐
D2

∐
M∈Ob(M) Coend(F (M))∃!u

ιD1 ιD2

ιf ιX,N

Â�(1X ⊗ΔF (N))◦sX,N

cohom(F (f),1F (N))

ιCoend(F (N))

２６
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Coend(F (M))

cohom(F (M)), F (N)) cohom(F (X ⊗M), X ⊗ F (M)) Coend(F ⊗M)

D1 D2

D1
∐
D2

∐
M∈Ob(M) Coend(F (M))

ιD1 ιD2

ιf ιX,M ιCoend(F (M))

∃!v

cohom(1F (M),F (f))

cohom(1F (X⊗M),sX,M )

ιCoend(F (M))

(証明) 命題 2.6と同様の議論で示すことができる．

命題 5.22. C を完備モノイダル圏，C0 を C のモノイダル左閉小部分圏とする．Mを C0 上の右加
群圏とする．(F, s) : D → C0 を C0 上の右加群関手とする．このとき，C の対象D1, D2 を

D1 =
∏

f∈Mor(M)

[F (dom(f)), F (cod(f))], D2 =
∏

X∈Ob(C),M∈Ob(M)

[F (M)⊗X,F (M ⊗X)]

と定義する．また，Cの射u, vを任意のMの射 f :M → Nと任意のC0の対象Xに対して，以下の図

式の普遍性により定義する．（図式の縦方向の射は自然な射影である．）このとき，EndC0
(F ) � Eq(u, v)

である．

∏
M∈Ob(M) End(F (M)) D1

∏
D2

D1 D2

End(F (N)) [F (M), F (N)] [F (M) ⊗X,F (M ⊗X)]

End(F (M ⊗X))

∃!u

qD1 qD2

qX,Mqf

pEnd(F (N))

[F (f),1F (N)]

[s−1
M,X

,1F (M⊗X)]

pEnd(F (M⊗X))

∏
M∈Ob(M) End(F (M)) D1

∏
D2

D1 D2

End(F (M)) [F (M), F (N)] [F (M) ⊗X,F (M ⊗X)]

qf

¤�s−1
M,X

◦(μF (M)⊗1X )

∃!v

pEnd(F (M))

[1F (M),F (f)]

qD1 qD2

qX,M

(証明) 命題 2.5と同様の議論で示すことができる．

２７
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命題 5.23. C をモノイダル圏，Mを C 上の左加群圏，F :M → C を C 上の左加群関手とする．
C Coend(F )が存在すると仮定するとき，以下が成立する．

(1) C Coend(F )は C 上のコモノイド対象である．
(2) 任意の Dの対象X に対して，F (X)は C Coend(F )上の右余加群となる．

(3) 任意の D の射 f : X → Y に対して，F (f) : F (X) → F (Y )は C Coend(F )上の右余加群の

射である．

(証明) 命題 4.24と同様の議論で示すことができる．

命題 5.24. C をモノイダル圏，Mを C 上の右加群圏，F :M → C を C 上の右加群関手とする．
EndC(F )が存在すると仮定するとき，以下が成立する．

(1) EndC(F )は C 上のモノイド対象である．
(2) 任意の Dの対象X に対して，F (X)は EndC(F )上の左加群となる．

(3) 任意の D の射 f : X → Y に対して，F (f) : F (X) → F (Y )は EndC(F )上の左加群の射で

ある．

(証明) 命題 4.25と同様の議論で示すことができる．

6. 淡中再構成定理とその応用

命題 6.1. C を完備モノイダル圏，C0 を C のモノイダル左閉小部分圏とする．このとき以下の 2つ

の対応は共に反変関手である．

End : ModC0/ C0 � (M, F ) �→ EndC0(F ) ∈Mon(C)

Mod(C0) : Mon(C0) � A �→ (AMod(C0), UA) ∈ModC0
/ C0

(証明) 任意のC0のモノイドAに対して，例5.6より，AMod(C0)は右加群圏でUA : AMod(C0)→
C0 は右加群関手より，Mod(C0)は well-definedである．また注意 3.21よりMod(C0)は反変関
手である．また任意の右加群関手 F :M→ C0 に対して，命題 5.22より，EndC0

(F )はMon(C)
の対象である．ここで任意にModC0

/ C0の射 (G, s) : (M1, (F1, s1))→ (M2, (F2, s2))をとると，

定義より (F2, s2) ◦ (G, s) = (F1, s1)である．注意 5.16より μFi
: EndC0(Fi)⊗ Fi → Fi は右加群

自然変換である．M1 の対象M に対して，μG
F2

: EndC0
(F2)⊗ F1 → F1 を (μG

F2
)M = (μF2

)G(M)

と定義すると任意のM1 の射 f :M → N に対して以下の右の図式が可換となり自然変換となる．

M1 M2 EndC0(F2) ⊗ F2(G(M)) F2(G(M))

C0 EndC0(F2) ⊗ F2(G(N)) F2(G(N))

(G,s)

(F1,s1) (F2,s2)

(μF2 )G(M)

F2(G(f))1⊗F2(G(f))

(μF2 )G(N)

２８
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また μF2
が右加群自然変換より，任意の C0 の対象 X に対して以下の図式が可換となることから，

μG
F2
は C0 上の右加群自然変換となる．

EndC0(F2) ⊗ F2(G(M ⊗X)) EndC0(F2) ⊗ F2(G(M) ⊗X) EndC0(F2) ⊗ F2(G(M)) ⊗X

F2(G(M ⊗X)) F2(G(M) ⊗X) F2(G(M)) ⊗X

(μG
F2 )M⊗X

F2(sM,X )

1⊗F2(sM,X )
(μF2 )G(M)⊗X

s2G(M),X

1⊗s2G(M),X

(μG
F2 )M ⊗1X

1⊗s1M,X

s1M,X

よって，EndC0
(F1)の普遍性により，EndC0

(G) : EndC0
(F2) → EndC0

(F1)が一意的に存在して

以下の図式が可換となる．

EndC0(F1) ⊗ F1 F1

EndC0(F2) ⊗ F1

μF1

μG
F2

EndC0 (G)⊗1F1

EndC0
(G)は反変であり，普遍性により定義されているので，反変関手であることが直ちに従う．

命題 6.2. C を余完備モノイダル圏，C0 を C のモノイダル右余閉小部分圏とする．このとき以下の
2つの対応は共に共変関手である．

Coend : C0
Mod/ C0 � (M, F ) �→ C0

Coend(F ) ∈ Comon(C)

Comod(C0) : Comon(C0) � C �→ (ComodC(C0), UC) ∈ C0
Mod/ C0

定理 6.3 (モノイドの淡中再構成定理). C を完備モノイダル圏，C0 を C のモノイダル左閉小部分圏
とする．このとき End ◦Mod(C0) � 1Mon(C0) が成立する．特に任意のMon(C0)の対象 Aに対

して，EndC0(UA) � Aが成立する．

(証明) 任意に C0のモノイドAをとり，Aが注意 5.16で述べた EndC0(UA)の普遍性を満たすこと

を示せばよい．任意の C0 の対象X とX ⊗UA から UA への C0 上の右加群自然変換 ψをとる．こ

こで ψ̂ = ψA ◦ (1X ⊗ ηA) ◦ r−1
X と定義する．任意のA上の左加群M に対して，μA⊗M = μA⊗ 1M

とする．Aの結合律より (A⊗M,μA⊗M )もA上の左加群で，この構造により μM : A⊗M →M

は A上の左加群の射となる．ψ : X ⊗ UA → UA は右加群自然変換であり，命題 3.4の (2)より

lI = rI であるので，以下の左の図式が可換となる．よって，右の図式が可換となる．

２９
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X ⊗M X ⊗ I ⊗M A⊗ UA UA

X ⊗A⊗M X ⊗A⊗M X ⊗M X ⊗ UA

A⊗M A⊗M MμM

ψMψA⊗M

1X ⊗μM

ψA⊗1M

1A⊗M

1X⊗A⊗M

r−1
X

⊗1M =1X ⊗l−1
M

1X ⊗ηA⊗1M

ψ̂⊗1M

1X⊗M

μUA

ψ
ψ̂⊗1UA

また，ϕ : X → Aで μUA
◦ (ϕ⊗ 1UA

) = ψを満たすものをとると，rの自然性より以下の左の図式

は可換となり，外枠の矢印の可換性より ϕ = ψ̃となる．よってAは EndC0
(UA)の普遍性を満たし

EndC0
(UA) � Aが成り立つ．また，Mon(C0)の射 f : A→ Bに対して，EndC0

(UA),EndC0
(UB)

としてA,Bをとると，Mod(C0)(f) :はB上の加群 (M,μM )にμA
M = μM◦(f⊗1M ) : A⊗M →M

として (M,μA
M )を対応させる自然変換であったので，以下の右の図式が可換となる．

X A B ⊗ UB

X ⊗ I A⊗ I A⊗ UB B ⊗ UB UB

X ⊗A A⊗A A

ϕ

r−1
X

r−1
A

ϕ⊗1I

1X ⊗ηA 1A⊗ηA

ϕ⊗1A

rA

1A

μA

ψA

μUBf⊗1UB

f⊗1UB
μUB

Mod(C0)(f)

よって (End ◦Mod(C0))(f)の一意性より，(End ◦Mod(C0))(f) = f が成立する．

定理 6.4 (コモノイドの淡中再構成定理). Cを余完備モノイダル圏，C0を Cのモノイダル右余閉小部
分圏とする．このとき Coend ◦Comod(C0) � 1Comon(C0) が成立する．特に任意のComon(C0)
の対象 C に対して，C0 Coend(UC) � C が成立する．

補題 6.5. C を C = Vectk(vectk) 上のコモノイド対象（つまり（有限次元）k 余代数），UC :

ComodC(C)→ C を忘却関手，V を C の対象（つまり（有限次元）kベクトル空間）とする．こ
のとき Nat(UC , UC ⊗ V ) = C Nat(UC , UC ⊗ V )である．

(証明) 任意の kベクトル空間 V と任意のC 上の右余加群N に対して，任意の自然変換 ψ : UC →
UC ⊗ V が C 上の左加群自然変換であることを示せばよい．つまり以下の図式が可換であることを
示せばよい．

UC(V ⊗N) = V ⊗N V ⊗N = V ⊗ UC(N)

(UC ⊗M)(V ⊗N) = V ⊗N ⊗M V ⊗N ⊗M = V ⊗ (UC ⊗M)(N)

sV,N =1V ⊗N

s′
V,N =1V ⊗N⊗M

ψV ⊗N 1V ⊗ψN

３０
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V の基底を {vi}とすると，任意の kベクトル空間W に対して，写像 pWi : V ⊗W �∑
j vj⊗wj �→

wi ∈ W は k線形写像である．ただし，
∑

j vj ⊗ wj は任意の V ⊗W の元を V の基底に関してま

とめなおしたものとする．これは有限和となり，また各 wj は一意的に定まる．よって V ⊗W の任
意の元 tは

∑
i vi ⊗ pWi (t)と書ける．ここで V ⊗N をΔV⊗N = 1V ⊗ΔN により，C 上の右余加

群とみなすと，以下の左の図式は可換となり，pNi は C 上の右余加群の射となる．また，ψ は UC

から UC ⊗M への自然変換より，pNi へ UC および UC ⊗M を作用させることにより以下の右の

図式が可換となることが分かる．

V ⊗N N UC(V ⊗N) = V ⊗N N = UC(N)

V ⊗N ⊗ C N ⊗ C (UC ⊗M)(V ⊗N) = V ⊗N ⊗M N ⊗M = (UC ⊗M)(N)

ΔV ⊗N =1V ⊗ΔN

pN
i ⊗1C

pN
i

ΔN

pN
i

pN
i ⊗1M

ψNψV ⊗N

よって，V ⊗Nの元 tに対し，(1V ⊗ψN )(t) = (1V ⊗ψN )(
∑

j vj⊗pNj (t)) =
∑

j vj⊗(ψN ◦pNj )(t) =∑
j vj ⊗ ((pNj ⊗1N )◦ψV⊗N )(t) = (∗)となる．ここで ψV⊗N (t) =

∑
k vk⊗pN⊗M

k (t)であるので，

(∗) = ∑
j vj ⊗ ((pNj ⊗ 1M )(

∑
k vk ⊗ pN⊗M

k (t)) =
∑

j vj ⊗ pN⊗M
j (t) = ψV⊗N (t)となる．よって

1V ⊗ ψN = ψV⊗N

補題 6.6. A を C = Vectk(vectk) 上のモノイド対象（つまり（有限次元）k 代数），UA :

AMod(C) → C を忘却関手，V を C の対象（つまり（有限次元）k ベクトル空間）とする．こ
のとき Nat(V ⊗ UA, UA) = NatC(V ⊗ UA, UA)である．

(証明) 補題 6.5と同様に示すことができる．

補題 6.7. Aを C = Set(set)上のモノイド対象（つまり（有限）モノイド），UA : AMod(C)→ C
を忘却関手，Xを Cの対象（つまり（有限）集合）とする．このときNat(X×UA, UA) = C Nat(X×
UA, UA)である．

(証明) 任意の集合X と任意のA上の左加群N（つまり集合N にモノイドAの作用の構造が入っ

たもの）に対して，任意の自然変換 ψ : X ×UA → UA が C 上の右加群自然変換であることを示せ
ばよい．つまり任意の集合 Y に対して以下の図式が可換であることを示せばよい．

(X × UA)(N × Y ) = X ×N × Y X ×N × Y = (X × UA)(N) × Y

UA(N × Y ) = N × Y N × Y = UA(N) × Y
s′

N,Y =1N×Y

sN,Y =1X×N×Y

ψN×Y ψN ×1Y

ここで Aの Y への作用 μY を自明な作用とすると (Y, μY )は A上の左加群の構造を持つ．同様に

一点集合 {∗}も自明な作用でA上の左加群とみなす．また μN×Y を μN×Y (a, n, y) = (an, y)と定

めると A上の左加群となる．このとき pN : N × Y → N,PY : N × Y → Y をそれぞれN,Y への

３１
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射影，任意の Y の元 y に対し y : {∗} � ∗ �→ y ∈ Y とすると pN , pY , y は全て A上の左加群の射

である．ψは自然変換より，以下の図式が可換となる．

X ×N × Y X ×N X ×N × Y X × Y X × {∗} X × Y

N × Y N N × Y Y {∗} Y

ψN×Y

1X ×pN

ψN

pN

ψN×Y

1X ×pY

ψY

pY

1X ×y

ψ{∗} ψY

y

これらの図式の可換性より，示すべき図式が可換となることが分かる．

注意 6.8. 定理 6.3と定理 6.4における C0 が小圏という条件は場合により取り除くことができる．
例えば C = C0 = Vectk のとき，Aを k代数とすると，UA は表現可能で，UA = HomA(A,−)と
表すことができる．よって米田の補題より集合として，End(UA) = Nat(UA, UA) = HomA(A,A)

が成立する∗4 ため，End(UA)は k 代数となっている．同様に補題 1.3より C = C0 = Setのとき

も，モノイド Gに対して，UG は表現可能であったので淡中再構成定理を適用できる．

淡中再構成定理とこれらの補題を組み合わせると，以下のような淡中再構成定理の具体例が得ら

れる．

系 6.9. C = Set，C0 = Set(set)，Aを (有限)モノイド，UA : AMod(C0) → C0 を忘却関手と
する．このときMon(C0)において End(UA) � A，つまり Nat(UA, UA)と Aはモノイド同型で

ある．

(証明) Setは完備閉モノイダル圏，setは Setのモノイダル閉小部分圏，モノイド Aは C0 にお
けるモノイド対象であるので，例 2.3，補題 6.7，注意 6.8および定理 6.3より A � EndC0

(UA) �
End(UA) � Nat(UA, UA)となる．

注意 6.10. 群はモノイドで，群の同型はモノイド同型により与えられるので，上記の結果はモノイ

ドを群に読み替えても成立する．

系 6.11. C = Vectk，C0 = Vectk(vectk)，Aを (有限次元)k 代数，UA : AMod(C0) → vectk

を忘却関手とする．このときMonC0
において End(UA) � A，つまり Nat(UA, UA)と Aは k 代

数の同型である．

(証明) Vectk は完備閉モノイダル圏，vectk はVectk のモノイダル閉小部分圏，k 代数 Aは C0
におけるモノイド対象であるので，系 6.9と同様に，A � EndC0

(UA) � End(UA) � Nat(UA, UA)

となる．

∗4 一般には 2 つの関手の間の自然変換全体は集合となるとは限らない．関手の始域もしくは終域が小圏の場合は，

自然変換全体は集合となる．

３２
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系 6.12. C = Vectk，C0 = Vectk(vectk)，Gを群，M = Repk(G)(repk(G))とし，UA :M→
C0 を忘却関手とする．このときMonC0

において End(UA) � k[G]，つまり Nat(UA, UA)と k[G]

は k代数の同型である．

(証明) Repk(G)は左 k[G]加群の圏と，repk(G)は有限次元左 k[G]加群の圏と同値であるので，

系 6.11より成り立つ．

注意 6.13. G が無限群の場合は G の有限次元表現の圏 repk(G) とその忘却関手 UG : から G :

repk(G)→ vectkは再構成できないことがある．例えば，kが有限体の代数拡大体で，G = Zのと

き，Gから定まる群環は k [Z]であるが，End(UG) = k[Ẑ]となり一致しないことが知られている．

系 6.14. C = Vectk，C0 = vectk，C を有限次元 k余代数，UC : ComodC(C0)→ vectkを忘却

関手とする．このときComon(C0)においてCoend(UC) � C，つまり
∫ V ∈ComodC(C0) UC(V )∗⊗

UC(V )と C は k余代数の同型である．

(証明) Vectk は余完備モノイダル圏，vectk はVectk のモノイダル余閉小部分圏，有限次元 k余

代数 C は vectk におけるコモノイド対象である．また例 4.7より vectk において cohom(U, V ) =

V ∗ ⊗ U であったので，補題 6.5 と定理 6.4 より，C � C0
Coend(UC) � Coend(UC) �∫ V ∈ComodC(C0) UC(V )∗ ⊗ UC(V )であるので成立する．

注意 6.15. これらの結果を口語的に述べると，以下のようになる．

• （有限）モノイドM は集合へのM の（有限）作用の圏と忘却関手から再構成できる．

• （有限）群 Gは集合への Gの（有限）作用の圏と忘却関手から再構成できる．

• （有限次元）k代数はその（有限次元）左（右）加群の圏と忘却関手から再構成できる．

• （有限）群 Gはその（有限次元）表現の圏と忘却関手から再構成できる．

• 有限次元 k余代数はその有限次元右（左）加群の圏と忘却関手から再構成できる．

以下の基本定理を用いると，（有限次元とは限らない）一般の k 余代数 C もその有限次元余加群

の圏から再構成できる．

注意 6.16. 以下の定理の証明で用いる sweedlerの記法の説明を行う．C を k 余代数，M を C 上

の右余加群とするとき，ΔC : C → C ⊗ C を Δ(c) =
∑

(c) c
(1) ⊗ c(2) と表す．ここで∑

(c) は c

を代入した時に出てくる全ての和をとることを意味する．また ΔM : M → M ⊗ C についても，
ΔM (m) =

∑
(m)m

(0)⊗m(1)と書き，m(0)は和に出てくるテンソル積のM に含まれる部分，m(1)

は C に含まれる部分とする．

定理 6.17 (余加群の基本定理). C を k余代数，M を C 上の右余加群とする．このとき，M の任

意の元mに対して，あるM の有限次元右余加群N が存在して，mはN の元となる．

３３
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(証明) {ci}を k余代数C の基底とする．任意にC 上の右余加群M とその元mをとる．sweedler

の記法を用いてΔM (m) =
∑

(m)m
(0) ⊗m(1) と表す．ここでm(1) を {ci}を用いてまとめなおす

と，ΔM (m) =
∑

i vi ⊗ ciという有限和で表すことができる．ここで {vi}で生成されるM の k部

分空間を N とすると N は有限次元である．ΔC(ci) =
∑

(ci) c
(1)
i ⊗ c(2)i とし，c(1)i , c

(2)
i を {ci}を

用いてまとめなおすと，ΔC(ci) =
∑

j,k aijkcj ⊗ ck という有限和で書ける．M は C 上の右余加群

より以下の図式が可換となる．

M M ⊗ C M M ⊗ C

M ⊗ C M ⊗ C ⊗ C M ⊗ k

ΔM

ΔM

1M ⊗ΔC

ΔM ⊗1C

ΔM

1M ⊗εC
r−1

M

左の図式よりΔM (vk) =
∑

i,j aijkvi ⊗ cj はN ⊗C の元となり．ΔM (N) ⊂ N ⊗C となる．よっ
て N はM の部分余加群である．また右の図式よりm =

∑
i εC(ci)vi となるのでmは N の元で

ある．

系 6.18 (余代数の基本定理). C を k余代数とする．このとき，C の任意の元 cに対して，C の有

限次元部分 k余代数Dが存在して，cはDの元となる．

(証明) 定理 6.17においてM = C とすると，任意の C の元 cは C の有限次元部分余加群Dに含

まれ，ΔC(D) ⊂ D ⊗ C を満たすが，定理 6.17と同様の議論を行うことによりΔC(D) ⊂ D ⊗D
となることが分かる．よってDは C の有限次元部分余代数である．

注意 6.19. 定理 6.17は k代数では成立しない．例えば A = k[x]として，A自身を A加群とみな

したとき，x ∈ Aに対して，xを含む A部分加群M を考えると，M は xi の形の元を全て含むの

で，M は無限次元ベクトル空間となる．よって xを含む有限次元 A部分加群は存在しない．

系 6.20. C = Vectk，C0 = vectk，C を k 余代数，UC : ComodC(C0) → vectk を忘却関手と

する．このときComon(C)において Coend(UC) � C，つまり Coend(UC)と C は k余代数の同

型である．

(証明) 任意の kベクトル空間 V と任意のUC からUC⊗V への自然変換ϕをとる．任意のCの元 c

に対して，あるC の有限次元部分右余加群M が存在して，cはM の元となる．ここで ϕ̌ : C → V

を ϕ̌(c) = (εC ⊗ 1C)(ϕM (c))と定義する．ϕ̌がwell-definedであることを示す．任意の cを含む C

の有限次元部分右余加群N に対して，M ∩N は C の有限次元部分右余加群である．ϕは自然変換

なので，以下の左の図式は可換となり，ϕ̌は well-definedとなる．

３４
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N N ⊗ V UC UC ⊗ C

M ∩N (M ∩N) ⊗ V C ⊗ V V UC ⊗ V

M M ⊗ VϕM

ϕM∩N

ϕN

εC ⊗1V

1UC
⊗ϕ̌

ΔUC

ϕ

また ϕ̌は線形写像であるので，右の図式が可換となり，Coend(UC) � C となる．

以下ではベクトル空間の圏で成立する End,Coendに関する性質を紹介する．

命題 6.21. Dを圏，C = Vectk，C0 = vectk，F : D → C0 を関手とする．また C0 から C0 への
双対ベクトル空間をとる関手を (−)∗ とする．このとき End(F ∗) � Coend(F )∗ が成立する．

(証明) Coend(F )∗ = Homk

Ç∫ X∈C
cohom(F (X), F (X)), k

å
� Homk

Ç∫ X∈C
F (X)∗ ⊗ F (X), k

å

�
∫
X∈C

Homk (F (X)∗ ⊗ F (X), k) �
∫
X∈C

Homk (F (X)∗, [F (X), k]) �
∫
X∈C

[F ∗(X), F ∗(X)] = End(F ∗)

より成り立つ．

命題 6.22. D,D′ を圏，C = Vectk，C0 = vectk，F : D → C0, F ′ : D′ → C0 に対して，
F ⊗ F ′ : D×D′ → C0 という関手を (F ⊗ F )(X) = F (X) ⊗ F (X) と定義する．このとき

Coend(F ⊗ F ′) � Coend(F )⊗ Coend(F ′)が成立する．

(証明) Vectkにおいて⊗は余極限と可換で，Coendは余極限より，⊗とCoendは可換である．

命題 6.23. D,D′ を圏，C = Vectk，C0 = vectk，F : D → C0, F ′ : D′ → C0 に対して，
F ⊗ F ′ : D×D′ → C0 を命題 6.22で定義した関手とする．End(F ),End(F ′),End(F ⊗ F ′)が全

て有限次元ベクトル空間となるならば，End(F ⊗ F ′) � End(F )⊗ End(F ′)が成立する．

(証明) 任意の有限次元ベクトル空間 V に対して，cohom(−, V ) � V ⊗−より，V ⊗−は vectk

内の極限と可換になる．ここで仮定より，End(F ),End(F ′),End(F ⊗ F ′)は vectk 内の極限であ

るので，上記の式が成立する．

7. モノイダル（余）閉圏におけるクライン表現定理

定理 7.1 (モノイドのクライン表現定理). C を完備モノイダル圏，C0 を C のモノイダル左閉小充
満部分圏とする．D を C0 上の右加群圏とし，F : D → C0 を C0 上の右加群関手とする．また，
A = EndC0(F ), UA : AMod(C0) → C0 を忘却関手とする.このとき，関手 IF : D → AMod(C0)
が存在して，F = UC ◦ IF を満たす．

３５
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(証明) 条件より，Aは C のモノイドであり，命題 5.24の (2)，(3)より，任意の Dの射 f : X →
Y に対して F (X), F (Y ) は A 上の左加群で F (f) は A 上の左加群の射となるので，IF (X) =

F (X), IF (f) = F (f)とすれば F = UC ◦ IF を満たす．

定理 7.2 (コモノイドのクライン表現定理). C を余完備モノイダル圏，C0 を C のモノイダル右
余閉小充満部分圏とする．D を C0 上の左加群圏とし，F : D → C0 を C0 上の左加群関手と
する．また，C = C0

Coend(F ), UC : ComodC(C0) → C0 を忘却関手とする. このとき，関手

IF : D → ComodC(C0)が存在して，F = UC ◦ IF を満たす．

注意 7.3. 定理 7.1と定理 7.2において Dおよび F が良い条件を満たすとき，IF は圏同値となる．

（詳細は [Lyu21]の定理 1.25を参照せよ．）紙数が尽きたため，その内容については解説しないが，

ここまで準備ができていれば容易に読むことができる．また [Lyu21]ではバイモノイドの淡中-クラ

イン双対についても記述がある．また，[DM90]ではアフィン群スキームの淡中-クライン双対につ

いての記述がある．
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